Tema 4: Espacio vectorial euclideo

1. Definicién de producto escalar

N

Un producto escalar en un R-espacio vectorial V' es una operacién en la que se operan

vectores y el resultado es un niimero real, y que verifica las siguientes propiedades:
1. Bilineal:

(i) (u+u)-v = w-v+u v paratodo u,u',veV
(') w-(w+?) = w-v+u-v paratodo u,v,v €V

(17) au-v = u-av=«a(u-v) paratodo a € Ry todo u,v € V

2. Simétrica:

Para todo u,v € V se tiene que u-v =0 - u.

3. Definida positiva:

Para todo vector u € V' no nulo se tiene que u - u > 0.

La expresiéon u - v es un escalar al que se le denomina producto escalar de u y v.

Observacion: Rigurosamente hablando un producto escalar en V' es una aplicacién f : V xV —
R, lo tnico es que por comodidad en vez de utilizar la notacién f(u,v) para el nimero real producto
de los dos vectores, preferimos por comodidad y tradicién, denotarlo con el punto de multiplicar ”-”.
Incluso otros autores utilizan para esto la notacién < u,v >.

Al par (V,-), formado por un R-espacio vectorial junto con un producto escalar se le denomina
espacio vectorial euclideo. Incluso suele hablarse del espacio vectorial euclideo V' sin mencionar
el producto escalar, que se supone sobreentendido.

Propiedad: En un espacio vectorial euclideo (V-) se cumple que:

Para cualquier vector v € V' se tiene que
v-0=0
En conclusién el tdnico modo de que se anule v - v es para el vector nulo v = 0. Pues si v # 0 entonces
v-v >0
Ejemplos:

1. El producto escalar usual (candénico o euclideo) en R™. Dados (1, 2, ..., Tn), (Y1, Y2, -, Yn) €

R™ se define el producto escalar euclideo en R" del siguiente modo:

(X1, @2y ooy ) - (Y1, Y2y ooy Yn) = T1 - Y1 + T2 Yo + oo + Ty - Yn



2. He aqui un ejemplo de un producto escalar (distinto del euclideo) definido en R3:
(z1,2,23) * (Y1, Y2, y3) = T1 - Y1 + 5T2 - Yo + 273 - Y3
Con este producto escalar obtenemos
(2,1,-3)-(5,2,4)=2-54+5-1-24+2-(=3)-4=10+10—-24=—4
mientras que con el producto escalar euclideo obtenemos

(2,1,-3)-(5,2,4) =2-54+1-24(=3)-4=104+2—-12=0

3. En P,[R], el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 2, y tomando [a, b]

un intervalo cualquiera de la recta real, se define el producto escalar

Hagamos para este caso el producto escalar del vector x con el vector 22 + 2, trabajando con

el intervalo [0, 1]:

1 1

1 1
x-(x2—|—2):/ (2% 4 2)d /a: + 2z)d [44—902]0:(1—1—1)—021
0 0

2. Norma asociada a un producto escalar

Sea (V,-) un espacio vectorial euclideo y v € V. Se llama norma (médulo o longitud) del vector

v (asociada al producto escalar anterior) al nimero real no negativo

|v|| = +vv-v

A este valor lo llamaremos norma del vector v.
Observacion: La norma asociada al producto escalar euclideo de R™ estd dada para un vector

(21,22, ..., x,) € R™ por

(2o, o)l = \fd + B4+ a2

(la llamaremos norma euclidea).
Se dice que un vector es unitario cuando tiene norma 1. A partir de cualquier vector no nulo
siempre puede construirse un vector unitario dividiendo por la norma.

Ejemplo: Con el producto escalar usual en R? la norma del vector u = (2, —3,0) vale

|ul = 1/(2,-3,0)]| = /22 + (=3)2 + 02 =4+ 9+ 0 = V13.

Entonces el vector
u 2 3

Y EAREL

0)



es unitario, pues

u

|

N

Ejemplo: Utilizando la norma asociada al producto escalar en R? dado mediante la expresién
(z,y) - (2, y) = 4oz’ + 2yy" — 22y — 2y’

la norma del vector (2,1) es

12, D =+/(2,1)-(2,1)=v4-2-24+2-1-1-2-2-1-2-1-2=+10
mientras que la norma euclidea del mismo vector es

I2.Dl=V21) 21)=v22+12=+5

Desigualdad de Cauchy-Schwarz: Para todo u,v € V se tiene que |u - v| < |jul| - ||v|| .

Observemos que de la Desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos, cuando los vectores u y v son
no nulos, que m < 1. De aqui deducimos que el valor m estd comprendido entre —1 y 1.
Entonces existe un tnico a € [0, 7] tal que cosa = m « se denomina el angulo que forman los

vectores u y v. De hecho esta férmula si la vemos del modo siguiente
w-v = [lu] - o]l - cos

supone una interpretacion fisica del producto escalar que resulta més facil de visualizar, en el caso
del producto escalar usual.
Nota: Se suele denotar el dangulo « asf: m
Ejemplo: Con el producto escalar usual hallemos el dngulo que forman los vectores u = (2, —2)
y v =(0,3) de R%
Empleamos la férmula
(T (2,-2)-(0,3) —6 —6 1

COS oy = = = = = ——

lull ol N, =203 v8-3 V83 V2

3r
T

De este modo deducimos que o« =

3. Ortogonalidad

Se dice que dos vectores u y v de un espacio vectorial euclideo son ortogonales (o perpendic-
ulares) cuando

u-v=0.

Un sistema de vectores se dice que es un sistema ortogonal de vectores cuando los vectores son
ortogonales dos a dos. Si ademds todos los vectores son unitarios entonces se dird que el sistema es
ortonormal.

Ejemplos:



1. 3 vectores w1, us, us constituyen un sistema ortogonal si

Uy - Uz = 0
up-ug = 0
Ug U3 = 0

2. 2 vectores v1, v, forman un sistema ortonormal si

v1-v3 = 0
o] =1
loaf| = 1

3. Con el producto escalar usual en R* los vectores
(1,2,-3,0),(0,0,0,1),(0,3,2,0)
constituyen un sistema ortogonal.

4. Con el producto escalar usual en R* algunos vectores ortogonales al vector (1,2, —3,0) serfan
(0,0,0,1),(0,3,2,0),(2,—1,0,0), (3,0, 1,0).

5. Con el producto escalar usual en R? los vectores

<%, % 0).(0,0,1)
constituyen un sistema ortonormal.
6. Utilizando la norma asociada al producto escalar en R? dado mediante la expresién
(x,y) - (2, y) = doa’ + 2yy' — 2z’ — 2y2’
los vectores (2,1) y (1,3) son ortogonales pues
(2,1)-(1,3)=4-2-14+2-1-3-2-2:3-2-1-1=8+6—-12—-2=0

mientras que con el producto escalar euclideo no lo son, pues

(2,1)-(1,3)=2+3=5

Una base de un espacio vectorial euclideo V' que ademds es un sistema ortogonal (respectivamente
ortonormal) de vectores se llamard base ortogonal de V' (respectivamente base ortonormal de
V).

Propiedades: En un espacio vectorial euclideo se verifican las siguientes propiedades:

1. Un sistema formado por un solo vector es un sistema ortogonal.

2. La base canénica de R" es una base ortonormal de este espacio vectorial, si estamos

considerando el producto escalar euclideo en R".
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3. Un sistema ortogonal de vectores no nulos es un sistema LI de vectores. En consecuencia un

sistema ortonormal de vectores es un sistema LI de vectores.

4. La ortogonalidad es una propiedad que se conserva por CL, en particular por miltiplos. De
este modo, si u es un vector ortogonal a v entonces u es ortogonal a todo miltiplo de v (del
mismo modo se cumple que si u no es ortogonal a v entonces no es ortogonal a ningiin miltiplo

de v). Como casos particularmente interesantes tenemos los siguientes:

a) Si tenemos una base ortogonal podemos multiplicar cada vector por un escalar no nulo

que el resultado sigue siendo una base ortogonal.

b) Si en una base ortogonal de un espacio vectorial euclideo de V' dividimos cada vector por

su norma, entonces el sistema resultante de vectores es una base ortonormal de V.

3.1. Meétodo de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt

Sea
{u17 Uy ...y un}
una base de un espacio vectorial euclideo V. Vamos a construir una base ortogonal de V a

partir de la base dada.

Empezamos cogiendo

Después buscamos un vector de la forma
Wo = Ug + Q21 W1

donde a1 es un escalar del cuerpo, el tinico para el que se cumple que wy es ortogonal a w,. Para

hallarlo se hace el producto escalar por el vector w; en la igualdad anterior, y obtenemos la igualdad
wg'wle:UQ'wl+0521w1'w1

de donde deducimos que

Uz - W1

Qg1 = —————
wy - Wy

El tercer vector serd de la forma

W3 = Uz + Qz1W1 + Q32Wa

donde a3 v aigp son escalares del cuerpo, los tinicos para los que se cumple que w3 es ortogonal a w;
vy a wq. Para hallarlos se hace el producto escalar en la igualdad anterior, por un lado por el vector
wy, y obtenemos

w3~w1:0ZU3-w1+a31w1-w1+a32w2-w1

de donde deducimos que

U3 - Wy

agp = ———
w1 - W1

(tengamos en cuenta que wy y w; son ortogonales, luego su producto escalar se anula). Y por otro

lado, ahora toca cambiar los papeles de w; y wo y multiplicar escalarmente por este tltimo. Entonces

obtenemos

w3~w2:0ZU3-w2+a31w1-w2+a32w2-w2



de donde deducimos que
Uus - Wy

Q33 = —
W2 - Wy

(tengamos en cuenta que ws y wy son ortogonales, luego su producto escalar se anula).
Supongamos que tenemos definidos vectores ortogonales wy, ws, ..., wx_1, para k—1 < n. Entonces

buscaremos un nuevo vector de la forma
W, = Uk + QW1 + ... + Opk—1Wk—1

donde los ay1, o, ..., k1 se hallan imponiendo que wy es ortogonal a wy, ws, ..., wi_1, respectiva-
mente, de una forma similar a la anterior (o sea, multiplicando escalarmente wy, por wq, ws, ..., Wg_1).

Asi cada uno de los escalares puede calcularse mediante la expresion

UL - W;

Qi = —

De este modo se obtiene una base ortogonal

{wla Wa, ...y wn}

de V. Ademads, a partir de esta base ortogonal puede obtenerse una ortonormal

{wy, wh, ..., w}

tomando
w = i
C ]

para cada ¢, es decir, dividiendo cada vector de la base ortogonal por su propia norma.

Observacion: Si en algin momento nos sale un vector con fracciones en la base ortogonal que se
va obteniendo, puede reemplazarse éste por cualquier multiplo suyo (como ya dijimos en la propiedad
4.a de la lista que aparecié en iltimo lugar), para asi eliminar las fracciones. Incluso puede hacerse
sin esperar hasta tener todos los vectores. Por ejemplo. Para el caso de 3 vectores uq, us, ug cuando
tengamos w, y wy si éste tltimo tiene fracciones se puede multiplicar por un escalar para quitarlas
antes de hallar ws.

Ejemplo: Con el producto escalar usual hallar una base ortonormal de R? a partir de la base
{ul = (17 17 1),U2 = (27 ]-7 0)7 Uz = (17 07 0)}

En primer lugar pongamos
w1 = Uy = (]_, ]_, 1)

Ahora ponemos

wy = ug + aw; (pongo g = )

donde
Uz - U1 (27170)(17171> 3

= — = — :——:—1
T Twiw  (LLD-(LLI) 3

De este modo obtenemos que
wy = (2,1,0) — (1,1,1) = (1,0, —1).
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Finalmente necesitamos hallar un vector

w3 = ug + Pwy + ywy (pongo azy = Ly aze =)

donde sabemos que

6 _u3'w1 _( 7070) ) )__1
 owew; (L,L,D)-(1,1,1) 3
y
__U3'U}2 _ (17070)(1707_1> __1
B Wa - W2 B (1707 _1) ) (1707 _1) B 2
Entonces . .
ws = (1,0,0) — =(1,1,1) — =(1,0, —1) =
3 2
1 1 1 1 1
= (1,0,0) + (==, —=,—=) + (==,0,=
(77)+( 37 37 3)+( 2772)

_(2 1 1 1+1)_(1 11
'3 2233 27 ' 36

Asf hemos obtenido una base ortogonal de R3:

)
{(17 1’ 1)’ (170> _1)> (év _%> é>}

Como lo que se pedia era una base ortonormal es suficiente con dividir cada uno de estos vectores

por su norma. Como

lwi || = V3 [wa| = V2 lws|| = 7

obtenemos la base {w}, w}, w;} de R3,

Nota: Podriamos haber tomado la base ortogonal

{(1,1,1),(1,0,—1),(1,-2,1)}

obtenida de la anterior multiplicando el iltimo vector por 6. De aqui obtendriamos la misma base
ortonormal.

Ejemplo: Con el producto escalar usual, hallar una base ortononormal de
U={(z,y) €eR*: 2 -2y =0}

Es sencillo hallar una base. A partir de la ecuacién implicita de U que se da, z — 2y = 0, se obtienen
las ecuaciones paramétricas de dicho subespacio

r =2y

y=y
y por tanto una base de U es {(2,1)}. Al estar formada por un solo vector esta base de U es ortogonal.
Y como ||(2,1)|| = v/5 se tiene que una base ortonormal de U es {(%, L)}

V5
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Ejemplo: Con el producto escalar usual, hallar una base ortogonal de
W={(z,y,2,t) ER* 12 +y—2+3t =0,y +2+2t =0}

Nos han dado W mediante ecuaciones implicitas. Pasemos a paramétricas. Basta observar que el

sistema estd escalonado con los pivotes x e y, luego los pardmetros son z y t. Despejando tenemos

r=2z—1
y=—z—2t
z2=2z
t=t

y por tanto una base de W es
{(27 _]-7 17 0)7 (_17 _27 Oa 1)}

Emplearemos ahora el método de Gram-Schmidt para ortogonalizarla. Empezamos considerando
wy = (2,-1,1,0)

Ahora consideramos
wy = (—1,-2,0,1) + «(2,—1,1,0)

donde
a_uj—L—zan-@;JJﬁ)__Q_o
- (2,-1,1,0)-(2,-1,1,0) 6

De este modo obtenemos que
wy = (—1,-2,0,1) +0(2,-1,1,0) = (—1,-2,0,1)
Asf hemos obtenido una base ortogonal de W:
{(2,-1,1,0),(—1,-2,0,1)}

Observemos que es la misma base que habfamos obtenido. Esto es casual y se debe a que los vectores
ya eran ortogonales entre si. Por esta misma razén nos sale oo = 0.

Ejemplo: Utilizando el producto escalar en R? dado mediante la expresién
(x,y) - (2, y) = daa’ + 2yy" — 22y — 2y2’

hallemos una base ortonormal de R? a partir de la base

{(27 0)7 (_17 1)}
Tomamos
w, = (2,0)
Ahora consideramos
Wy = <_17 1) + 04(2, O)a

donde
4(—1)-2—2-2-1_12

1-2-2 T 16

3
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De este modo obtenemos que

3 1
wy = (—1,1) + 1(2,0) = (5, 1)

Asf hemos obtenido una base ortogonal de R:
{(2,0),(1,2)}

Multiplicamos el 1iltimo vector por 2 y seguimos teniendo una base ortogonal, en este caso
{(2,0),(1,2)}

Como lo que se pedia era una base ortonormal es suficiente con dividir cada uno de estos vectores

por su norma (la norma asociada a este producto escalar) y se tiene que

12,0)]] = v4-2-2=4
1(1,2)| =v4-1-1+2-2.2—2-1-2-2-2-1=+/4=2

Finalmente obtenemos la base ortonormal {w], w}} de R? (con el producto escalar con el que estamos

trabajando), con

wi = 1(2,0) = (5,0 wh=31,2) = (5, )

3.2. Subespacio ortogonal

Propiedad: Sea V' un espacio vectorial euclideo y W un subespacio suyo. Entonces el conjunto
de los vectores de V' que son ortogonales a todos los de W es un subespacio vectorial de V', llamado

el subespacio ortogonal de W, y serd denotado por W+. Es decir, tenemos que
WH={weVp-w=0VweW} <V
Observacién: Ademss se tiene que V = W + W+ y que esta suma es directa, es decir,
V=w@wt
Luego
dimV = dimVVG)VVL = dim W + dim W+ con lo que dim W+ =dimV — dim W

En las condiciones anteriores, conocida una base (0 més generalmente, un SG) de W, se cumple
que un vector v € V es ortogonal a todos los vectores de W si y sélo si es ortogonal a todos los
vectores de dicha base (o SG). A partir de ahf se puede obtener W+, el subespacio ortogonal
de W. Vedmoslo en el caso mds sencillo en que V' = R".

Un vector (z1,...,z,) € R™ pertenece a W+ si y sélo si es ortogonal a todos los vectores de la

base
B ={(a11, -y A1), -y (Qk1,y vy Qgn) }

de W, es decir, si y s6lo si se cumplen las siguientes ecuaciones (que serdn las ecuaciones implicitas
de W)

(@11, .oy a1pn) - (1, .y Tn) = 0

(k1y ey Qpn) - (T1, 00 ) = 0
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que dependeran del producto escalar con el que estemos. En el caso del producto escalar euclideo

las ecuaciones implicitas de W+ quedaran asf

a1121 + ... +a1pt, = 0

ap1r1 + ...+ apx, = 0

Si denotamos por A a la matriz cuyas filas son los vectores de B entonces lo anterior significa que
W = ker A.

En el caso del producto escalar euclideo, de modo simétrico puede obtenerse que si el subespa-
cio inicial estd dado por ecuaciones implicitas entonces el subespacio ortogonal tiene como sistema
generador las filas de la matriz de coeficientes del sistema anterior.

Ejemplo:
1. Supongamos que tenemos el subespacio de R* siguiente
W =<(1,-2,0,3),(-3,0,2,0),(5,0,—1,0) >

Entonces, respecto al producto escalar euclideo, tenemos que W+ tiene por ecuaciones implicitas

(1,-2,0,3) - (x,y,2,t) =0
(—3,0,2,0) - (x,y,2,t) =0
(5,0,—1,0) - (x,y,2,t) =0
es decir
rT—=2y+3t=0
—3x+22=0
ot —z =20

2. Supongamos que tenemos el subespacio de R? siguiente
U=<(-3,2,1),(2,0,-1) >
Entonces, respecto al producto escalar euclideo tenemos que U~ tiene por ecuaciones implicitas

—3r+2y+2=0
20 —z2=0

3. Supongamos que tenemos el subespacio de R? siguiente
I'=—x+2y—2z2=0
Entonces, respecto al producto escalar euclideo tenemos que

T+ =< (-1,2,-1) >

10



4. Supongamos que tenemos el subespacio de R? siguiente
S =<(1,3,-2),(-1,0,3) >
Entonces, respecto al producto escalar siguiente
(r,y,2) - (2., 2) = x2’ + 2yy’ + 427’
tenemos que S+ tiene por ecuaciones implicitas
{ (z,y,2) - (1,3,—2) =0
(x,y,2)-(—1,0,3) =0

es decir,

x4+ 6y —82=0
—x+122=0

Supongamos ahora que con este mismo espacio vectorial euclideo (R? con este producto escalar)

tomamos el subespacio H de R? cuyas ecuaciones implicitas son
2r4+y—2=0

Entonces para obtener H+ debemos disponer de una base de H. Es inmediato que unas ecua-
ciones paramétricas de H son
r=2x
y=2z—2x
2=z
(tomando y como pivote y las otras dos variables como pardmetros). Asi pues una base de H

es
{(1,-2,0),(0,1,1)}
Esto nos da lugar a que unas ecuaciones implicitas de H+ son
(x,y,2)-(1,-2,0) =0
(x,y,2)-(0,1,1) =0

es decir,
r—4y =0
2y+42=0
3.3. Proyeccién ortogonal

Sea W un subespacio de un espacio vectorial euclideo V. Debido a que V = W @ W+, todo
vector del espacio puede ponerse de modo tinico como suma de un vector de W y otro de W+. Sea
v € V' y supongamos que tenemos

V= U1 + V2

conv; € Wy vy € W. Entonces a v, lo llamaremos proyeccién ortogonal de v sobre W. Ademds,

este vector cumple que v — v; € W+ y es el tnico de todos los vectores de W que cumple esta
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propiedad, es decir, si w € W cumple que v —w € W+, entonces w = v; (la proyeccién ortogonal de
v sobre W).

Se llama distancia de v a W
d(v, W) =min{||v —w| : w € W}
Se puede comprobar que dicho minimo se alcanza precisamente en w = v;. Por tanto
d(v, W) = [lv = v = [|va]]

precisamente la norma de v,.
Veamos a continuacién un método para hallar la proyeccién ortogonal de un vector sobre
un subespacio:

Sea v € V y W < V. Supongamos que tenemos una base
B = {uy,ug,...,ux}

de W. Entonces puede escribirse v = v; + vy, donde v; es la proyeccién ortogonal de v sobre W'y

vy € W+, Entonces v; se pone como CL de los vectores de B en la forma
V1 = QU1 + QUug + ... + QpUg

observemos que vs - u; = U, ya que vy < . ultiplicamos escCalarmente v por cada u;, a partir de
b 0,y W+). Multipli 1 t d tir d

la igualdad v = v; + v,, obtenemos que
V- U = V1 U + Vo Uy = QUL - U; + QU » U + ... + QpUg * Uy

lo cual representa una ecuacién en las incégnitas aq, as, ..., ag. Si esto lo hacemos para 1 =1,2,..., k
tendremos un sistema de k£ ecuaciones con k incognitas que al resolver nos da el valor de las incognitas
a1, Qo, ..., (, que nos serviran para hallar v;.

Si la base escogida es una base ortogonal
B = {wy, we, ..., wy}

de W (siempre es posible hallarla a partir de una base cualquiera mediante el método de Gram-

Schmidt), entonces en la férmula anterior obtenemos que
U w =01 w; + v wp = Prws - w; + Bows - wi + .+ Brwg - w; = Bw; - w

(puesto que w; - w; = 0 si j # i, ya que son vectores de una base ortogonal). De aqui despejamos el

valor del escalar
V- w;

B =

Entonces tenemos determinado vy, la proyeccién ortogonal de v sobre W, sustituyendo el valor de

cada 3;, es decir,

V- W1 V- Woy V- Wy
vy = Bywi + Bowa + ... + Brwp = wy + Wy + ... + ————wy,
wy - W1 Wo + Wo Wi * Wk

12



Finalmente, si

B = {w},wy, ..., w;}

o 2 .
es una base ortonormal entonces para cada i se tiene que w; - w; = ||w}||” = 1 con lo que la férmula

de los escalares queda mads sencillamente asi:
_ /
Y, =V w;

y por tanto

V1 = YWy + Yowh + ... + ypw), = (v wh)wy + (v wy)wh + ... + (v - wp)w,

Observacion: Puede elegirse la base de la forma que cada cual considere oportuna a la hora
de obtener la proyeccién ortogonal. Si elegimos una base ortogonal u ortonormal, para el cdlculo
previo de los escalares, probablemente sea necesario hallar esta base ortogonal u ortonormal, lo cual
requiere también operaciones. En general es mejor inicialmente coger una base cualquiera de W (no
necesariamente ortogonal ni ortonormal) y realizar, como hemos hecho anteriormente, los productos
escalares de un modo similar al anterior y resolver el sistema de ecuaciones resultante. De esta manera
nos ahorrarfamos aplicar el método de Gram-Schmidt a la hora de hallar la base ortogonal (que por
lo general es més costoso).

Ejemplo: Consideremos en el espacio vectorial euclideo R? con el producto escalar usual, el
subespacio

W =<(2,0,-1),(6,0,1) >

y el vector
v=(2,-1,3)

Vamos a hallar la proyeccion ortogonal de v sobre V.

Sabemos que v = v; + vy, para ciertos v; € Wy v € W+. En esta situacién v, es la proyeccién
ortogonal de v sobre W. Tenemos que hallar una base de V. En este caso es inmediato que los vectores
uy = (2,0,—1) y ug = (6,0, 1) nos sirven como base de W. Entonces sabemos que v; = aju; + aaus.
Pues bien, si multiplicamos escalarmente v con cada uno de estos vectores obtenemos por un lado

que
veoug = (vp +v2) U =1 - up v - ug = (qug + aoug) - ug + 0 = aqug - ug + agus - ug

de donde, calculando los productos escalares

veou = (2,-1,3)- (2,0,—1) = 1
Uy - U = (2,0,—1) . (2,0,—1) =95
ug - ug = (6,0,1)-(2,0,-1) =11

deducimos que
1= 50{1 + 110(2

y por otro lado que

v-ug = (V] +vg) s ug = vy - Uz + vz - ug = (ug + Qoug) - ug + 0 = aqug - U + Qo - Uy
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de donde, hallando ahora los productos

v-ouy =(2,—-1,3)-(6,0,1) =15
ur - us = (2,0,—1) - (6,0,1) = 11
Us s = (6,0,1) - (6,0,1) = 37

deducimos que
15 =11aq + 37

Entonces resolviendo el sistema

1 = 5051+11042
15 = 1la; +37a9

obtenemos que

051:—2 042:1

Asi, la proyeccion ortogonal del vector v sobre el subespacio W es
vy =-2-(2,0,—-1)+1-(6,0,1) = (2,0,3)

Ejemplo: Consideremos en el espacio vectorial euclideo R* con el producto escalar usual, el

subespacio
S =<(1,0,0,1),(1,-1,2,1) >

y el vector
v=(0,1,3,0)

Vamos a hallar la proyeccién ortogonal de v sobre S.

Sabemos que v = v; + vy, para ciertos v; € Sy vy € S*t. En esta situacién v, es la proyeccién
ortogonal de v sobre S. Tenemos que hallar una base de S. En este caso es inmediato que los vectores
u; = (1,0,0,1) y ug = (1, —1,2, 1) nos sirven como base de S. Entonces sabemos que v; = ajuj+azus.
Pues bien, si multiplicamos escalarmente v con cada uno de estos vectores obtenemos por un lado

que
veoug = (V1 4 v2) U = vy Uy + v - ug = (aqug + agug) s up + 0 = aqug - ug + oug - Uy

de donde, calculando los productos escalares

vy = (0,1,3,0) - (1,0,0,1) = 0
w -up = (1,0,0,1) - (1,0,0,1) = 2
up-up = (1,—-1,2,1)-(1,0,0,1) = 2

deducimos que
0=2a1 + 204

y por otro lado que

V- ug = (U1 +v2) Up =1 - Ug + V2 - Uy = (0qur + QUa) - Us + 0 = oqug - U + oty - Us
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de donde, hallando ahora los productos

v-up = (0,1,3,0)-(1,—-1,2,1) =5
up-ug = (1,0,0,1) - (1,-1,2,1) =2
upus = (1,-1,2,1) - (1,-1,2,1) =7

deducimos que
5 =201+ Tay

Entonces resolviendo el sistema

0 = 20(1+2042
5 = 201+ Toy

obtenemos que

051:—1 042:1

Asi, la proyeccion ortogonal del vector v sobre el subespacio S es
vy=-1-(1,0,0,1)+1-(1,-1,2,1) = (0,—1,2,0)

Otra forma de hacerlo serfa a partir de una base ortogonal de S. Utilizando el método de Gram-

Schmidt tomemos
W, = Uy = (1707()’ 1)

Busquemos ahora un vector de la forma
Wy = U + AW

de donde sabemos que debe ser

\ = wy - Uz (1707071)(17_17271)_ 2_ 1
~ w-w; (1,0,0,1)-(1,0,0,1) 2

Entonces
wy = (1,-1,2,1) — (1,0,0,1) = (0, —1,2,0)

Entonces

v = )\le + )\311)2

y las ecuaciones que obtendriamos con la base ortogonal {w;,wy} de S serian

vowy = [iwy - wy + Byws - wy = Biwy - wy

vowy = [rwg - wa + Pows - We = [ogWs - Wo

luego

v - wy (0,1,3,0)-(1,0,0,1) 0

= = =—-=0
& wy-w; - (1,0,0,1)-(1,0,0,1) 2

)
veowy  (0,1,3,0)-(0,-1,2,0) 5

= = :—:1
& wy-wy  (0,—1,2,0)-(0,—-1,2,0) 5
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Entonces
v1=0-(1,0,0,1) +1-(0,—1,2,0) = (0,—1,2,0)

Ejemplo: Consideremos en el espacio vectorial euclideo R* con el producto escalar usual, el
subespacio
T=<(1,0,0,1),(1,-1,2,1) >

y el vector
v=(2,2,1,0)

Vamos a hallar la proyeccién ortogonal de v sobre T'.

Sabemos que v = v; + V9, para ciertos v; € T'y vy € T+. En esta situacién v; es la proyeccién
ortogonal de v sobre T'. Tenemos que hallar una base de T'. En este caso es inmediato que los vectores
up = (1,0,0,1) y us = (1, —1,2, 1) nos sirven como base de T'. Entonces sabemos que v; = aju;+aaus.
Pues bien, si multiplicamos escalarmente v con cada uno de estos vectores obtenemos por un lado

que
veup = (v +vg) s up = vp - up 4 vg - up = (qug + agug) s ug + 0 = aqug - ug 4 aous - ug
de donde, calculando los productos escalares

veoup = (2,2,1,0)-(1,0,0,1) =2
Uy -uy = (1,0,0,1) . (1,0,0,1) =2
ug-u; = (1,-1,2,1)-(1,0,0,1) =2

deducimos que
2= 2&1 + 20&2

y por otro lado que
v-ug = (V1 4+ vg) - ug = vy - Uy + vg - us = (ug + Qgug) - ug + 0 = aqug - ug + o - Uy

de donde, hallando ahora los productos

voug = (2,2,1,0) - (1,-1,2,1) = 2
uy -up = (1,0,0,1) - (1,—1,2,1) = 2
Uy -up = (1,-1,2,1) - (1,-1,2,1) =7

deducimos que
2 =207 + Tay

Entonces resolviendo el sistema

2 = 20{1+2&2
2 = 2a1+7a2

obtenemos que

(11:1 &220
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Asi, la proyeccién ortogonal del vector v sobre el subespacio T es
vy =1-(1,0,0,1)+0-(1,-1,2,1) = (1,0,0,1)

Otra forma de hacerlo serfa a partir de una base ortogonal de T'. En el ejemplo anterior la tenemos

ya calculada y es
{wl, U)Q} = {(1, 0, 0, 1), (O, —1, 2, 0)}

Entonces vy = ;w1 + Bows v las ecuaciones que obtendrfamos con la base ortogonal serfan

vowy = Brwr - wy + Bows - wy = frwg - wy
vewy = [Biwy - wa + Bows - we = Byws - wo
luego
5 — V- wy _(2,2,1,0)-(1,0,0,1)_2_1
Y wiewy (1,0,0,1)-(1,0,0,1) 2
g, = Vi _ (221,00-(0,-1,20) _0_,
2 wyewy  (0,—1,2,0)-(0,—1,2,0) 5
Entonces

v =1-(1,0,0,1)+0-(0,—1,2,0) = (1,0,0,1)

Consideremos en el espacio vectorial euclideo R? con el producto escalar definido por
(v,y,2) - (2, 2") = 2z’ +yy' + 322

el subespacio
U:{(l',y,Z) :l‘—y—Z:()}

Se pide:
1. Hallar una base ortogonal de U.

2. Obtener la proyeccién ortogonal sobre U del vector

v = (6,—6,—10)

1) Resolviendo las ecuaciones implicitas de U

r = y+=z
y =y
z = z

se tiene que una base de U es {u; = (1,1,0),uy = (1,0, 1) }. Por el método de Gram-Schmidt hallamos

una base ortogonal {w,ws} de U tomando

wy = w = (1,1,0)
(1,0,1) - (1,1,0) 9.1-140-14+3-1.0
B ' :1 1_ '].1 =
W2 = e T (LLo) Loy - 59577300 LLO
2 1 2
= (1,0,1)—=-(1,1,0) = (5, -=,1
(77) 3 (77) (3, 3,)

17



o si se quiere cambiando este 1ltimo vector por su triple, obtenemos la siguiente base ortogonal de U

{(1,1,0),(1,-2,3)}
2) El subespacio ortonal de U tiene por ecuaciones implicitas
(1,1,0) - (z,y,2) = 0
(1,0,1) - (z,y,2) = 0
es decir

2v+y = 0
2c+ 32z = 0

Por tanto una base de U+ (se obtiene sin mds que resolver las ecuaciones implicitas anteriores) est4

formado por el vector
{(3,-6,-2)}
2) Si v = v + ve, siendo v; la proyeccién ortogonal de v sobre, podemos afirmar que

[(6,—6, —10) - (3, —6, —2)]
(3,—6,—2) - (3, -6, —2)

36+ 36+ 60
18436+ 12

vy = (3,6, -2) (3, -6,—-2) = 2-(3, -6, —2) = (6, —12, —4)
y por tanto la proyeccién ortogonal es

v = (6,—6,—10) — (6,—12,—4) = (0,6 — 6)

4. Producto vectorial

Sean X = 111 + T9j + x3k e y = 111 + 27 + ysk dos vectores de R3. El producto vectorial de
ambos vectores se define como

i j k
XXYy=|x1 To x3|=(Tays — y2x3)i + (T3y1 — Y321)j + (192 — t1x2)k
Y1 Y2 Y3

4.1. Direccién y sentido

Si los vectores x y y no son paralelos, determinan un plano 7. El vector x X y es perpendicular
a 7 y su sentido es tal que (como sucede con i, j y k) los vectores x,y y x X y forman una terna
orientada positivamente. Una forma de visualizar el sentido del tercer vector es la siguiente: Si el
dedo indice de la mano derecha apunta en el sentido de x y el dedo medio en el sentido de y el pulgar

apuntara en el sentido de x X y.
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4.2. Médulo

Si x y y no son paralelos, definen un paralelogramo. El médulo de x X y es el drea de dicho
paralelogramo, es decir
[x <yl =l [yl sen 0

donde @ es el dngulo formado por x y y, con 0 < 6 < 7.
Nota: Esta férmula serfa valida también para el caso en que los vectores sean paralelos, pues su

producto vectorial es nulo.

Ejemplo: Hallar el 4rea del paralelogramo generado por los vectores v = (1,1,-2) y w =
—it+j+k

4.3. Propiedades

1. x xy =0 siysélosixyy son paralelos (se incluye el caso en que alguno de los dos vectores

sea nulo).
2. XXy =—-y XX
3.xxX(y+z)=(xxy)+(xxaz).
4. (X+y)Xz=XX2zZ+Yy Xz
5. (ax) Xy =a (X X y) =X X ay.

6.ixj=kjxk=iykxi=j.
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