Optimizacién y Simulaciéon
Ingenieria Industrial
21 de junio de 2004 - Examen Resuelto

Departamento de
Matematica Aplicada y
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1. Sea la funcién de una variable:
fl@)=e >+ (x—4)°

(a) (Es f(x) una funcién convexa?. Razona la respuesta. (0.25 puntos)
Como f (z) € C* () siendo © = R un conjunto convexo, solamente tenemos que calcular el signo de f” ()

ffx) = -2 +2(x—4)

f"(x)>0 VzeR

y f” (z) es convexa, de hecho es estrictamente convexa.
(b) Utiliza el método de Swann con pardmetros o =0y A@ a acotar el minimo de f(z) en un

f"(x) = 4e* 42
donde podemos comprobar que @i 5/\

intervalo. (0.75 puntos).

i. En primer lugar determinamos el signo del increme a determinar si la sucesién de Swann hay que
construirla a la derecha o a la izquierda de xg. Parg@docatculamos, tal y como se indica en el método de

Swann, el valor de la funcién f (z) en los puntgs Yoy xo + |A]

( f(—1) = 32.3801
o :@ £(0) = 17.0000
&}@ 21 (1) =9.1353
fF(=1)=>F(0)>f(1)

el minimo estara a la dere 0 v el incremento serd positivo: A = 1.
ii. En segundo lugar se con sucesién de Swann

o \
empezando @ y tomando A =1

Como

Th41 = Tk + 2FA

E| x| f(xx)
0 0 17.0000
1 1 9.1353
21 3 1.0025
3 7 9.0000
se comprueba que
F)>f3)<f(7)

y por tanto el minimo se encontrara en el intervalo
[1,7]

(c) ;Seria el minimo localizado en el intervalo anterior local o global?. Razona la respuesta. (0.25
puntos)
Puesto que la funcién es convexa (estrictamente convexa) el minimo localizado en el apartado anterior serd global,
ademds es tinico porque la convexidad es estricta.

2. Responde a las siguientes preguntas



(a)

(b)

Construye un simplex regular de lado 2, utilizando como vértices inicial xo = (1,1) (0.5 puntos)

Calculamos los pardmetros del conjunto simplex inicial, teniendo en cuenta que estamos en R? y por tanto n = 2,
ademds del enunciado se deduce a = 2.

5 = (—WHW>Q_<¢§+1>2_1.93185

n\/§ 2\/5

(—“1:\/15_1) o= (*?\;;) 2 = 0.51764

Las coordenadas de los 2 vértices que faltan (son 3 vértices para un simplex en dimensién 2) son

b2

x' = (xf,2}) = (2§ 4 61,29 + 82) = (2.93185,1.51764)
x? = (2f,23) = (af + 62,29 + 61) = (1.51764,2.93185)

Explica brevemente las ventajas e inconvenientes del método S2. (0.5 puntos)

i. Ventajas: Sencillez del cdlculo, no necesita derivadas, puede utilizarse incluso para funciones no continuas.

ii. Imionvenientes: No guarda la informacién del proceso, pueden ocurrir cicl% su velocidad de convergencia
es lenta.
3. Dado el siguiente problema
Optimizar 22 +y? + 22+ 2+ y X
Sujeto a 22+ %+ 22 < ¢
z <1

(a)

Responde razonadamente a cada uno de los siguientes ap@

Discute sobre la convexidad del problema. (0.5 p
El conjunto factible es

Q= {xy, E]Rd z<4z<1} Q1 Ny
siendo
0 = {xy, ERS@‘Z <4} {xy, GRS}gl T,Y, 2 <4}
Qy = (z,y, 2 &
El conjunto 7 serd convexo si cin g1 (x,y,2) es convexa, como g1 (x,y,2) es de clase C* (R*) podemos

utilizar su matriz hessiana

Q7 mewn=[14]
Hglaz,y,zz

Ox 0 0 2

a

que es definida pgsitiv 3 y por la caracterizacién de segundo orden de funciones convexas, g; es una funcién

convexas.
El conjunto 25 esu iespacio, por tanto, también es un conjunto convexo.

Como € es la interseccién de dos conjuntos convexos, es también un conjunto convexo de R?
La funcién objetivo
flay,s)=a +y* + 22 o ty+z

es también una funcién convexa, puesto que es de clase C? (R5) y su matriz hessiana es

2 0 0
Hf(wy.2)=| 0 2 0

que es definida positiva.
Sin célculos previos: ;qué puedes decir de sus extremos locales y globales?. (0.5 ptos.)

El problema es convexo, es decir, la funcién objetivo f (x) es una funcién convexa y el conjunto factible Q es un
conjunto convexo. Ahora bien teniendo en cuenta que f (x,y, z) es una funcién continua (es un polinémio) sobre
un compacto (es cerrado -contiene a la frontera- y acotado -estd dentro de una esfera de radio 2-) podemos decir:

. Por el teorema de Weierstrass, la funcién f (x,y, z) tiene maximo y minimo (global) sobre el conjunto {2.

. Como f es convexa sobre {2 convexo y compacto, y por el apartado anterior, tiene méximo = El maximo se
encuentra en la frontera del conjunto.



iii. Como f es convexa sobre 2 convexo = Todo minimo local es global

iv. Como f es convexa sobre  convexoy f € C' = Un punto que cumpla las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker
para ser minimo local, automaticamente lo sera.

v. Como € es un conjunto convexo con interior no vacfo -por ejemplo, el origen (0,0,0) estd en su interior =
Todos los puntos cumplen las hipétesis de cualificacion de las restricciones.

vi. Un extremo global es también un extremo local, pero como cualquier punto factible cumple por el apartado
anterior, las %ip(’)tesis de cualificacién de las restricciones, entonces un minimo global dege cumplir las con-
diciones de Karush-Kuhn-Tucker. De hecho, como el méximo y minimo (globales) existen por el teorema de
Weierstrass, los obtendremos utilizando las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker.

(c) Encuentra, si existen, mediante los multiplicadores correspondientes la solucién del problema. (1.5
ptos.)

Por la tdltima propiedad del apartado anterior, los puntos solucién del problema deben encontrarse resolviendo el
sistema de ecuaciones que nos proporcionan las condiciones de KKT:

2r + 14+ 2pux
20+ 142y
22+ 14212 + g

p (2% +y? + 22— 4)
po (z—1)

Los puntos obtenidos en este sistema deben ademds ser puntos factibles, es decir, deben cumplir las desigualdades

R N %

z < 1
%-, es, también llamadas, ecuaciones de
be-dar cero, alguno de ellos debe ser cero, y
de 4 casos que describimos a continuacién

0
0
0
0
0

La forma usual de resolver estos sistemas es utilizar las 2 tltimas
holgura complementaria. Como es un producto de dos factores q
tendremos 2 opciones para cada ecuaciones, lo que proporciona u

=0 CASOT
~0
H 1 CASOTI
Q 1y =0 CASO TIT
22 4+y?+22-4=0
=1 CASOIV

A continuacién se resuelve cada uno d o&e S que proporcionan los casos anteriores:
i. CASOI: p; =0, uy =0

2r+1 =0
2y+1 =0
2z+1 =0
0 =0
Eg 0 =0
cuya tnica SOlu@K
1 1 1
AN n=(353)
con
p = (0,0)
ii. CASOIIL: iy =0, z=1
2z +1 =0
2y +1 =0
24+14+puy, =0
0 =0
0 =0

cuya tnica solucién es

con

iii. CASO ITL: 22 +y2 + 22 —4=0, uy =0
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cuya solucién se obtiene ficilmente si utilizamos las tres primeras ecuaciones para concluir que z = y =
Para ello restamos primera y segunda

2@—y)+2m(x—y)=0=(r—y)(1+pm)=0
y observamos que si 1 4+ py; = 0 < p; = —1 y sustituyendo en la primera de las ecuaciones obtenemos una
contradiccién, de ahi que x = y.
Para la Segunda igualdad y utilizando un razonamiento andlogo se obtiene y = z. De este modo tenemos
r=y=z
Esta cadena de igualdades se utiliza en la ecuacién de la esfera (la cuarta) para determinar

2
V3

4
2 +y?+22 -4 :0<:>3x2:4<:>x2:§<:>x::|:

De la primera ecuacién despejamos el valor de p;

1 1
My 2az(x+ ) o

Obtenemos de este modo los puntos

iv. CASOIV: 22+ 92422 -4=0,2=1
2

2+ 21y
2+ 1°K3p + pg

+ Y14
z—1
Restando la primera y la segunda %

es (siguiendo el razonamiento del CASO III) obtenemos:

I
coococo

r=y

que se lleva hasta la cuartjf%; 71 para obtener:

2 +y2+1-4 —0@2372:3(:)37::&\/%

De la prlmQ@ obtenemos el valor de
1 1

1T =
2x +v6 MG
y el valor de 5, de la tercera

= —3-2u =-1+

Este caso nos ha proporcionado 2 nuevos puntos

Ps



Teniendo en cuenta las propiedades del apartado anterior, los puntos encontrados y el signo de sus multiplicadores
correspondientes, tendremos el siguiente cuadro:

Punto Multiplicadores Valor de f (z) Factibilidad Extremo
1 1 1 3
frd —_—— —— —— — _ . £t P ?
P ( 5 "3 2) w=(0,0) 1 ST (Méximo o Minimo?
1 1 3
Py, = (—5, bt 1) pw=(0,-3)<0 3 SI (Méximo?
2 2 2 -
aga), e
Pi= (-t = = (—1+A@,0> <0 426 SI  Méximo?
! ( V33 3) 8 ' Ve ’

_ 3 3 _ 1 2 . s 2
Ps = <\/; 5,1) o= (-1—76,—1+76) <0 5+ /6 SI ; Maximo?

B 3 3 2 M A
P6—<_\[§7_\[§71) M—( 1-|-\/_, 1_76)§0 5—6 ST (Méximo?

En la tabla anterior se comprueba que P; es el tnico punto que puede ser minimo, ya que sus multiplicadores
son cero y puede considerarse cualquier signo (no ocurre lo mismo con el restgde puntos que solamente pueden
ser m&éximos), por tanto y como segin las propiedades del apartado anteriot%goblema debe tener minimo y
debe ademéds cumplir las condiciones de KKT, se llega a la conclusién d ebe ser el minimo global del
problema. No hay minimos locales. @

El méaximo global también debe cumplir las condiciones de KKT, por 0 € ser alguno de los restantes (salvo
P35 que podemos comprobar que es infactible ya que su coordenada z 3 > 1). Si comparamos los valores de
la funcién objetivo en cada uno de ellos obtenemos

FP5) > £(Po) > f (ﬂ%@a)

luego Ps es el méaximo global del problema.

5 porque la funcién objetivo NO ES CONCAVA.
Ps podemos emplear las condiciones de KKT de segundo

No podemos garantizar que estos puntos sean mé&x

Si queremos discutir la localidad de los puntos P, R
orden utilizando las matrices hessianas en cada punto®

AREAC KRN AN AT
HL=Hf+pHg+pHg + + = +u
LT g2 = & 0217000 0 0 14
Para P, 4 =0
2 00
L(P)=|0 2 0
0 0 2
que es definida pomtgy&x mo i3 < 0, P> no puede ser maximo local.
Para Py, py =
V3/4 0 0
HL (Py) = 0 V3/4 0
0 0  3/4
que es definida positiva, pero u, ty < 0, luego Py tampoco es méximo local.
Por dltimo para Fs, py = —1+ %
2/V/6 0 0
HL (Ps) = 0 2/V6 0
0 0 2/V6
y ocurre lo mismo que en los casos anteriores.
Podemos comprobar que P; cumple las condiciones de KKT para ser un mdximo local, en este caso 1y = —1—1/ V6

y la matriz hessiana asociada a Ps5 es

—2//6 0 0
HL(P5) = 0 -2/V/6 0
0 0 —2//6

que es definida negativa.



La solucién del problema es por tanto

Minimo Global : P
Msximo Global : Ps

. Utiliza un método de penalizacién adecuado para resolver el problema (1 punto)

Minimizar 22 +y? + 22
Sujetoa x+2y+3z=4

Como es un problema con una unica restriccién de igualdad, podemos emplear el método de penalizacién parabdlica,
para ello se construye el problema sin restricciones

Minimizar 22 + y? + 22 + M (@ 4 2y + 3z — 4)°

siendo M > 0 el pardmetro de penalizacién.
Resolvemos el problema irrestricto para ello buscamos sus puntos criticos (que dependerdn de M)

OF

5 = 204+ 2M (x+2y+32—4) =02+ M(x+2y+32—4)=0

OF

En = 2y+4M (x+2y+32—4)=0<y+2M (& +

OF

5 = 224+6M (z+2y+32—4)=0& 2

El sistema es lineal y facil de resolver. &

oF OF
2— — — = O =y =2
9r 0y @:y x
oF OF

y sustituyendo %
x+M(:c+2y+3z—4)—0:§\x/&¢? (x+2%20+3%x3x—4)=0=>2+ M (lde —4) =0

y despejando la x en términos de M

Si ahora hacemos M — w@

aM
YT 1 r M

mientras que

12
14
. Determina las condiciones mds econémicas de una piscina abierta al aire, de volumen 32 m?® con un

fondo cuadrado, de manera que la superficie de sus paredes y del suelo necesite la cantidad minima de
material. Plantea y resuelve. Utiliza el método que creas mas oportuno. (1 punto)

El problema consistird en minimizar el drea lateral para un volumen fijo. Si las dimensiones de la piscina son (x,y, 2)
siendo x el ancho, y el fondo y z la altura. El area lateral de la piscina sera
Suelo + Paredes = xy + (2xz + 2yz)
y el volumen
V =2yz=32

como la base es cuadrada
xT=1y



y el problema queda
Minimizar z? + 4zz
Sujeto a 2%z = 32

que puede resolverse mediante los multiplicadores de Lagrange o mds facilmente mediante la sustitucién

32
T

en un problema univariante

128
Minimizar — + 2% = g ()
x

con z € (0,00).

Derivando 128 128 223 — 128
g/(x):_xQ +2r =g () =0 & — toar=0e X 20

Osr=4
2 2

que podemos comprobar que es un minimo, utilizando la derivada segunda

256
9" (x) = ?4‘2?9”(4) >0

. Una determinada empresa fabrica 3 productos que necesitan: materi irtha, pasar por la linea de
produccién y pasar por la linea de acabado. El gerente ha plantead 0(95}. ente problema de progra-
macioén lineal con el gn de obtener el miaximo beneficio semanal, ténie ‘l o/¢n cuenta la materia y tiempo
necesarios para la fabricacién de los 3 productos.

Maximizar 60z + 3022 + 20z4
Sujeto a ‘)
8z1 + 622 + 23 < 48 (matéfria prima)

4x1 + 229 + %xg < 20 oras produccion)
2r1 + %xg + = 3@' oras acabado)
€1,T2,
Una vez que se ha puesto el problema en la forma indar, se ha resuelto mediante el método simplex
y se ha obtenido la siguiente tabla 6ptima
o & & af ol al | b
T
oy | RK— 0 1 2 -8 | 24
T3 \% 1 0 2 -4 8
x1 4 0 0 -—1/2 3/2] 2
0 0 10 10 280

@M 5
Responde a las siguiente %ﬂ S:

(a) Determina el ran SdeNariacion para c3 (el beneficio del producto 3), de tal manera que se mantiene

6ptima la base/actua .5 puntos)
Puesto que c3 es efidgiente de beneficio asociado a x3 que es una variable bésica, habra que estudiar la variacién
de los coeficientes oste relativo de TODAS las variables no bdsicas: r, 7% y r#. Como hemos utilizado la

forma estandar para resolver el problema, entonces se cambia el signo de los coeficientes de beneficio del problema
original; es decir, se utiliza como funcién objetivo la siguiente:

—60%‘1 — 30%2 — 20%2
Como ahora tenemos que determinar el rango de valores del coeficiente c3 en el problema original, tendremos
que comprobar qué ocurre con —c3 en la versién estdndar. La base 6ptima actual viene dada por los vectores

{A}, A3, A} asociados a las variables {z}, x5, 21}, por tanto los coeficientes de beneficio asociados a la base
6ptima son (como se ha dicho, vamos a emplear la forma estdndar)

cp = (—c},—c3,—c1) = (0, —c3, —60)

mientras que la expresién de la inversa de la base éptima la encontramos en las columnas de las variables de
holgura (por ser un problema de este tipo).

. 11 8\7! 1 2 -8
B! = (A},A3,A)) =( 0 3/2 4 =0 2 -4
0 1/2 2 0 —1/2 3/2



~—

Si utilizamos ahora la férmula general del cdlculo de los coeficientes de coste relativo
r; =c; —cgBTlA;
3= ¢ B J
obtendremos el valor de los mismos en términos de la base actual. Notar que la expresién B™'A; no es necesario

calcularla, puesto que al ser un problema con variables de holgura este vector se puede obtener en la tabla éptima
final, en Su variable correspondiente.

2
rs = —30—(0,—c3,—60) [ —2 | =45—2¢cs
( >(5/4)

2
h
b= 0—(0,—c3,—60 2 =2¢3 — 30
° (0.~ )<—1/2> ’

-8
o= 0—(0,—C3,—60)< /2>_90 4e3

para que no haya cambios en la base, estos coeficientes deben ser todos > 0, y se obtienen el siguiente sistema de

Inecuaciones
45 —2¢c3 > 0 c3<45/2 %

2c—30 > 0&c3>15
90 —4des > 0<c3

cuya solucién es
15 < c3

para el problema de maximizacién original.
Si se dispusiera solamente de 6 horas en la de acabado, ;Cudl seria el ingreso esperado de la
empresa?. (0.5 puntos)

48 48
Se trata de un cambio en el vector de rec@ue pasa de b = ( 280 )a b'= ( 260 ) y por tanto habra un

cambio en los valores de la solucién 6p ual. Cambiard el valor de xp

@% (F 5 3)H)-(5)

y la nueva solucién b4 %de ser factible. Por tanto habrd cambios en la base actual. Para recuperar la
factlblhdad de la ba@ plicar el método simplex dual. La tabla después del cambio queda como:

T, Ty x5 2} xl 22 | b
xZ 0o -2 0 1 2 -8 | 40
z3 | 0 -2 1 0 2 —4 | 16
z1| 1 5/4 0 0 —1/2| 3/2| —1 <« Salida
0 ) 0 0 10 10 T 260
Entﬂada

Utilizando los criterios de salida y entrada del método simplex dual obtenemos el pivote correspondiente y haciendo
el cambio correspondiente (pivotando sobre este elemento) obtenemos

1 T2 x3 b b b | b
oh | 4 3 0 1 0 -2/ 36
x3 | 4 3 1 0 0 2|12
2| -2 -5/2 0 0 1 3| 2

20 30 0 0 0 40240

que es la tabla éptima. La solucién es
x =(0,0,12) z* =240

para el problema de maximizacién original.



(¢) ¢{Cuadl es el beneficio minimo que debe tener el producto z; para que sea rentable su produccién?.
(0.3 puntos)

La variable x5 es no bésica y por tanto su valor éptimo es 0, es decir, no hay produccién. Para que el valor de
esta variable sea distinto de 0 (haya produccién), este elemento deberfa formar parte de la base con valor no nulo.
Para que x5 entre en la base su coeficiente de coste relativo tendria que ser negativo:

-2
ro = Co — CBB_1A2 = —Cy — (0, —20, —60) < 5_/%1 ) =—c+35<0sc >35

(d) Obtener mediante holgura complementaria la solucién del problema dual (0.5 puntos).

La solucién 6ptima actual es
x" =(2,0,8)

Aplicamos holgura complementaria, teniendo en cuenta que la matriz de coeficientes tecnolégicos del dual es la
transpuesta de la matriz tecnolégica del primal:

z} > 0= Igualdad en el Dual = 8A] +4A] + 2); =60
x5 = 0= No hay informacién en el dual

3 1
x5 = 0= Igualdad en el Dual = A} + 5)\3 + 5%20

Sustituyendo ahora la solucién 6ptima del primal en sus restricciones @
8ri +6x5+25=8-2+6-0+8=24<48= olgtira = A\ =0

4x’{+2x§+%x§—4~2+2~0+%~8—20@ in holgura
2371‘—1—%37;—%%373:2-2—%%-04—%-8&5 =-Sin holgura

Nos queda el sistema de ecuaciones

+
N =
e%’
Il
[N}
o

x;:o

cuya solucién es
)\*—0 A5 =10, A5 =10
que es la solucién del proble a@ Podemos comprobarlo, calculando el valor de la funcién objetivo del dual

en este vector
8)\*4—20)\24-8)\5 =48-0+20-10+8-10 =280

vemos que coincid lor 6ptimo del primal.
O también podr S robarlo mediante los multiplicadores simplex

1 2 -8 0
W' =cEB ! = (02060)(0 2 —4):<10>
0 —1/2 3/2 10

notar que en este caso se ha utilizado los coeficientes de beneficio del problema original y no los de la forma
estdndar (cambio de signo) puesto que queremos calcular la solucién del dual de este problema.

7. Una determinada empresa produce dos tipos de materiales (P1 y P2) a partir de la mezcla de tres
materias primas diferentes (M1, M2 y M3) que contienen 3 componentes estructurales (C1, C2 y C3).

Las especificaciones técnicas dicen que cada uno de los tres materiales producidos deben contener el
porcentaje de componente estructural dado en la siguiente tabla

C1 C2 C3
P1| >4% <15% >10%
P2 | >30% <30% > 15%

El porcentaje de estas componentes en cada una de las materias primas viene dado en la siguiente tabla

| C1 Cc2 C3

M1 [ 60% 15% 10%
M2 | 45% 30% 10%
M3 | 30% 10% 30%




Los costes asociados a cada Kg. de materia prima son 350, 400 y 450 euros respectivamente. Se sabe
que la disponibilidad presupuestarla para la adquisicién de ‘materias primas es de 60 mil euros y que la

disponibilidad de las materias primas 2 y 3 es de 3000 y 7000kg. respectivamente (la materia prima 1
es ilimitada). Por otro lado la demanda del mercado obliga a producir al menos 2000 y 2500 kg. de los
productos P1 y P2, respectivamente. Determina un problema lineal que permita encontrar la maxima
cantidad de producto elaborada. (1.25 puntos)

Este problema puede resolverse desde dos puntos de vista: como un problema de la dieta o como un problema de
transporte.

Si tratamos el problema como un problema de la dieta, en este caso, tendremos 2 dietas P1 y P2, cuyos nutrientes
bésicos son los componentes C1, C2 y C3 que se obtienen de los “alimentos” (materias primas M1, M2y M3). En
este caso podemos considerar como variables a

x;5 : Cantidad de materia prima M; empleada en P;

donde se ha utilizado un subindice para cada “dieta”.
Con estas variables es sencillo construir las restricciones:

(a) Productos Py y P,

T11+To1+w31 = P
Tig+ T+ T2 = P
(b) Necesidades de componentes estructurales: El componente Cj; que tiene ca to P; depende de la cantidad

de materia prima utilizada, y esa cantidad estd restringida por las negesi S adab en la primera de las tablas

Producto P;

0.60z17 + 0.45291 + 0.30z57 > 0.45(z11 + 221 + a:31) e mas del 45% de componente C
0.15x11 + 0.30x2; +0.10z3; < 0.15(x11 + 221 + % @’ y tiene menos del 15% de componente Cy
0.10z1; + 0.10z9; + 0.30z3; > 0.10 (z11 T3] 1 tiene mas del 10% de componente Cs
Prod
0.60x12 4+ 0.45292 + 0.30232 > 0.30 22 + Z32) = P, tiene mds del 30% de componente C
0.15212 + 0.30222 + 0.10x32 0 2+ T2z + x32) = Pj tiene menos del 30% de componente Co
0.10z12 4+ 0.10222 + 0. 30103 (212 + T2 + x32) = Pj tiene méas del 15% de componente Cj
(¢) Capital: El capital disponibl G adqulslclon de materia prima estd limitado por la siguiente restriccién:

X 11 + 3712 + 400 (3721 + 3722) + 450 (3731 + 1‘32) < 60000
que representa | % € materia prima de cada tipo empleada en cada producto.
(d) Disponibilidad: estricciones correspondientes a la cantidad de materia prima disponible son:

To1 + o2 < 3000 = Materia prima M,

r31 +x32 < 7000 = Materia prima Mj

la cantidad de materia prima M; es ilimitada.
(e) Demanda: Las restricciones relacionadas con la demanda solicitada son:

T11 + X201 + 31 > 2000 = Cantidad de producto Py
T1o + Too +x32 > 2500 = Cantidad de producto P»

(f) No negatividad: Las variables son todas no negativas

Lij Z 0
(g) Funcion Objetivo: El objetivo es maximizar la cantidad de producto Py y Po

Maximizar Py + P = (11 + 21 + 231) + (212 + @22 + 232)



