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1. (2.0 puntos) En una fabrica en la que se trabaja las 24 horas del dia, hay 6 turnos de trabajo que
comienzan cada 4 horas, iniciandose el primero a las 6/ de la mafiana con una duracién de 8 horas
cada uno. Por los productos que se elaboran y el tipo de maquinaria que se utiliza, se necesita para
cada turno un namero diferente de trabajadores, que viene recogido en la siguiente tabla

Periodo Turnos NuUmero de trabajadores necesarios

1 06-10 90
2 10-14 210
3 14-18 220
4 18-22 160
5 22-02 110
6 02-06 50

Para las 24 horas del dia. El gerente desea planificar la distribucion de trabajadores de manera que
su numero sea minimo. Plantea el problema lineal correspondiente.

Solucion: Llamamos zj al nimero de obreros que entra en el periodo 5. Entonces si suponemos que
la produccion es continua las restricciones son

I1 +2g Z 90
ry Fxo > 210
+z, —+x3 > 220
+13 +x4 > 160
+z4 +xs > 110

+x5 +uxg 250

junto con las restricciones de no negatividad z; > 0.

La funcion objetivo sera
xr1t o+ a3+ 24+ 25+ 26

Si suponemos que la produccion es solamente para un dia

I Z 90
xr1 +xo > 210
+x, +ux3 > 220
+x3 +a4 Z 160
+x4 g Z 110

+x5 +xz > 50



2. (2.0 puntos) Buscar, si existen, cuales son los extremos locales y globales, de la funcion f (z,y) =
sinxsiny.

¢Es la funciéon unimodal?
Solucion: Buscamos los extremos locales

Vf(z,y) =0 < (coszsiny,sinxzcosy) = (0,0)

coszsiny = 0
sinzcosy = 0
De la primera ecuacién puede ocurrir
2ki + 17
cos;v=0:>x=% kie”Z

0 también
siny=0=y = komr ko, e Z

Substituyendo el valor de = en la segunda ecuacion

Mok
n

2ks+1
COSy:0:>(—1)k1COSy:0(:>y:u ks € Z

S
2

y utilizando ahora el valor de y
sinzcosk,mr =0= (—1)2sine =0 =kt ks€Z
Los puntos estacionarios son pues de la forma

Hom+1)r @n+1)n )
2 2

P, (m,n) =

P, (m,n) = (mm,nm)

Podemos comprobar ahora las condiciones de segundo orden en cada uno de esos puntos

—sinzsiny CoSxCoSy

Hf (z.y) = cosxcosy  —sinzsiny
particularizando en cada punto
_ (DD 0 _ D™ o :
Hf [P]_ (m, n)] -_ 0 _ (_l)m (_1)n - 0 (_1)m+n+1
_ 0 ~ ()" (D" T _ 0 (-p™
Hf [P2 (m, n)] - B (—l)m (_l)n 0 - (_1)m+n+l 0

Para los puntos P, si m +n + 1 es par entonces
0 5
1

HE [P ()] =



y el punto es minimo relativo estricto.
Si m +n + 1 es impar, entonces

-1 0 °
y el punto es maximo relativo estricto.

Para los puntos de la forma P,, la forma cuadratica es
p(d) =2(-1)™" " dyd,

gue puede tomar cualquier signo independientemente del valor de m y n, por tanto los puntos de
este tipo son puntos de silla. En los extremos la funcion vale

Y%
B 1 sim+n+1esimpar
f(PL(m,n)) = —1 sim+n+1espar

Para los maximos globales, notar que la funcién es un producto de dos funciones acotadas superior
e inferiormente por 1 y —1 respectivamente por tanto

—1< f(x,y)=sinzsiny <1

y los maximo locales son entonces globales. No es unimodal puesto que hay méas de un extremo,
realmente hay infinitos.

3. (2.0 puntos) Dado el siguiente problema lineal

Minimizar — 3xz; + 4x, + 53
Sujeto a
.731"'2.732"‘3.733 25
2.T1+2.T2+.733 Z 6
T1,T2,T3 Z 0

(a) Resuelve el problema anterior utilizando el método Simplex Dual

(b) Deduce utilizando las condiciones de Khun-Tucker (jjSi no te has dado cuenta, es un problema
con restricciones!!) que la solucion optima del problema anterior, si existe, tiene que ser basica
(resultado que ya conocemos por el Teorema Fundamental de la programacion lineal, pero eso
es otra historia)

Solucién:

(1 2 3 -1 0
202 2 1 0 —1/6

(63}

Cambiamos el signo a las dos ecuaciones

1 T T3 xy w2 | b
2§ -1 -2 [-3] 1 0 |-5
@] -2 -2 -1 0 1 |-6

3 4 5 0 0




Aplicamos el simplex dual, utilizando el criterio adecuado el pivote sera el elemento recuadrado, para

obtener la tabla

T Ty X3 TG e | b
z5 (113 2/3 1 -1/3 0 |5/3
| -2 -2 -1 0 1 | -6
3 4 5 0 0
T T xr3 x4 22 | b
z3 |13 2/3 1 -1/3 0 |5/3
x| -5/3 —-4/3 0 -1/3 1 | -13/3
3 4 5 0 0
Ty T2 T3 7§ ze | b
x3|1/3  2/3 1 -1/3 0 |5/3
x§ | -5/3 |-4/3] 0 -1/3 1 |-13/3
4/3  2/3 0 5/3 0 |-25/3
Seguimos aplicando el Simplex Dual
r1 X2 T3 Xy xE b
x3|1/3 2/3 1 -1/3 0 5/3
g | 5/4 1 0 1/4 -3/4(13/4
4/3 2/3 0 5/3 0 —25/3
x1 Ty T3 Xy xE b
x3 ||—-1/2] 0 1 =1/2 1/2 | -1/2
x2 | 5/4 1 0 1/4 -3/4|13/4
1/2 0 0 3/2 1/2 |-21)2
Y un paso mas
Ty xpy x3 Xy XE b
x3 |1 0o -2 1 -1 1
x| 5/4 1 0 1/4 -3/4|13/4
1/2 0 0 3/2 1/2 |-21)2
x1 T, x3 xy we |b
2|1 0 -2 1 -1]1
2|0 1 5/2 -1 1/2|2
0 0 1 1 1 —11
Tabla ¢ptima con solucion
z*=(1,2,0,0,0)
Si elegimos la otra fila de salida:
1 xp w3 xy we | b
gl -1 -2 -3 1 0 |-5
x€ [|-2| -2 -1 0 1 | -6
3 4 5 0 O




Aplicamos el simplex dual, utilizando el criterio adecuado el pivote sera el elemento recuadrado, para
obtener la tabla

r1 X T3 Ty XE b
| -1 -2 -3 1 0 -5
z(1 1 12 0 -1/2|3

3 4 5 0 0

1 Ty I3 gy xE b
5|0 -1 -5/2 1 -—-1/2| -2
z|1 1 1/2 0 -1/2]|3

3 4 5 0 0

1 To T3 gy xE b
2§10 |-1] -5/2 1 -1/2| -2
|1 1 1/2 0 -1/2|3

0 1 72 0 3/2 |-9

Seguimos aplicando el Simplex Dual

r1 Ty X3 Xy @ b
zg |0 1 5/2 -1 1/2 |2
z |1 1 1/2 0 -1/2(3

o 1 7/2 0 3/2 |-9

x1 T2 x3 wxy we |b
|0 1 5/2 -1 1/2|2

zx|1 0 =21 -1]1

o 1 7/2 0 3/2|-9

X1 X2 x3 x5 T2 | b
{0 1 5/2 -1 1/2|2
x|l 0 -2 1 -1]1

0O 0 1 1 1 -11

Las condiciones de Khun-Tucker para este problema son

L =3z +4x, +5x3+ 1y (5 — 21 — 200 — 323) + 11y (6 — 221 — 25 — x3) — g1 — HgT2 — Psx3

0L
8—931:3—#1—2%—#3:0
oL
6—172:4—2111_2#2_#4:0
oL

8_91:3:5_3#1_”2_'“5:0
(5 — 21 — 225 —323) =0
ty (6 — 227 — 229 —x3) =0
par1 =0
pgr2 =0



psrs =0

Supongamaos ahora que la solucion es no basica, es decir, ninguna de las variables x;, z, 0 x3 €s cero
(recordemos que una solucion basica de este problema con n = 3 incognitas y m = 2 ecuaciones debe
tener al menos n —m = 3 — 2 = 1 cero). Ahora bien como zj; # 0 7 = 1,2, 3, debe ocurrir teniendo
en cuenta las ultimas 3 ecuaciones

p3 = iy = pis =0
Substituyendo en las tres primeras estos valores obtenemos

83—y —2p, =0

4—2u =21, =0
5—3uy —pp =0

gue es un sistema de 3 ecuaciones con dos incdgnitas, resolviendo para las dos primeras obtenemos

py =1 ppy =1

gue no es solucion de la tercera ecuacion, y por tanto el sistema no tiene solucién. Es decir, si el
sistema tiene solucion, debe ser bésica.

. (1.75 puntos) Dado el siguiente problema de programacion lineal

Maximizar 4zq + 219 + 23
Sujeto a
xr1 a0 + 23 S 12
dpq + zo + 223 < 18
xj >0;7=1,2,3

Se sabe que en su solucion optima tiene z; = 2 . Mientras que la solucion de su programa lineal dual

: 4 . . -
tiene \] = —. ¢Calcula sin resolver el problema los restantes valores de las variables en la solucion

- 3
optima?
Solucioén:

Planteamos el problema dual
Minimizar 12)\; + 18\,
Sujeto a
A t+4) >4
At >2
A +20>1
Aj>0j=12

Como z3 > 0, la restriccion asociada en el dual es de igualdad

A1 +4N; =4

. 4
utilizando ahora el valor de \; = 3

2



Utilizando estos dos valores y el resto de ecuaciones del dual

4 2 6
TFN =+ ==-=2=2
A+ A 3 3 3
4 2 8
T2 ==-+2-==>1
Al A5 3 3 3>

De la primera no obtenemos informacion, pero de la segunda obtenemos que la variable asociada en
el primer tiene que ser 3 = 0.

Ademés como A3, A; son mayores que cero, las restricciones asociadas en el primal son de igualdad
x]+ay+ ;=12
4x] + x5 + 225 = 18
y utilizando los valores conocidos de z7 y x5
2+, +0=12

8+, +0=18

que dan como resultado x5 = 10. Las soluciones son

x* = (2,10, 0)
. ”f g'”
3’3

. (1.5 puntos) Resuelve utilizando el método de NEWTON el siguiente problema
Minimizar-(2z — y) + (y — 4)°

(a) Utiliza como punto de partida =g = (1,1) y da un paso del algoritmo.

(b) ¢Qué ocurre?. Si ahora partimos del punto zo = (2,2). ¢Necesitaremos mas 0 menos iteraciones
para llegar al mismo resultado?

(c) ¢Qué método de penalizacion se puede emplear en este problema?.
Razona todas las respuestas. (Cualquier otro método puntuara el 50%)

. (0.75 puntos) Indica que funciones de MATLAB son las méas convenientes de usar en cada uno
de los problemas anteriores (1,2,3,4,5)

Solucion

(a) El algoritmo de Newton es
Xir1 = X — Hf (@) "V f (2x)
en este caso
Vi@)=0@4Qr—-y),2(y—4) —2Q2x —y)) = 8z — 4y, 4y — 4z — 8)

Hi@ =,



en el punto (1,1)
V(1) =(4,-8)

_ 8 —4°
y el nuevo punto sera
X_Hl'ﬂ_- g _4,7111 4 'IT_Hl'IT_-l/4 1/4,H 4 ‘ﬂ_ul'ﬂ_u_l'ﬂ_u
27 1 —4 4 -8 1 1/4 1/2 -8 1 -3

Este punto es precisamente el minimo de la funcion f (z,y), puesto que se trata de una funcion
suma de dos cuadrados que se anula cuando ambos son cero.

(b) Llegaremos al mismo punto, puesto que la funcidn es cuadratica y el método Newton es exacto
para estas funciones, es decir, que llegamos a la solucion en un so6lo paso del algoritmo.

(c) El problema es sin restricciones, luego no se puede aplicar ninguno de los métodos de penal-
izacion vistos en clase.

7. Las funciones de MATLAB Utiles para resolver los problemas son:

(a) Problema 1: funcion Ip

(b) Problema 2: funciones fmins y fminu, aunque por-la naturaleza del problema tampoco son
muy utiles.

(c) Problema 3: funcién Ip
(d) Problema 4: funcion Ip
(e) Problema 5: funciones fmins y fminu

Aunqgue en los problemas 1,3 y 4 podria utilizarse también la funcion constr.



