Capitulo 4

Optimizaciéon dinamica: métodos
variacionales

4.1 Introduccién y ejemplos

Los problemas tratados en los temas anteriores consistian en la optimizacién (maximizaciéon o minimizacién)
de funciones reales de variables reales, que podian estar o no sujetas a restricciones representadas también por
funciones reales de variables reales. El objetivo era buscar el punto o puntos que cumpliendo las restricciones
impuestas al problema, nos proporcionaran el mejor valor (mayor o menor, dependiendo del objetivo del pro-
blema) de la funcién a optimizar. Para la mayorfa de todos estos problemas la solucién era puntual. Por ello,
este tipo de optimizacién se suele clasificar como estédtica.

En este tema se enfocard la optimizacién que hemos denominado optimizacién dindmica. El objetivo de
estos problemas también consiste en maximizar o minimizar cierto indice teniendo en cuenta un conjunto
de restricciones que describe el sistema, pero a diferencia de la optimizacién estdtica, las soluciones de este
problema estédn ahora formadas por trayectorias de puntos y no solamente por puntos particulares. Los objetivos
utilizados como indices de rendimiento del sistema son en este caso funciones que dependen de otras funciones
(funcionales) y las restricciones que describen los sistemas son en general ecuaciones diferenciales (problemas
en tiempo continuo) y ecuaciones en diferencias (problemas en tiempo discreto).

Se Plantean por tanto, otro tipo de problemas, en el que la solucién buscada es una curva o trayectoria,
obtenida de entre todas las posibles en un sistema, que optimiza un determinado indice de coste.

A continuacién se describen algunos ejemplos.

4.1.1 Problemas Geodésicos

Uno de los problemas que aparece de forma natural es el de encontrar el camino més corto entre dos puntos.
Aunque en R? este camino es la linea recta, en general no es posible tomar esta ruta debido por ejemplo a objetos
naturales, entonces es necesario considerar el problema més complicado de encontrar la curva geodésica (es decir
la que tiene menor longitud) entre todas aquellas restringidas a una “hipersuperficie” dada. En particular, por
ejemplo podemos intentar caracterizar en R? las geodésicas sobre la superficie de una esfera, de un cilindro o
de un cono.

Geodésicas en el R™

Una curva que une dos puntos A y B en R" puede considerarse como el rango de una funcién vectorial
Y () =(y1(t),...,yn(t)), t €[0,1] con componentes continuas en [0, 1], de forma que Y (0) = A eY (1) =B
(figura 4.1). En particular, el segmento lineal que une ambos puntos, Yo (t) = (1 —¢) A +¢B, ¢t € [0, 1] es una
de esas curvas. (ver figurad.1)

Con esta generalidad, la curva puede no ser rectificable, es decir, la curva puede no tener longitud finita.
Si exigimos que la funcién Y (¢) tenga derivada continua en (0,1), entonces podremos contemplar la funcién
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130 Capitulo 4. Optimizacién dindmica: métodos variacionales

Figura 4.1: Curvas en R>.

Y'(t) = (yy(t),...,y, (t)) como la velocidad en ¢t con médulo ||Y' (¢)]| y por tanto la longitud de la curva
deberfa ser la distancia recorrida durante el movimiento

L(Y) = / 1Y (0)] e

Para garantizar la finitud de L (Y), hay que exigir que cada componente de Y’ (¢) sea integrable (esta propiedad
se obtiene facilmente si cada componente es continuamente diferenciable en [0,1]). De esta manera el problema
consistird en minimizar la longitud Y (t), L(Y), sobre todas las funciones vectoriales Y (¢) que cumplen las
condiciones anteriores.

Puesto que Yy (t) es una de estas curvas, con derivada Y|, (t) = B — A, sabemos que si existe la curva de
longitud minima L,;,, entonces

1
Lunin < / 1Y) ()| di = B~ A (4.1)
0

la distancia euclidea entre A y B.
Para comprobar la conjetura natural de que Ly, = ||B — Al|, solamente hay que comprobar la siguiente
desigualdad para cualquier Y (¢) admisible

IB— Al < L(Y) :/HY' (0)]] dt (4.2)
0

que es trivial cuando A = B; cuando A # B y utilizando el teorema fundamental del Cédlculo

B—A:Y(l)—Y(O):/Y’(t)dt (4.3)
de esta forma
||B—A|\2:(B—A)-(B—A):(B—A)-/Y’(t)dt:/[(B—A)-Y’(t)]dt (4.4)

utilizando la desigualdad de Cauchy
(B-A)- Y )] <[B-A[-[[Y () (4.5)
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4.1. Introduccion y ejemplos 131

se obtiene

1

/B A)-Y (1) dt</|\B All- Y (1)) dt (4.6)

0

0 equivalentemente

B — A" S/HB—AII-IIY’ (@)l dt (4.7)

y para A # B se produce la desigualdad buscada dividiendo por |B — A]|.

Geodésicas en la esfera

Para un avién es fundamental, para conseguir un ahorro de combustible, conocer cuédl es la ruta més corta
entre dos ciudades. La tierra es, en primera aproximacién una esfera, por tanto el camino mé&s corto entre
dos puntos de su superficie no serd la linea recta. Ahora, es necesario encontrar las curvas geodésicas sobre la
superficie de una esfera.

Cada punto Y = (y1,%2,93) € R? de la superficie de una esfera de radio R centrada en el origen (excepto
los polos Norte y Sur) estdn determinados mediante coordenadas esféricas R, ¢ y 6 mediante:

= (Rcosfseny, Rsenfsen ¢, Rcos p) (4.8)

para un tnico ¢ € (0,7) y 0 € [0,27) (figura 4.2).

Figura 4.2: Coordenadas esféricas.

Dados dos puntos A y B sobre la esfera, supondremos que se eligen los ejes de forma que A esté en el polo
Norte (¢ = 0), mientras que B # A tiene las coordenadas esféricas (R, 0,¢;) con ¢; > 0 (figura 4.3).
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132 Capitulo 4. Optimizacién dindmica: métodos variacionales

|

Figura 4.3: Geodésicas en la esfera.

Entonces cualquier curva que une A con B sobre la superficie de esta esfera estd determinada por 4.8
mediante el par de funciones (0 (t), ¢ (), t € [0,1], con ¢ (0) =0; 8 (1) =0, ¢ (1) = ¢;. (Nota la consideracién
6 (1) = 0 se hace por conveniencia). Como en el caso anterior queremos que las funciones utilizadas sean
continuamente diferenciables en [0,1]. La curva estard definida en coordenadas esféricas por

Y (t) = R(cos [0 (¢)] sen [ (t)] ,sen [0 ()] sen [ (¢)] , cos [ (2)])
cuya derivada temporal es
Y’ (t) = R(—0"senfsen ¢ + ¢’ cos 0 cos p, 0’ cosfsen ¢ + ¢’ senf cos p, —¢' sen )

(se ha prescindido de la variable temporal ¢ por comodidad) y cuya longitud viene dada por

1 1
L(Y) = / 1Y (1)]] di = R/ VO (0 sbup (1) + o (02dt
0 0
Si eliminamos el término 6’ (£)* sen? ¢ (¢) > 0 dentro de la rafz se obtiene

R [Vo @ sto 0 + o 00> R [\ 0P = Ro (o)}

0 0

De manera que L(Y) > Ry, por las propiedades de ¢. La igualdad solamente se cumple si el término
sen? ¢ (£) 0’ (£)* = 0. Resolviendo

sen? (¢ (t)) =0,V € [0,1]
senp ()0 () =0
' (t) =0,Vt € [0,1]

En el primer caso ¢ (t) = 0, con t € [0,1], luego A =B, y en este caso no hay desplazamiento. Si, por el
contrario, A # B, entonces ¢’ (t) = 0, para t € [0,1], de donde 6 (t) = cte, en todo el intervalo [0,1]. Y por
tanto 6 (t) = 6 (1) = 0, que corresponde con el menor circulo maximo que conecta A y B.

4.1.2 Problemas temporales

Si viajamos con velocidad constante entonces la ruta geodésica determinada en cada uno de los problemas
de la seccién anterior también proporciona el camino més rdpido uniendo los puntos A y B. Sin embargo, si
no podemos viajar con velocidad constante y en particular si la velocidad depende del camino elegido, entonces
los problemas de minima distancia y minimo tiempo deben considerarse separadamente. A continuaciéon vemos
alguno de estos problemas.
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Figura 4.4: Braquistécrona.

Braquist6crona

Al caer bajo la accién de la gravedad un objeto acelera rdpidamente. La curva que proporciona el menor
tiempo de transito entre dos puntos distintos A y B, no es ni la linea recta, como puede pensarse, ni tampoco
un arco circular, sino la llamada braquistécrona o cicloide. Si utilizamos el esquema indicado en la figura 4.4,
en el que el punto inicial A estd en el origen y las ordenadas y positivas se toman hacia abajo. Entonces una
curva que una el punto A con el punto B = (z1,y;) situado mds abajo (z1, y1 > 0), puede representarse como
el grafo de una funcién continua y = y (z) definida en = € [0,21] con y (0) =0 e y (z1) = y1 (figura 4.4).

Asumiendo que y () es suficientemente derivable, esta curva tendra una longitud finita [ y el tiempo necesario
para recorrerla estd dado (por consideraciones puramente cineméticas) por

1
-7~ |
0
donde v = ds/dt es la velocidad del objeto.
Del célculo infinitesimal, obtenemos que para cada = € [0, x1]

<[ &

x

s=s(x) = /\/l—l—y’ (6)2de
0
es la longitud de arco correspondiente a la posicién horizontal z, siendo v = v (x) la velocidad asociada. De

esta forma
ds (z) = \/1 4y (2)*dx
T=T(y) = 7—‘ ! :(i’)(ﬂif dx

0

y el tiempo de trénsito es

Podemos expresar v (z) en términos de y (z) utilizando las leyes de Newton de la dindmica, para ello asumi-
mos que la aceleracién gravitacional g es constante durante la caida y despreciamos los efectos de otras fuerzas
(incluyendo las de friccién). La velocidada de la bola a lo largo de la trayectoria y (x) en tiempo t viene dada

por
v(z) = /29y (2)

T o\ 1/2
B 1 1+ (2)
T—T(y)—m[< @) ) dx

De esta forma
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134 Capitulo 4. Optimizacién dindmica: métodos variacionales

Figura 4.5: Problema de control y direccién.

y el problema consistird en minimizar T (y) sobre el conjunto de todas las funciones y = y () para las que estd
definida la integral anterior.

Problemas de control y direccién

Estrechamente relacionado con el problema de la braquistocrona, estd el problema de encontrar la mejor
ruta de navegacién al atravesar una corriente de velocidad variable. Podemos preguntarnos cudl serd la ruta
que proporcionard el menor tiempo de trénsito al intentar cruzar un rio de velocidad cambiante desde un punto
A hasta otro B en la orilla opuesta con un barco que navega a velocidad constante w respecto al agua. Si
suponemos que las orillas del rio son paralelas y utilizamos un determinado sistema de coordenadas, en el que
el eje y representa una orilla y la recta * = x; la otra, asumimos también que w = 1 y que la corriente del rio
r (x) estd dirigida hacia abajo (figura 4.5).

Como estamos considerando la velocidad w = 1, las componentes z e y de la velocidad del barco se obtienen,
de la siguiente manera. Si o es el dngulo que forma la direccién de movimiento del barco respecto a la corriente,
entonces

Uy = WCOSO = COS T

vy =wseno +r(x) =r-+senc +r

puesto que a la velocidad de avance del barco hay que anadirle la velocidad de la corriente.
El tiempo de transito entre las orillas serd

1 d 1 1 ZT1
T:/ _x:/ dor:/ secodo
0 Vg o Coso 0

El valor de la tangente en cada punto de la curva y (z), es decir su derivada en cada punto ¥’ (z) se obtiene

como
, vy T+seno 1—cos?o
y(z) === = + 229 _ rseco+ g 7 —rseco + Ry
Vg COSO  COSO  COSO cos cos
1 2
=rseco + 5— —l=rseco+ vsecto —1
cos? o

y se obtiene una relacién entre 3’ (x ) y seco. Despejando seco de la ecuacién anterior en funcién de 3/ (),

>0
Sec o

. s
donde se tiene en cuenta que o € [ } = coso =

272
seco = {a () \/1+ (ay)? (z) — (a®ry) (m)}
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i)
Yio=Y(1)

3D

Figura 4.6: Area encerrada por una curva.

Entonces el tiempo de transito de un barco que cruce el rio desde el origen A hasta el punto B = (z1,y1)
situado rio abajo a lo largo de un camino suave que representa la gréfica de una funcién y = y (z) en [0, 1] estd
dado por

1

()~ [ [a @)1+ () (@) — (ary) (:c)] s

0

donde a(z) = (1—1r? (x))_l/ ®. (Para poder cruzar la corriente debe ocurrir 0 < r(z) < 1). Necesitamos
entonces, minimizar esta integral sobre todas las funciones y que son continuamente diferenciables en [0, 2] y
cumplen y (0) =0 e y (z1) = y1.

Este problema se puede generalizar al caso en el que las orillas del rio estdn representadas mediante curvas
y en el que los puntos de cruce varian. También es posible considerar que la corriente varia respecto a y igual
que lo hace respecto a . En 1931, Zermelo investigé la versién bidimensional de este problema que podria ser
igualmente significante para pilotar un submarino o un aeroplano.

4.1.3 Problemas Isoperimétricos

Uno de los problemas m&s antiguos de optimizacién de los que se tiene constancia es encontrar el drea
méxima que puede encerrarse por una curva de perimetro fijo. La solucién de este problema es bien conocida
y se trata del circulo. Este tipo de problemas se denomina isoperimétrico.

La formulacién matemstica de este problema serfa la siguiente. Suponemos que una curva cerrada simple y
suave de longitud L estd representada paramétricamente por Y (¢) = (z (t),y (¢)) para ¢t € [0,1], con Y (0) =
Y (1) para que esta sea cerrada.

De acuerdo con el teorema de Green el drea del domino D encerrado por esta curva es

A(Y)://da:dy: /a:dy

oD

donde 9D representa la frontera de D orientada positivamente por la parametrizaciéon de Y (figura 4.6).
Utilizando esta parametrizacién obtenemos

A(Y) :/:c(t)y’ () dt

Y tendremos que maximizar A (Y) sobre todas las funciones Y (f) que tienen componentes continuamente
diferenciables en [0,1] y cumplen la condicién de clausura Y (0) = Y (1); ademds se cumple la condicion
isoperimétrica

L(Y) =/||Y’ ()lldt =
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136 Capitulo 4. Optimizacién dindmica: métodos variacionales

Figura 4.7: Cuerda colgante (Catenaria).

para una longitud L fija.

Una versién moderna de este problema combina los problemas isoperimétricos y de direcciéon. Consiste
en describir el camino cerrado que debe describir un aeroplano con velocidad constante teniendo en cuenta
la velocidad del viento, para encerrar el drea mdaxima. Cuando la velocidad del viento es cero, entonces este
problema es equivalente a un problema isoperimétrico clésico.

Zenodoros también consideré el problema andlogo en dimensién superior que consiste en maximizar el volu-
men de un solido que tiene una superficie fija.

Otro problema isoperimétrico diferente consiste en encontrar la forma que tendrsd un cable o cadena delgada
inextensible, con un peso por unidad de longitud de W y una longitud dada L, bajo la accién de su propio peso
cuando estd sujeto por sus extremos a una distancia horizontal H (figura 4.7)

Si s es la longitud de arco a lo largo del cable (que tomamos como variable independiente). Este problema
requiere la minimizacién de la energia potencial de la cuerda dada salvo constantes por la integral centro de
masas

sobre todas las funciones y > 0 continuamente diferenciables en [0, L], con y (0) = y (L) = 0 y que cumplen la
condicién “isoperimétrica”

siendo z (s) el desplazamiento en la direccién horizontal.
Teniendo en cuenta geometria elemental tenemos

2

' ()" +y ()" =1

de donde la funcién G (z) se puede escribir en términos de y (s) como:

L
G :/w/l oy (s)ds = H (4.9)

En general, el término <soperimétrico se asigna a caulquier problema de optimizacién en el que la clase
funciones implicadas estdn sujetas a restricciones integrales de la forma anterior.
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Figura 4.8: Superficie de revolucién minima.

4.1.4 Problemas de areas de superficies

Un problema anélogo al problema geodésico de la primera seccién puede plantearse para una dimensién
superior de la siguiente forma:
Encontrar la superficie de drea minima que abarcan curvas cerradas fija en R3

Superficie de revolucién minima

Por ejemplo, cuando las curvas consisten en una par de circulos paralelos “concéntricos”, entonces podria-
mos preguntarnos por la superficie de revolucién que “uniendo” ambos circulos tenga #drea minima area, o
equivalentemente, queremos encontrar la férmula de la curva de su frontera (figura 4.8).

Utilizando un sistema de coordenadas adecuado llegamos al problema de minimizar la funcién drea de

superficie S (y) . .
S(y) = Zw/y(x)ds (x) = 27r/y(az) 14y (2)’da

a
entre todas las funciones y no negativas, continuamente diferenciables en [a, b] y para las cuales
yla)=a y yb)=bh

Donde a1 y b; denotan los radios de cada circulo, uno de los cuales puede degenerar en un punto.

Problema del darea minimal.

Supongamos que las superficies en cuestién pueden representarse como el grafo de funciones suaves u =
u(z,y) definidas en un dominio plano comin D. Entonces el drea de la superficie asociada estdan dadas por

célculo como
S (u) = /,/1+ug+u§dA
D

donde dA denota el elemento bidimensional de integracién sobre D; la frontera de D se denota como 9D y se
supone que se comporta bien de forma que la integracién Riemann de funciones continuas puede definirse sobre
D o D y sobre dD.

Podriamos entonces buscar el minimo de S (u) sobre todas las funciones u que son continua en D = DUJD,
continuamente diferenciables dentro de D y tiene valores en la frontera continuos y dados, por ejemplo u|y, = 7.

4.1.5 Resumen

En resumen todos estos problemas presenta caracteristicas comunes. Cada uno de ellos implica la bisqueda
de una funcién real definida sobre un determinado dominio D de funciones y, que minimiza cierta funcién
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138 Capitulo 4. Optimizacién dindmica: métodos variacionales

definida por medio de una integral de la forma
b
6 = [ Flay @)y @) ds

para alguna funcién dada F (x,y, z). Este tipo de funciones cuyo valor depende de una funcién real de variable
real se denominan funcionales.

Aqui y () es, generalmente, una funcioén real (aunque puede ser una funcién vectorial) continua en [a, b] con
derivada continua en (a, b); mientras que el conjunto D consiste en aquellas funciones de esta clase que cumplen
condiciones de frontera especificas en a o b, de la forma

y(a) = ao
y(b) = b
Ademis, como en el caso de la braquistécrona, puede ser necesario imponer restricciones posteriores tales como
exigir que y > 0 en [a, b].
Pueden tambier existir restricciones de forma isoperimétrica en las que

b
H(y):/h<x,y<x>,y'<x>>dx:L

o bien desigualdades integrales de la forma

b
G(y) = /g(w,y(w),.V’ (z))de <M

o de forma Lagrangiana en las que

g9,y @),y (2) =0  x€(ab)

para funciones g y constantes L y M dadas.

Es posible ampliar el grupo de los problemas que tienen la estructura anterior, permitiendo la inclusién de
derivadas de orden superior, funciones de m&s de una variable o condiciones de frontera variables.

La teorfa general conocida como cdlculo de variaciones ha sido desarrollada a lo largo de 300 anos para
manejar este tipo de problemas.

A partir de la teorfa del Célculo de Variaciones veremos que las funciones que pueden proporcional los valores
extremos deben satisfacer las ecuaciones diferenciales de Euler-Lagrange determinadas por el integrando f y las
restricciones.

4.2 Espacios Lineales y Variaciones Gateaux

Cada uno de los problemas considerado se reduce a la optimizacién de una funcién de valor real definida en
un subconjunto D de un espacio de funciones ).

4.2.1 Espacios Lineales Reales

Las funciones que se han utilizado en los ejemplos anteriores pertenecen a un determinado conjunto de
funciones reales
Y={yly: ACR" - R}
que en la mayoria de los casos serd un espacio lineal real.

Definicion 4.1 Se dice que un conjunto de funciones reales Y, es un espacio lineal real, si cumple las siguientes
propiedades:

1. f,geY=>f+ge)y
2.ceR feY=cfe)

©SPH



4.2. Espacios Lineales y Variaciones Gateaux 139

Ejemplos

Es sencillo comprobar que el conjunto de todas las funciones reales f, g definidas sobre un conjunto no vacio
A CR™, forman un espacio lineal respecto a las operaciones de suma punto a punto:

(f+9) (@)= f(x)+g(x), VzeSs
y multiplicaciones por un escalar:
(cf)(x)=cf(x), VxeSceR
Ejemplos de espacios vectoriales lineales de funciones:

1. El conjunto de funciones reales continuas sobre un conjunto A C R"

Y={yeC(AACR"}

2. Los conjuntos C™ (A) de funciones que tienen derivadas parciales continuas hasta el orden m, donde A es
un conjunto abierto de R".
Y={yelC™(A)|ACR" A abierto}

3. Si D es un conjunto acotado y D es su frontera. Entonces D = DUJD, y el conjunto C™ (5), subconjunto
de C™ (D) NC™ (0D), de aquellas funciones cuyas derivadas parciales de orden < m, admiten extensién
continua a D, es un espacio lineal real. Por ejemplo, cuando a,b € R, entonces(a, b) = [a, b], es un intervalo
cerrado y acotado. Una funcién y, continua en [a, ], estd en C! ([a, b]) si es continuamente diferenciable
en (a,b) y su derivada y’ tiene limites finito por la derecha en a y por la izquierda en b. Por ejemplo
Yo (r) = 2%/? define una funcién de C* ([0,1]), pero y; (z) = z'/? no.

4. Los conjuntos [C(S)]", [C™ (D)]" y [c™ @)]nde funciones vectoriales n—dimensionales cuyas compone-
netes estdn en C (S), C"™ (D) y C™ (ﬁ) respectivamente, también son espacios lineales.

Sabemos que los subconjuntos D de los espacios ) proporcionan dominios naturales para la optimizacién de
las funciones reales de variable real definidas en la introduccién del tema. Sin embargo, estos subconjuntos no
constituyen en general subespacios lineales por si mismos. Por ejemplo,

D={yeC([a,b]):y(a)=0, y(b)=1}
no es un espacio lineal, puesto que si y € D, entonces 2y ¢ D (2y (b) = 2 # 1). Sin embargo,
D={yeC([a,b]):y(a) =0, y(b)=0}

si es un espacio lineal.

En lo siguiente asumiremos la presencia de un espacio lineal real ) formado por funciones y, y en el que se
ha definido una operacién de suma (vectorial) y una multiplicacién por un escalar (real), que cumple las leyes
conmutativa, asociativa y distributiva. En particular, existe un tnico vector O tal que cO = 0y = O, Yy € D,
ceR
4.2.2 Funciones del Espacio Lineal

Aunque en principio estamos interesados en la optimizacién de funciones reales J sobre un subconjunto D
de un espacio lineal ), es natural que el dominio de J sea un espacio mayor que D, incluso que sea ).

Definicién 4.2 Las funciones J (y) que estdn definidas como
J:DCY:— R

con D un subconjunto de un espacio lineal Y, se denominan funcionales.
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Ejemplo 4.3 FEl funcional
b .
J(y) = / sgnx+y2 () dx

estd definido en todo el conjunto Y = C*([a,b]), puesto que cualquier funcion continua y € Y, produce un
integrando continuo cuya integral es finita.

Ejemplo 4.4 FEl funcional
b

J(y):/p(ﬂf) 1+ (x)’de,  peCla,l]

estd definido para toda funciony € Y = C! [a,b], puesto que siy tiene derivada en (a,b), con extension continua
a [a,b], de nuevo tenemos un integrando continuo.
J estard definido sobre ), cuando p sea integrable Riemann sobre [a,b] .

Ejemplo 4.5 El funcional definido para la braquistécrona

1 mlm
T(y)—\/%[ NIE) dx

no estd definida en todo el espacio Y = C1[0,x1], por la presencia del término \/y (x) en el denominador del
integrando. En este caso el dominio del funcional T (y) estd definido por el subconjunto de Y

x1

D={yecC'0,x1]:y(z) >0,Vx € (0,21), and/(y(w))71/2daz<oo
0

que no es un espacio lineal (Siy € D, entonces —y ¢ D).

Ejemplo 4.6 Si f € C ([a,b] x R?) entonces el funcional

Fy) = /f<m,y<x>,y' (2)) da

estd definido sobre Y = C! [a,b], puesto que para cada y € Y, la funcion

fly@)]=f(2,y@),y (2)) €Cla,b]

Si f € C([a,b] x D), con D un subconjunto de R?, entonces F solamente estard definida en un subconjunto de
Y
D={yeC'ab]:(y(x),y () € D,Vx € [a,b]}

4.2.3 Fundamentos de Optimizacién

Definicién 4.7 Sea J : D C Y :—> R un funcional real definido sobre un subconjunto D de un espacio lineal
Y. Diremos que yg € D es un extremal de J sobre D si

J(y) = J (o) o J<Jw) VYyeD

Puesto que de nuevo si J (y) < J (yo) Vy € D, entonces —J (y) > —J (yo) Yy € D, serd suficiente caracterizar
los puntos de minimo yg que producen valores minimos para J sobre D.

Diremos que yg € D minimiza a J de forma unica cuando es el inico punto de minimo en D, o equivalen-
temente cuando

J(y) > J (yo),Vy # yo €D
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Ejemplo 4.8 Por ejemplo si queremos encontrar el minimo de J (y) sobre D = C'[0,1] , donde

J(y) = 71/2 (z) dzx

En este caso sabemos que
1
/ y? (x)dz >0
0

ademdas si yo (x) es la funcion nula sobre el intervalo [0, 1], es decir
Yo (x) =0 x € [0,1]
Por una parte tendremos
Yo € D

Yy por otra

1
J(y)z/yz(x>dxzo:J(yo> VyeD
0

por tanto yo minimiza J sobre D = C1[0,1]. Ademds, minimiza wnicamente, porque J (y) = 0 implica que
y? (z) = 0, por tanto y = O = yq.

Lema 4.9 Sea J : D C Y :— R un funcional real definido sobre un subconjunto D de un espacio lineal ).
Entonces yo € D minimiza a J sobre D [de forma tnica] si y sélo si

J(Wo+v)=J(w) >0  Vyo+veD
[con igualdad si y sdlo si v = 0]
Demostraciéon: Para cada y € D, ponemos v = y — yg, de forma que y = yo + v y ademds y = yq si y s6lo
siv=0.

b
Ejemplo 4.10 Para minimizar J (y) = /y' () dx sobre

a

D={yeC'ab):y(a)=0;y(b) =1}
en primer lugar se observa que
J(y) =0

y como en el ejemplo anterior, podriamos pensar en utilizar yo de forma que yy = 0 y por tanto J (yo) = 0.

Pero en este caso

Yo () = 0= yo (x) = cte

pero entonces
Yo (z) ¢ D

Si, por el contrario, se plantea la condicion de minimo establecida en el lema anterior, es decir, tomamos
Yo € D y v, de forma que yo +v € D, entonces

b
T +0) =7 w) = [ [ @)+ @) = @)°] da
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— 71/ (z)* dx + 27% (z) v () dx

> / vh @)V (2) da

a

Ahora bien, como yo + v debe estar en D, entonces
(yo+v)(a) =0<+=yo(a) +v(a)=0
(Yo +v) (b)) =1<=yo(b) +v(b) =1

donde se ha tenido en cuenta que yo € D, y por tanto yo (a) =0 e yo (b) = 1.
Si ahora tomamos y|, (x) = ¢1, constante, entonces

b b
/yé ()0 (x)dx:q/v’ (z)dz=crv ()’ =0 Vv

y se tendria la desigualdad buscada
J(yo+v) = J(yo) 20
De esta forma
Yo (r) = c1 = yo () = c17 + c2
y para que yg € D
Yo (a) =cra+ca =0
yo(b) =c1b+ea =1

que tiene por solucion

1
Cl_b—a
0y 8
7 bh—a
luego
1 a (x —a)

€T = €T — =
vo (@) b—a b—a (b—a)
Por tanto por el lema, yo minimiza J sobre D. Ademdas lo hace de forma tnica, porque para que se cumpla la
igualdad, tiene que cumplirse v’ (x)2 =0, es decir v (z) = cte. = v (a) =0, es decir v=0

A continuacién se hace una simple observacién que nos permite ignorar las constantes.

Proposicién 4.11 Sea J : D C Y :— R un funcional real definido sobre un subconjunto D de un espacio
lineal Y. Entonces yg € D minimiza a J sobre D [de forma tnica] si y sdlo si para ¢y y ¢ # 0, yo minimiza
cJ + co sobre D [de forma tnical

Demostracion: Si y € D, entonces
(T + o) (y) =T (y) +co > T (yo) +co = (T + o) (o)

si y sélo si yp minimiza a J sobre D [con igualdad si y sélo si y = o).
Utilizando la solucién encontrada para el ejemplo anterior, se puede decir que la funcién yg (z) = (x — a) / (b — a)
minimiza el funcional

b
. b b,
J1(y) = 3/ (y' (z)” + sen (:c)) dx = 3/ y (x)? dx + 3/ sen (z)dz
=3J (y) + co
sobre el conjunto

D={yecC'a,b:y(a) =0;y(b) =1}
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4.2.4 Restricciones

Si buscamos la minimizacién de J sobre D, cuando esta estd restringida a una o mas funciones similares Gy,
entonces, puede ser suficiente minimizar una funcién modificada sin restricciones.

Proposicién 4.12 Si los funcionales J y Gy, ...,Gy estdn definidos sobre D, subconjunto de un espacio lineal
Y, y para determinadas constantes Ay, ..., \n, la funcion yo minimiza J = J + A\ G1 + -+ + AnGpn sobre D
[de forma tnica/, entonces yo minimiza J sobre D [de forma dnica] cuando nos restringimos al conjunto

Gy ={yeD:Gj(y) =Gilyw), J=1....,N}

Demostraciéon: Para cada y € D tenemos

N N
J(y)=J () + Z/\JGJ‘ () = J (wo) = J (y0) + Y_ Gy (wo)

j=1

pero cuando y € Gy,, entonces J (y) > J (yo), puesto que los términos que implican las G; tienen el mismo
valor en ambos lados de la desigualdad. Si existe, la unicidad se preserva claramente.

Corolario 4.13 Si los funcionales J y G1,...,Gn estdin definidos sobre D, subconjunto de un espacio lineal
Y, y para determinadas constantes A1,...,\n, la funcion yo minimiza J = J + A\ G1 + -+ + AnG N sobre D
[de forma tnical, entonces yo minimiza J sobre D [respectivamente de forma dnica] cuando nos restringimos al
conjunto

Gy ={y €D: NG (y) < NG (wo), j=1,...,N}

Yo

Demostracién: Si yy minimiza J entonces

N N
J(y) > J(yo) & J (y) + Z)‘jGj (y) > J (yo) + Z)‘jGj (o)

de donde N
T(y) =7 (o) = > [NGj (o) = X,G; (v)]
j=1
Si ahora y € G, , entonces

Yo’
NiGj(y) < NG (yo) < NG (yo) — NG (w)] >0 j=1,...,N

de forma que en el sumatorio solamente hay términos positivos y por tanto la suma total serd positiva, lo que
proporciona

() = J (o) = D[NG5 (o) = AiGj (1) 2 0

y la funcién yo minimiza J (y) en el conjunto Gy .
Si J (y) = J (yo) entonces

N
0="J(y) —J (wo) = > NG, () —XG; ()] >0

Jj=1

de donde
N

Z [AiGj (yo) — AiG ()] =0

j=1
como de nuevo todos los sumandos tienen el mismo signo, se debe cumplir
)‘jGj (yO):A]GJ(y) j:]-v"wN,
y por tanto j(y) = j(yo) [con unicidad, se obtiene que y = yo].

Este resultado ilustra un principio importante: La solucidn a un problema de minimizacion puede propor-
cionar la solucidn para otros problemas
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Figura 4.9: Minimizacién con restricciones.

Aplicacién: Columna de Fluido en Rotacién

Se hace rotar respecto a su eje vertical a una columna circular de agua de radio r a una velocidad constante
w, dentro de un cilindro de paredes lisas (figura 4.9). Entonces la superficie del agua adquiere una forma
que preserva el volumen del fluido y minimiza la energia potencial. Esta energia potencial estd dada, salvo

constantes, por
T

1) = [ [0 @) = ey (@) e
sobre
D={yeCl0,]]:y(z) =0}

Aqui p es la densidad de masa del agua y g es la aceleracién de la gravedad, mientras que y () es la altura del
liquido a una distancia radial x del centro.
El Volumen de la columna es fijo y estd dado por

T

G(y)zQﬂ/xy(x)dx:V

0

Por tanto y de acuerdo a la proposicién 4.12, consideraremos la minimizacién de J (y) = J (y) + AG (y) sobre
D.

j(y) = pﬂ'/ [9v” (z) — w2y (2)] xdx + AQﬂ'/:Uy (z)dx
0 0

= 7T/ {p [gy2 (z) — w2y ()] +2X\y ()} wda
0

Por el Lema 4.9 tenemos que examinar la diferencia J (y +v) — J (y)

J(y+v)—=J(y) =
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= ﬂ]{ﬂ [g(y+v)2 — wra? (y-l-v)} +2)\(y+v)}azd:v—7r]{p g% — w2a%y] + 22y} ade

7r/ {p [g (v2 + 2yv) — w2x2v} + 2>\v} xdx
0

donde hemos tomado

y = y()
v = v(x)
Por claridad se hace el cambio
Ao PH
2

y al simplificar se obtiene

T(y+v)—J(y) = ﬂp/ {9v* + [20y + (1 — w?a?)] v} ada

si ahora se tiene en cuenta que x € [0,7] y por tanto z > 0, entonces

/ xngda: >0
0

y por tanto se cumple
ks

J(y+v)—J(y) > Fp/ 29y + (1 — w?a®)] vada
0
Esta tltima integral se anula Yy + v € D cuando el término entre corchetes es 0, es decir, cuando

- w2z? —p

y(z) =yo () %

Ademas, la igualdad solamente es posible cuando for v? (x)dr = 0, lo que implica v = O, por tanto yo (z)
minimiza J sobre D de forma tnica. La superficie serd el parabolide de revolucién generado por la ecuacién
anterior.

En este caso

w?z? — p mr? [w?r?
G(yo)—Zﬂ/xyo(a:)dx—Zﬂ'/< % )xdm—Q—g[ 5 —u]—V
0 0
de donde
- rw?rt — 4gV
N 2772

Se observa que el minimo depende de w, tal y como esperabamos, que tiene altura constante cuando w = 0
(cuando no hay rotacién), pero es independiente de la densidad p y por tanto la forma serd la misma para otro
fluido perfecto.

Proposicién 4.14 Supongamos que f = f(x,y,2) y g = g(x,y,2) son funciones continuas sobre [a,b] x R? y
que existe una funcion A = X (x) € C |a,b] para la que yo minimiza [de forma tnical la funcién

b
J(y) =/f(rc,y,y’)dﬂ:
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sobre D C C! [a,b], donde

f@yy)=f(@yy)+X@)g(@yy)

Entonces yo minimiza [respectivamente de forma dnical

sobre D, bajo la restriccion de desigualdad
A@)g(@,y,y) <A(@)g(@,50.90) Yo € [a,b] (4.10)

Demostracion: Si y € D entonces como yg minimiza a J tendremos

b b

ﬂwzJ@w=¢Nw+/dumuwwwmzJ@@+/Aumqu%Mx

a a

por tanto
b

ﬂw—J@wz/duﬂw@mw@—ﬂa%y»MZo

a

donde se ha utilizado la expresién 4.10 para establecer la iltima desigualdad.
Ademss si J (y) = J (yo) entonces

o=J@—J@wz/duﬂm%%wm—Ma%y»mzo

a

y por tanto
A (@) (9 (2,90, 90) — 9 (2,9,/)) =0

lo que implica que J (y) = J (yo)y por tanto y = yo si Yo minimiza a J (y) de forma tnica.

Desafortunadamente, este resultado no puede implementarse facilmente, puesto que no proporciona un
método para determinar la expresién adecuada de A (x). Sin embargo, puede servir para utilizar la solucién
conocida de otro problema.

Ejemplo 4.15 Encuentra el minimo del funcional

b
T) [ 20y (@) o

en

D=C0,b)

bajo la restriccion
gy (@) =1-a"

Solucién: En primer lugar vamos a resolver el problema

Minimizar F (y) = fob [p(@)y? (z) + B(z)y ()] da
p>0,08,yeD

Si yo € D, minimiza a F' (y) entonces

F(yo+v)—F(yo) >0 Vyo+veD
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es decir

F(yo+v) — F(yo)

/Ob [p(yo+v)2+/3(yo+v)} dw—/ob [pys + Byo| da

b
= / [ov® + 2yopv + Bu] dz
0

donde por comodidad se ha quitado la dependencia explicita de las funciones. Como p > 0, tendremos

b
F(yo+v) = F(yo) = /0 2yop + B vdx

si definimo yg (z) como

2yop+ﬁ=0©yo=—2ﬁ
o

entonces la integral se anula y
F(yo+v) = F(y) 20

La funcién yo (z) = —%, asi definida estd en D, puesto que el denominador no se anula y es la funcién
buscada. Es decir, yp minimiza F (y), ademds lo hace de forma tnica, ya que es la unica funcién que anula la
integral.
Para resolver el problema inicial (minimizar J (y)). Tomamos p (z) =1y 3 (x) = 2 — 222, y se obtiene que
la funcién
—B(x)

yo(l'): 2p(1‘) :xZ_l

minimiza de forma tnica sobre D = C! [0, b] al funcional

b b
J(y) = / [y2 (z)+ (2 - 2x2) y(x)] wde = /0 2zy (z) + (y2 (z) — 22%y (z)) dx

b b
/ 2xy () dx + / z (y? () — 22°y (v)) dx
0 0

2

Si ahora tomamos A (z) =z y g (y (z)) = y? (z) — 22y (z), de la proposicién anterior se obtiene que yo también

minimiza
b
T(0) = [ 20y(a)ds
0

sobre D de forma tinica bajo las restricciones Lagrangianas

9lyo (@) = 45 () — 22%yp (x) =1 — a*

y puesto que A (x) = x > 0 sobre [0, b], también bajo las restriccién de desigualdad g [y ()] <1 — a4

4.2.5 Variaciones Gateaux

Un papel decisivo en la optimizacién de funciones reales sobre un subconjunto de R™ era el jugado por
las derivadas parciales (o mds generalmente por sus derivadas direccionales). Cuando J (y) es un funcional
real definido sobre un subconjunto de un espacio lineal ), no parece tan evidente la forma en la que podemos
definir sus derivadas parciales (a menos que en ) pueda asignarse un sistema de coordenadas). No obstante,
se construird una definicién de sus “derivadas direccionales” a partir de una generalizacién de lo que sucede en
R™.
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Definicién 4.16 Sea J : Y :— R un funcional real definido sobre un espacio lineal Y. Entonces para y,v € ),
definimos la variaciéon Gateaux de J en y en la direccién v, si existe, al siguiente limite

(4.11)

Se observa que tanto y como la direccién v son fijos al tomar el limite cuando € — 0. La existencia de dicho
limite presupone que

1. J (y) esta definida

2. J (y + ev) estd definida para todo ¢ suficientemente pequeno y

9]
8J (y;v) = aJ (y +ev) (4.12)
e=0

estd derivada “ordinaria” respecto a la variable real €, existe en ¢ = 0.

La variacién Gateaux de J en y depende solamente de la conducta local de J cerca de y, sin embargo, esta
variacién no necesita existir en cualquier direccién v # O o puede existir en unas direcciones y no en otras.

A partir de su definicién (ecuacién 4.12) se comprueba con facilidad que la variacion Gateaux es una operacién
lineal sobre los funcionales J; es decir, si para yo € Y los funcionales J y J tienen variaciones Gateaux en la
direccién v, entonces para ¢, ¢ € R, 6 (cJ + EJ) (yo;v) existe y es igual a c¢6J (yo; v) +¢b8J (yo; v). Esta propiedad
se obtiene directamente a partir de 4.12 y de la linealidad de la derivada ordinaria. También podemos observar
que 8J (y;O) = 0, Vy donde J (y) esté definida y que cuando ¢ € R, §J (y;cv) = ¢dJ (y;v) siempre que la
variacién 6J (y;v) exista. En particular si c = —1

6J (y; —v) = =6J (y;0) = 6 (=J) (y;v)
Ejemplo 4.17 Si J = f € C* (R"?) con Y,V € Y = R" entonces

= V)V

Ejemplo 4.18 Si Y =C [a,b], entonces si
b
J(y) = / [sgnx + 92 (az)} dx
estd definida Yy € Y. Asi paray,v € Y fijos cone #0; y+ev € Y, puesto que Y es un espacio lineal, por tanto

b
J(y+ev) = / [sgnx + (y 4 ev)? (x)} dx

a

Si hacemos la diferencia entre las expresiones anteriores y dividimos por € para obtener la variacion Gateaux

J(y+ev)—J(y) _17{[85’11334_ (y+5v)2 (x)} — [Sgnx—i-y? (x)}}dx

9 9
a

b

_1 / ((y+20) (@) -y (@) da

g
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ml»—

/ x) + 2y (x) v ()]dx

= / [ev? (2) 4 2y (z) v (z)] da

a
b b

ZE/UQ(JJ)dx—i—Q/y(x)v(x)dx

Cada una de las integrales anteriores es una constante y el limite cuando € — 0 existe. Por tanto de la definicion

de variacion Gdateaur se tiene
b

OF () =2 [ y(@)o (@) da
De la misma manera utilizando 4.12, podriamos formar:

J(y+ev)= fb [sen3 z+ (y 4 ev)’ (x)} dx

a

b b
b
= [ [sen®z + y?* (z)] dt+25/y(x)v(x)dx—|—52/v2 (z) dx
que para y y v fijos, la derivada es
8 b b
% J (y + ev) —2/y dx+25/ () dx
y evaluada en € =0
b
0
—J (y+ev) :2/y(9c)v(:v)daz
e e=0

que es el mismo resultado de antes.

Ejemplo 4.19 Cuando p € C|a,b], la funcion

b
ﬂw=/pu>1+y@%x

estd definida Vy € Y = C* [a, b].
Por tanto, utilizando el seqgundo método, construimos para y,v € Y fijos

b
e = [ @1+ @+eo) @fde

Calculando su derivada, diferenciando bajo el signo de la integral obtenemos

gJ(y—i-sv) /b[ \/1+ y+€v)'(az)2} dx

o ta) @ o),
/ \/1 x)]2

y—l—sv

que estd justificado por la continuidad del dltimo integrando en [a,b] x R, y evaluando en e =0

5fpwyuwuux

0
8J (y;v) = =—J (y +¢ev)
Oe 14y (m)2
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Ejemplo 4.20 Cuando f € C ([a,b] x R?) la funcion

b b
- [ 1@y @)= [ Fy@)a

estd definida para y € Y = C [a,b]. Sin embargo para calcular §F (y;v) diferenciando la expresion

b b
J(y+ev) = / £ (@ @y +ev) (@), (y + 2v)’ (@) de = / f Ly +ev) ()] de

con respecto a € bajo el signo de la integral, necesitamos que la funcion f(x,y,z) tenga derivadas parciales
continuas en [a,b] x R?

0
fy = 8_5 (1:73/72)
0

fz = 8_',]2’0 (x,y,z)

entonces de la regla de la cadena para x, y, z, v y w fijos

0
a—f(x,y—l-sv,z—i—aw):fy(x,y+av,z+5w)v+fz(a:,y+5v,z—|—5w)w
3

Con esta expresion y sabiendo que f, f, y f. con continuas

50‘] (y+ev) = /f y+ev) (z)] dx

b9
N / oo @y (@) +ev @)y (2) + e (2)) da

= / fylly+ev) (@)]v (@) + £2 [(y + ev) (2)] 0 (2) dow

(puesto que el dltimo integrando es continuo sobre [a,b] X R), por tanto cuando ¢ = 0, vemos que F (y) =
f: f(z,y(x),y (z))dzx, tiene como variacion

b

6F (y;v) = /fy [z,y (2), ¥ (2)]v(2) + f2 [z, (), ¢ (2)] V' (2) dz

/fy D)+ fy @) (@) dz  Vyv el a0

4.3 Lemas de Lagrange y Bois-Reymond
Los siguientes resultados son necesarios para conseguir las ecuaciones de Euler-Lagrange

Lema 4.21 (du Bois-Reymond) Si h € C|[a,b] con

b
/h(x)v’(a:)dx:() Vv € Dy = {v € C [a,b]|v(a) =v(b) =0}

a

entonces h = constante en [a, b]
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Demostracién: Para c constante, la funcién

estd en C! [a,b] (por el teorema fundamental del cdlculo) con derivada
v (x)=h(z)—c

que ademds cumple la propiedad v (a) = 0.
Para que v esté en el conjunto Dy, tiene que ocurrir v (b) = 0, es decir,

v(b):/b(h(t)—c)dtzo o o= /bh(t)dt

(=l

—a

Si se definen ¢ y v de la forma anterior (puede hacerse puesto que h (z) € C[a,b]) y se utiliza la hip6tesis del
Lema tenemos

b b
og/ (h(x)—c)Zda::/ (h(z) — o) v/ (z) dz

:/bh(:c)v'(:c)daz— (@) =0+0=0

Por tanto como el integrando (h (z) — ¢)* > 0, entonces en [a,b] ocurre (h(z) —¢)> =0 0 h(z) = ¢ = cte.

Proposicién 4.22 Sig,h € Cla,b] y

b
/[g(x)v(x)—i—h(x)v'(x)]d:c:0 Vv € Dy = {v e C [a,b]|v(a) =v(b) =0}

a
entonces h € Ct[a,b] y ' =g
Demostracién: Se define

G(x)—/mg(t)dt 2 € [a,b]

Como g es continua en [a,b] = G € C' [a,b] y G' = ¢
Integrando por partes el primer término de la integral, se obtiene

/[9(x)v(w)+h(w)v'(fv)]dx:/ [h(z) = G (2)]V (@) do + G (@) v ()|, = O

pero como v € Dy
b
/ h(z)— G @) ()de =0  YoeD
y aplicando el lema anterior
h(z)—G(x) =cte.=c  sobre [a,b]

Pero entonces
h=G+ceCa,b]

y por tanto
W=G =g

Tomando h = 0 se obtiene el siguiente resultado
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Corolario 4.23 Sig €Cla,b] y

b
/g(w)v(x)dxzo Vv € Dy = {v € C [a,b]|v(a) =v(b) =0}

a
entonces g =0 en [a, b
Este resultado admite la siguiente generalizacién

Lema 4.24 (Lagrange) Si g € Cla,b] y para algin m =0,1,2,...

b
/g(x)v(x)dxzo VUED():{UECm[a,bHU(k) (a) = v® (b)zO,kzO,...,m}

a
entonces g =0 en [a, b]

Demostracién: Supongamos que g(c) > 0 para algin ¢ € (a,b). Entonces por la hipétesis de continuidad
de g, c¢ estd contenido en un intervalo [, 5] C (a,b) en el que |g (z) —g(c)| < g(c) /2 0 g(c) /2 > 0. Por otra
parte la funcién

[(x—a)(B—2)])""" z€la,d]

z ¢ o, 0]

es de clase C™ (R), no negativa y no identicamente igual a 0 (las m primeras derivadas se anulan en o y 3). Se
obtiene asi que sobre [a, ] el producto gv es continuo, no negativo, y no identicamente nulo. Por tanto

b
0</ g(z)v(x)dx

que contradice la hipétesis.

Similarmente, la suposicién de que g (c) < 0 (o —g(c) > 0) conduce a otra contradiccién y concluimos que
g(c) =0, Ve € (a,b), pero puesto que g es continua, también debe anularse en los extremos del intervalo; es
decir g = 0 sobre [a, b]

4.4 Extremos locales en espacios lineales normados

Como en el caso de optimizacién estdtica, la busqueda de extremos globales de funcionales se hace a través
de sus extremos locales. Para poder establecer este cardcter local habria que definir dentro de los espacios
lineales una distancia, esta siempre estard asociada a una norma. Se describe a continuacién y de forma muy
breve algunos conceptos relacionados con la topologia de los espacios lineales.

4.4.1 Normas en espacios lineales
En el espacio lineal ) , una norma ||y||, Vy € Y es una funcién con las propiedades:
llyll > 0,Vy € Y, con |ly|| =0 < y = O (Definida Positiva) (4.13)
lleyll = || ||yl , Ve € R,y € ¥ (Homogénea Positiva) (4.14)

ly+ 71 < llyll + 17 ,5.5 €  (Desigualdad Triangular) 4.15)

—~~

Como en R”, pueden definirse diferentes normas en el espacio lineal ).
Cualquier norma también cumple la desigualdad triangular inversa

Wyl =Nl < lly =9l , Vy,y €Y (4.16)
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Ejemplo 4.25 Para Y = Cla,b], podemos pensar en los valores y (x) como las “componentes” del “vector”
y € Y. En este caso la expresion

Yl = max |y (z)| = Jmax ly ()]

determina una norma, denominada norma del m&éximo.

Ejemplo 4.26 Para Y = Cla,b] otra norma viene dada por

mm=/wumm

Ejemplo 4.27 Para ) = C![a,b] se pueden definir normas equivalentes de la siguiente forma

— /!
9l = masc (i @) +1y' @)

mm=/umm+wumm

4.4.2 Convergencia

Cuando asociamos una norma a un espacio lineal ), inmediatamente podemos definir sobre ) una estructura
topoldgica asociada que permite un anélisis del espacio lineal normado (Y, ||-||).

Es posible definir la “distancia” entre los vectores y e g, mediante ||y — y||. La desigualdad triangular implica
que para tres vectores x, y, y z de ) se cumple:

[ =zl <l =yl + lly = 2

Es posible también, introducir el concepto de convergencia declarando que si y, € Y, n =1,2,..., entonces
la sucesién {y,},, tiene limite yo € Y, si y sélo si ||y, — yo|| — 0, cuando n — oo. Si el limite existe entonces
serd tnico.

Con la definicién de distancia podemos definir un bola abierta de radio ¢ y centro 3o con é > 0, al conjunto

Bs(yo) ={y €Y :lly—woll <6}

Por ejemplo, para ) = C|a,b] y la norma del méximo, la bola de centro yo y radio é, es el conjunto de
funciones y cuyo grafo no difieren en més de ¢ del grafo de yg

4.4.3 Continuidad

Definicién 4.28 En un espacio lineal normado (Y, ||-||), si D C Y, un funcional J : D — R es una funcion
continua en yo € D &

Ve>0,36>0:VyeD,|ly—wol <éd=1J () —J(y)| <e

Equivalentemente podemos decir que J es continua en yy € D < V{y,}, de D, con lim y, = yo =
n—oo

Jim T (yn) = J (v0)
También diremos que J es continua sobre D < J es continua para cada yg € D.

Ejemplo 4.29 En cualquier espacio lineal normado (Y, |-||), el funcional norma J (y) = |y|| es una funcion
continua.

Ejemplo 4.30 Cuando f € C ([a,b] x R?) la funcion

ﬂwz/fmmz/f@w@wmmm
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estd definidaVy € Y = C' [a,b]. Para demostrar su continuidad respecto a la norma del mdzimo ||-|| ,; procedemos
como Sigue:

[ es continua sobre [a,b] x R?, por tanto f es uniformemente continua sobre cada “caja” compacta de la
forma [a,b] x [—c, 0]2, cuando ¢ > 0. De esta forma para yo € Y fijo, cuando y € By (yo)tendremos

19llar = Iy = yo + wollar < 11y = wollar + [1%ollar <1+ [lvollas

donde en la ultima desigualdad se ha utilizado el hecho de que y € S1 (yo) vy de la desiguladad triangular.
Entonces Yz € [a, b]

ly (@) <y @)+ 1y (@)] < lyllar <1+ llyolla
' @) <[y @)+ [y @] < lyllar <1+ llvolla

Si tomamos ¢ = co = 1+ ||yol| s, por la continuidad uniforme de f sobre [a,b] x [—co, co]?, obtenemos que
para todo € >0, 36 € (0,1) tal que ||y — yoll,; <6(< 1) =

1fly@)] = flyo @) =If(z,y(x),y (@) — (2,50 (@), (2)| <e  Vzelab]
Por tanto

b
|J(y)—J(y0)|§/ Fly ()] = £ o (@) dz < e (b—a)

cuando
ly —yol <6 <1

y se prueba la continuidad de J en un punto arbitrario yo € Y. Se observa que § depende de co (y por tanto de
Yo), y en general decrecerd cuando cy crece.

4.4.4 Puntos Extremos Locales

La definicién de extremal que se ha dado es de tipo global por naturaleza y puede hacerse sin consideraciones
de norma. Sin embargo, la presencia de una norma permite una descripcién andloga a la conducta local de J
en yo-

Definicién 4.31 En un espacio lineal normado (Y, ||-||) se dice que un punto yo € D C Y es un punto extremal
local para J en D, si para algin r > 0, yog es un punto extremal para J sobre D, (yo) ={y € D : ||y — woll < r},
es decir ocurre alguna de las dos opciones siguientes

J(y) < J(yo), Yy € Dr (yo0) (yo es un punto de maximo local para J en D)
J () = J(yo), Yy € Dy (yo) (Yo es un punto de mizimo local para J en D)

Por supuesto, cada punto extremal de J (y) es automdticamente un punto extremal local cualquiera que sea
la norma utilizada. Sin embargo, yo puede ser un punto extremal local con respecto a una norma y sin embargo
no serlo respecto a otra.

Recordemos que la construccion de las variaciones Gateaux de un funcional se ha realizado sin consideraciones
de norma. Cuando esta variacién no se anula, entonces es indicativo de que no hay conducta de extremal local
respecto a ninguna norma.

Supongamos, por ejemplo, que en el punto y, la funcién J tiene una variacién positiva 6J (yo;v) en la
direccion v € ). A partir de la definicién de variacién Gateaux, se obtiene que Ve suficientemente pequeiio, la
razén [J (yo +ev) — J (yo)] /e es también positiva, por tanto J (yo + ev) — J (yo) tiene el signo de e. Por tanto

8J (Yo;v) > 0= J (yo —ev) < J (yo) < J (yo + €v) Ve > 0, pequeno (4.17)

y podemos decir que en yp, J es estrictamente creciente en la direccién v (y decrece estrictamente en la direccién
opuesta —wv.

Cuando 6J (yo;v) < 0, entonces 6J (yo; —v) > 0, y las desigualdades anteriores cambian de sentido. En
cualquier caso, puesto que cuando ¢ — 0, ||(yo £ ev) — yol| = €||v]] — 0, los puntos del tipo yg + ev de 4.17
estdn en cada entorno de gy y la conducta de extremo local de J en yg no es posible en la direccién v.
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Por ejemplo, si Y = C [a,b] y la funcién J (y) esta definida como

b,
J(y)z/ Sgnx+y2(x)dx

su variacién en la direccién v viene dada por

b
6 (i) =2 [ y(@)v(a)da

Supongamos que yo (7) = 22, la variacién es

b
6J (yo;v) = 2/ 22 (z) dx

que claramente no se anula, por ejemplo para v (x) = e, y por tanto, en esta direccién, J no presenta conducta
de extremo local en ¥y, y como consecuencia de ello, yy no puede ser un punto extremal local para J sobre ),
independientemente de la norma utilizada.

4.4.5 Condiciones Necesarias: Direccion Admisible

Al minimizar una funcién real J sobre D C Y, donde (), ||||), es un espacio lineal normado, es natural
considerar para cada y € D, aquellas direcciones v € Y, para las cuales la funcién restringida J |p admita
variaciones en y; es decir, queremos distinguir aquellas direcciones v € ) para las cuales:

1.3IA>0,talquey+eveD, VO<e< A
2. Existe la variacién de y en la direccion v: 8J (y;v).

Este tipo de direcciones se denomina admisibles en y para D, o D—admisible en y (para J). Podemos observar
que si v es D—admisible en y, entonces también es admisible cada muiltiplo escalar de cv para ¢ € R. La funcién
nula O es siempre admisible.

Para apreciar su significado, supongamos que 3y es un punto minimo local para J sobre D. Entonces J
no puede decrecer estrictamente en ninguna direccién admisible v en yg para D, y por tanto a partir de 4.17
8J (y;v) = 0 en esas direcciones. Se obtiene el mismo resultado cuando yy es un punto de méximo local sobre
D. De esta manera se establece la siguiente:

Proposicién 4.32 En un espacio lineal normado (Y, |-]]), si yo € D C )Y, es un punto extremal local para una
funcion real J sobre D, entonces

6J (yo;v) =0, Yo direcciones D—admisibles en yq

Como en el caso de la optimizacién estdtica, no es posible distinguir entre méaximos y minimos locales (o
entre puntos de minimo local y minimo global), si solamente se utiliza esta condicién. Ademds, también como
en el caso de R™, tenemos que admitir la posibilidad de puntos de silla, que cumplen la condicién pero que no
son ni mdximo ni minimo local. Por eso esta condicién es necesaria pero no suficiente para que una funcién
sea un minimo local.

Ejemplo 4.33 Para caracterizar los extremos locales de la funcion

J(y) = Lb [sgnx + 12 (m)} dx

sobre el dominio
D={yeCla,b] :y(a) = a1,y (b) = b1}
con ay, by € R conocidos. Sabemos que 6J (y;v)estd definida Vy,v € Cla,b]. Sin embargo, las unicas direcciones

D-admisibles en y € Y son aquellas para las que y + v € D, con € # 0, suficientemente pequerio. Para que
Yy +ev € D se deben cumplir las siguientes ecuaciones

a1 = (y+ev)(a) =y(a) +ev(a) =a +ev(a)
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b1 = (y+ev) (a) =y (b) +cv (b) = by +ev (b)
de donde se obtiene directamente v (a) = v (b) = 0. Por tanto v es D—admisible en y € D si y sdlo si
veDy={vellab]:v(a)=v(b) =0}

Se observa que el conjunto Dy no depende de y y por la proposicion anterior la condicion necesaria para que
Yo € D sea un punto extremal local es que su variacion Gdteauzr sea nula

b
6J(y0;v):2/ yo (z)v(x)dx =0 Yv € Dy

Esta condicion se cumple completamente cuando yo = 0, pero esta funcion no estd en D, a menos que a3 =
by = 0. Sin embargo, por el Lema de Lagrange no eziste otra posibilidad para yo (z); de esta forma no existe
extremo local.

4.5 Ecuaciones de Euler-Lagrange

La solucién que Jakob Bernouilli (1696) di6 a su hermano Johann acerca del problema de la braquistécrona
marcaba el comienzo de consideraciones variacionales. Sin embargo fue con los trabajos de Euler (1742) y
Lagrange (1755) cuando emergi6 el célculo de variaciones tal y como se conoce actualmente. Inicialmente este
andlisis estaba restingido a la busqueda de condiciones que fueran necesarias para que una funcién integral del
tipo

b b
J@w=/fuy@»J%me=/fﬂmmwx

tuviera un extremo (local) en el conjunto
DC{yeC'fab]:y(a)=ay; y(b)=b}

Para a; y by dados, este es un problema de punto final fijo (Ver figura 4.4).
Sin embargo para Jakob Bernouilli el interés se centraba en un conjunto mayor

D" C{yeCab]:y(a)=a}

al describir una braquistécrona para la que se pide que descienda sobre una distancia horizontal (b— a) en
el minimo tiempo posible, sin especificar la distancia vertical que hay que cubrir. Este tipo de problemas es
llamado de un punto extremo libre (ver figura 4.10).

Notar que también pueden considerarse problemas sobre el conjunto

D C {yEC1 [a,b] -y (b) = b1}

es decir el extremo final es ahora fijo, mientras que el extremo inicial es libre.

También podemos pensar en problemas con los dos puntos extremos libres o también en aquellos donde los
extremos locales estdn en subconjuntos arbitrarios de C! [a,b] ., por ejemplo, un problema relacionado con las
condiciones sobre los puntos extremos es el que caracteriza la braquistécrona que une dos curvas fijas llamadas
transversales 1o que requiere la minimizacion de una integral con limites variables

tuw:/fmwwxym»m

sobre un conjunto
D‘rg {yecl [371,372] tTy (x]7y(wj)):0a ]:172}

donde [z1,22] CRy {7} }?:1 son funciones dadas (figura 4.11 )

©SPH



4.5. Ecuaciones de Euler-Lagrange 157

[aJa1] »

— [hJ h.]]

Figura 4.10:

Todos estos problemas admiten una resolucién variacional comtin: Si yo € C! ([a,b]), es por ejemplo, una
funcién que minimiza localmente alguno de estos problemas, entonces con una apropiada seleccién de a1, by y
D podemos suponer que ¢y € D y como condicién que D C D’ oDC D.. En cada caso, yo es una funcién que
minimiza (localmente) a J sobre D, el problema de punto fijo considerado inicialmente.

Consecuentemente de la proposicién 4.32 obtendremos

6J (yo;v) =0 Vv € Dy = {veC'[a,b]:v(a) =v(b) =0}

4.5.1 La primera Ecuacién: Funciones estacionarias

Por simplicidad, supongamos inicialmente que la funciéon f = f(x,y,2) y sus dos derivadas f, y f. son
continuas en [a,b] x R?, es decir, f (z,y,2) € C* ([a,b] x R?).
Para y € Y = C! [a, ] se define el siguiente funcional

b
() = / f @y (@), y (@) de (4.18)

En las secciones anteriores se ha comprobado que J (y)tiene en cada direccién v (x) una variacién Gateaux dada

por la expresién
b

5.7 (y:v) = / Uy (@) v (@) + fy (2) ¢/ (@) do (4.19)

donde se ha utilizado la notacién mé&s compacta
fy (@) = fy (z,y(2),y (2))
fy' (.13) = fz (x,y (JJ) 7y/ (JJ))
Con estas condiciones tenemos la siguiente proposicién:

Proposicién 4.34 Siy € Y hace §J (y;v) =0, Vv € Dy = {v € Y :v(a) = v (b) =0} entonces f, es de clase
C' ([a,b] x R?) y
d
%fy/ () = fy () Vz € (a,b) (4.20)
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7,(x¥)=0

/ X

7,(xy)=0

Figura 4.11:

por tanto
87 (y;v) = fy (D)o (@),  Voed (4.21)
y st v € Dy, entonces
6J (y;v) =0

Demostracion: El primer resultado es una repeticién de la proposicién 4.22 (proposicién siguiente al lema
de du Bois-Reymond) para las funciones continuas g (z) = f, () y h(z) = f, (z). En aquel lema se obtenia

d
W (@) = 9(@) & 2 Uy @] = £, (@)
que es la expresién buscada.
Ahora bien, utilizando la expresién 4.20 es permite reconocer en el integrando de 4.19 como
b

87 0) = [ [fy (@00 @) + ()0 ()] de = / [ U @)+ £y () (@) o = / e @0 ()] de

a

de donde, al integrar, se obtiene de forma directa la ecuacién 4.21.

La ecuacién 4.20 es la llamada primera ecuacion de Euler-Lagrange (que la obtuvo de forma heuristica en
1736 variando los vértices de una curva solucién poligonal imaginada) y Lagrange (que la obtuvo en 1755 de
forma incorrecta) integrando el segundo término de 4.19 por partes. La demostracién anterior que es correcta
fue dada por P. du Bois-Reymond en 1879. La ecuacién 4.20 debe cumplirse para cada curva que proporcione
un extremal local de J en D (también en D o en D,).

Definicién 4.35 Cualquier funcion y € C* que cumple la primera ecuacion diferencial de Euler-Lagrange, es
decir, para la que

d%fy’ (z,y(2),y () = fy (x,y (x), ¢ (2)) (4.22)

en algin intervalo se llama funcién estacionaria de J (y).
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Tradicionalmente se denomina a estas funciones funciones extremales o simplemente extremales, aunque no
proporcionen ni maximo ni minimo local para el problema. No es necesario que las funciones estacionarias

cumplan ninguna condicién inicial o de contorno particular.

4.5.2 Casos especiales de la primera ecuacion

En general resolver la ecuacién 4.20 es bastante dificil. Sin embargo cuando una o mds variables de f no
estdn presentes explicitamente, entonces es posible encontrar una primera integral de la ecuacién diferencial.
Veamos tres de estos casos. Notar en primer lugar que si y(x) € C?[a,b], al aplicar la regla de la cadena al

primer miembro de la ecuacién 4.20 se obtiene

d
@fy' (@) = fyrw + fyyy + fyyy” = [y (@) (4.23)
Cuando f = f(z)
En este caso f, = 0y la ecuacién 4.20 se transforma en
d
e 1 \r) = 0
= fr (@)
0 equivalentemente
fy (x) = cte.
En el caso particular de que y € C? [a, b], entonces la ecuacién 4.23 se transforma en
d / 1
%fy’ (m) = fy’ac + fy’yy + fy’y’y =0
como en este caso también fyp, =0y fyry =0
fy’y’yﬂ _ 0
De aquf se obtiene
/! — 0
6
fyry =0
Si y” = 0 entonces
y=czx+c
y obtenemos una familia biparamétrica de rectas.
Si, en caso contario, ocurre f,,» = 0 y esta ecuacién tiene una o varias raices reales y' = k;, entonces

integrando
y=kx+c

que es una familia monoparameétrica de rectas, que podemos suponer, estd contenida en la familia biparamétrica,
descrita con anterioridad.. De esta forma, en el caso f = f (z) todas las lineas rectas posibles de la forma

Yy =cC1T + Ca
son estacionarias.

Ejemplo 4.36 La longitud del arco de una curva es de la forma:

L(y) = / "t e

se trata por tanto del caso anterior, donde f(z) = v/1+ 22. La ecuacion de Euler-Lagrange para este caso

particular es

d d y'
—fy=0=— | == =0

dx 1 + (y/)2
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y derivando respecto a x

3 .y :O@ﬁ'yﬂzo
[1+(y’)}

cuya unica solucion es
1!
yY' =0 y(@)=cr+ec

Cuando f = f(z,2)

En este caso, también ocurre f, = 0 y la ecuacién 4.20 toma la forma

d
%fy’ (‘Tvyl) =0

que tiene como primera integral
f y = Cl

Ademas, como la ecuacién de primer orden obtenida no contiene a y, ésta puede integrarse o bien resolviéndola
directamente respecto a 3 e integrando o bien introduciendo un pardametro escogido en forma adecuada.

Ejemplo 4.37 Como se ha visto al principio de la seccion para caracterizar las geodésicas suaves sobre una
esfera de radio R habia que minimizar el funcional

LY)=R / VO (0 st (1) + of ()2dt

¢ (0)=0
0(1) = 0
@(1) #1

A partir de las ecuaciones paramétricas (0 (t), ¢ (t)) podemos obtener una expresion de 0 en términos de p:
0 =y (p), de donde por una parte

00 =2 =V ()¢ (0> T3 =1 (0) (1.21)
y por otra
o (t) = d“’d—it) o o (1) dt = dy (4.25)

por lo que el funcional se puede expresar como

L(Y) :R/\/H’ ()2 sén (t) + & (t)2dt:R/gp’ (t)\/<9/ (t))Zséw(t)Hdt

y utilizando 4.24 y 4.25 obtenemos

L(y) = R/l 1+ (¢)seng)dg
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Si tomamos ahora ¢ = x el problema es buscar el minimo de

L(y) = R/1 \/1 + (¢ (2) senz)’dx

sobre el conjunto
D' ={yeC'0,z1]: y (1) =0}

f:f(x,Z):R\/l—i—zngnx

Rzsen?x
V1+22sen?x

de manera que las funciones estacionarias y son aquellas para las que sucede

En este caso

por tanto

fo(zy2) =

Ry sen? x
\/1 + 4/ () sen? x

siendo ¢ una constante, cuyo valor podemos determinar teniendo en cuenta que esta expresion es vdlida para
todos los valores de x en el intervalo [0,21] y tomando en particular x =0

=C

Ry sen? x

\/1 + 9/ () sen? x _0

=0

luego
c=0

De manera que tiene que cumplirse y' (x) =0 y de ah{
y(x)=A

con A constante. Esta expresion de y (z) corresponde a los circulos mdzimos de la esfera.

Cuando f = f(y,2)

Si f no depende explicitamente de la variable z y la funcién y (x) € C? ([a, b]), la ecuacién de Euler-Lagrange
4.20 se reduce a una de primer orden, ya que llamando

al derivar respecto de x, se obtiene

H’ d

ZE[H(@]:fm“‘fy'y/"'fy"y”

y teniendo en cuenta que f; = 0 y que también se cumple la ecuacién de Euler-Lagrange 4.20 entonces

d d
J 2 — N Lo = 2 ool
dx(fy) Y+ fyy dx(fy y')
y el segundo miembro es la derivada de un producto, de donde
H= f; Y+ A

con A una constante. Como H = f se tiene la ecuacién diferencial de primer orden

f=fy-y=A (4.26)
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Ejemplo 4.38 Se aplica el resultado al problema de la braquistécrona formulado al principio. El problema
consistia en minimizar la expresion

11+ (@)
T(y) = 5 / dx
V290 V()
sobre el conjunto de funciones

D= {0 <yeC0,z1] : y(0) =0,y (x1) = yl;/ (y ()" da < +OO}
0
FEn este caso
V14 22

fy,2) = 7

1 ,
salvo el factor constante NeTE De aqui obtenemos

fom = = fy = ———
\/(77 1+Z2 \/y 1_|_(y/)2

Y utilizando la expresion 4.26

1+ (y)? y

o de forma equivalente

NN

Si se eleva ambos miembros al cuadrado teniendo en cuenta ademds que y > 0

y (1 + (y’)2) = e/ - =1 (4.27)

Si ahora introducimos el cambio de variable dependiente = 0 (x) de forma que

2] 2
y:C2Sgn§=%(l—COSQ) 0<0<2m

entonces

2 —y = c?cos? 3 e 1y =c* sen 2083

Y sustituyendo ambas expresiones en la ecuacion diferencial 4.27
0 2
2 (sén= )0 =1 0 C—(l—cosH)@’zl
2 2
e integrando

G-

siendo ¢1 una constante.
Cambiando c®/2 por ¢? se obtienen las ecuaciones paramétricas de la braquistécrona

x=c*(0 —senf) +c;

y=c*(1—cosf)
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4.5.3 La Segunda Ecuacién

Cuando f = f(x,y,2) € C'([a,b] x R?) e y es una solucién de clase C* ([a,b]) de la primera ecuacién
Euler-Lagrange (ecuacién 4.20), la integracién directa produce

€T

d xT d T T
Tl =ty [ gltde= [ pa= iy = [ paeea (4.28)
con A una constante.
Por otra parte, si y € C? ([a,b]) y derivamos f respecto a z, se obtiene
d d

% [f] = fz+ fyy/ + fy’y// = fz+ di; [fy’] y/ + fy’y// = fz + dx [y/fy’]

y por tanto
L=t
o integrando .
=ity = [ L0
a
donde ¢ es una constante.

Proposicién 4.39 Sea
b
1) = [ F@yle).y @) de

con f €C! ([a,b] x R?) y
D={yeC'[a,b:y(a) =a1;y(b) =b}

Siyo € D es una funcion extremal para J en D, entonces en [a,b], la funcidn yo cumple la seqgunda ecuacion
de Euler-Lagrange

f=9'fy = / ) fa (t)dt +co (4.29)

para alguna constante cg.

4.6 Condiciones de transversalidad

Utilizaremos ahora el mismo andlisis que el descrito anteriormente para encontrar las ecuaciones que deben
cumplir las funciones extremales, cuando alguno de los extremos es libre (o ambos), y también cuando existen
restricciones isoperimétricas (condiciones integrales de igualdad o desigualdad) en el problema.

4.6.1 Extremos libres

Supongamos de nuevo que la funciéon f = f(z,y,2) € C' (la,b] x R?). Y para cada y € ¥ = C'[a,b]
definimos el funcional

{Nw=/f@w@%d@DM

Queremos minimizar J (y) sobre el conjunto
D" C{yeCab]:y(a)=a}
donde ahora el valor de las funciones y no est4 fijo para x = b. Recordemos que la variacién Gateaux para este

tipo de funcionales, viene dada por la expresion

dJ (y + ev)

6J (y;v) = e

b
z/fyv—i—fy/v’da:
e=0 i
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donde se ha utilizado la notacién simplificada.
En este caso no podemos aplicar los lemas anteriores, puesto que ahora si v es una direccién admisible, debe
ocurrir
y+eve Db

lo que implica que
v(a)=0

pero no condiciona el valor de v (b). Sin embargo, si integramos por partes el segundo término del integrando

b b b b b
/fyv—i—fy,v'dx:/fyvdx—i—/fy/v’dx:/fyvdx—i— fy/v|Z—/di(fy/)vdaz
T

a
Después de simplificar obtenemos

b

1 0) = [ (£ 45 () ot £ B0 )

a

Si ahora g es un extremal de J (y) deberfa ocurrir
8J (yo;v) =0
es decir
b
/ (fy -2 (fy/)> vdz + fyr (b) v (b) =0

a

Puesto que v (b) no tiene porqué ser 0, esta variacién serd cero si y cumple
d y
fy— T (fy)=0 (Ecuacién de Euler-Lagrange)
x

fy () =0 (Condicién de transversalidad)

Del mismo modo, se obtiene la condicién de transversalidad que deberia cumplir un extremal si y es libre
en el extremo inferior del intervalo a
fy (@) =0
Para el caso méds general en el que la funcién y que define el funcional no esté condicionada por los extremos,
es decir, si y (a) e y (b) son libres, entonces, las condiciones que debe cumplir un extremal serdn

fom o Ufy) = 0
fy ) =0
fy (@) =0

4.6.2 Restricciones Integrales

En el caso de que las funciones y que minimizan el funcional

deban cumplir restricciones integrales del tipo

b
G (y)z/gk (2y @),y (2))dz =k €R  k=1,....N (4.30)
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se ha visto en la primera parte que en este caso si Yy minimiza J=J+ Zszl At Gy, entonces yo también
minimiza J bajo las condiciones A\Gy (y) = MGy (yo). Por tanto, si yp minimiza a J tendréan que cumplirse
las ecuaciones de Euler-Lagrange para su integrando

b

N b
j—/{f($7y($)7y/ (I))+Z)\kgk (x,y(x),y’ (x))}dx—/f(x,y(:ﬁ),y’ (x))dl‘

. k=1

siendo

B N
F=F+> Mgr

k=1

luego
2 (5) -

Los valores de A\, se determinan utilizando las ecuaciones 4.30.

4.7 Bibliografia Béasica del Tema

1. Variational Calculus and Optimal Control. Optimization with Elementary Convexity. John L. Troutman.
Ed. Springer Verlag (UTM Series)

2. Ecuaciones diferenciales y cdlculo variacional. L. Elsgoltz Ed. MIR (Rubinos-1860, S.A.)

3. Introduccion al Control Optimo. Agustin Jiménez Avello & Eduardo Jiménez Moreno. Ed. Universidad
Politécnica de Madrid (ETSII, Servicio de Publicaciones)
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