Curso 2021/2022

Grado en Ingenieria Quimica Industrial

Matemadticas Il - Soluciones a los problemas del tema 7
Ecuaciones diferenciales

-i n d ust r-l'a IE‘ g Introduccién a las EDO. Ecuaciones de orden 1

etsii UPCT

1. Encuentra la solucién general de las siguientes ecuaciones:

32

(@) v= o (b) o =day? (c) ¢ =3y
)

(d) v =¢ (&) v=yy—1) (f) v="
(8) v +2y=4 (h) v +3y=e3 (i) ¥+ (2tanx)y =senx
R / 2£ -9 k / 2, _ b 2 [ / g _ 2
() y—i—x— cos T (k) ¢ + az*y =bx (1 y—i—ax—x

1 2
(m) y'—;yzzﬁ (n) y'cosz+ysenz=1 (o) y’—%y:m’; a#0,1

(p) (sean—y)d:v:tanxdy (q) y':y—lnx—l—i

d
Solucién: Se indica el tipo en cada caso. Notar que se expresa 1y’ = d—y
T

a) Variables separadas

3$2 y2
y’:—@ydy:3w2dm@?:w3+0@y2:x3+20
Y

La solucién en forma implicita es
22 — P+ K =0
tomando K = 2C.
b) Variables separadas
-1

1 1
!’ 2 _ _ 2 _
y = dxy @—y2dy—4$da:<:>—§—2x +C’<:>y—2$2+0

c¢) Variables separadas
3

1
y = 3J:2y & —dy = 322dr < In ly| = 2+ 0 Yy = P +C _ B
Yy

d) Variables separadas
3
y2y/:ex<:>y2dy:ezdm<:>%:ex+0<:>y3:361+30236m+K

y la solucién es

y= 3" + K = (3¢" + K)/3



e)

Variables separadas
1
/
y=yly—1) & ——=dy=dzx
-1 y(y—1)

La integral de la izquierda la realizamos mediante descomposicién en fracciones simples

1 A B
/dyz/(—i—) dy = Aln|y| + Blnl|y — 1]
y(y—1) y y—1

Calculamos los valores A y B

1 A B A(y—1)+ By A=-1
— = —+ = SAly-1)+By=1< (A+B)y-A=1%
yy-1) y y-1 y(y—1) w=1) ( ) B=1
por tanto

1 y—1
———dy=—Inly|+In|ly—1|=1In '
[ = bl v iy
por tanto
1 y—1
————dy=dr=1In =z+C
y(y—1) y
y tomando logaritmos
-1 1 1 1
y—- :e$+c<:>1—f:Be””(:)le—Bex@yzi
Y Y Y 1 — Be®

Variables separadas

/

1 1
y :gﬁfdy:—dxﬁln\m =In|z|+C & y=Bx
x oy x
Lineal no homogénea
y' +2y=4
Primero resolvemos la homogénea
Y +2y=0

que es de variables separadas con solucién
1
Y +2y=0cy =2y —dy=-2dr = n(y)=-20+C&y=DBe *®
Yy
y hacemos variacién de constantes
y(z)=B(zx)e * =y (2) = B (z)e > —2B (z) e **
y sustituyendo en la EDO homo génea
Yy +2y=4= (B'(z)e * —2B(z)e ) +2B(z)e > =4=DB'(z)e > =4
de donde

e integrando

luego la solucién buscada es

y(2) = B () e = (26 + C) e = 2.4 Ce



h) Lineal no homogénea

y/ + 3y _ 6731’

Primero resolvemos la homogénea
Y +3y=0

que es de variables separadas con solucién
/ / 1 -3z
Y +3y=0<y =-3ys —dy=-3dr < In(y) = -3z+C < y= Be
Yy

y hacemos variacién de constantes
y(x)=B(z)e 3 =9/ () =B (z)e3® —3B(z)e>®
y sustituyendo en la EDO homogénea
Y +3y=e = (B (2)e* -3B(x)e ) +3B(x)e ¥ = =D (2)e ¥ =

de donde

e integrando

luego la solucién buscada es
y(z)=B(@x)e 3 =(z+C)e ™

i) Lineal no homogénea
Y + (2tanz)y = senx

Primero resolvemos la homogénea
Y + (2tanz)y =0

que es de variables separadas con solucién

senx

1
y+2tanz)y =0& ¢y = — (2tanz)y & —dy = —2 dz < In(y) = 2In (cosz)+C < y = Bcos’x
Y

COST

y hacemos variacién de constantes
y(z) = B(x)cos’z =y (z) = B (x) cos® z — 2B (x) sen x cos «

y sustituyendo en la EDO homogénea

Yy + (2tanz)y = senx =
(B (z) cos? z — 2B () sen x cos z) + 92X Beos?z = senz =
cos T
B'(z)cos’z = senz



de donde

e integrando

luego la solucién buscada es

1
y(ﬁ):B(-’E)COS2£L“=< +C)cos2m:>y(a:):Cc032m+cosa:
CoS T

Lineal no homogéna

2
y + Y 2cosx
x
Primero resolvemos la homogénea
2
v+ =0
x
que es de variables separadas con solucién
2 2 ! 2 1
y'—i——y:0<:>y’:——y<:>y—:——<:>ln(y):—21nx+0<:>y:B—2
x x Y x x
y hacemos variacién de constantes
1 ) o1 1
y(2) = B(2) =5 = (1) = B (2) = — 2B ()

y sustituyendo en la EDO homogénea

(B'@;)l 2B (x) ;3) 42 (B(x)12> — 2cosy =

22
B'(z) — = 2cosz = B'(z)=2z?cosz
e integrando por partes v = 222 y dv = cos zdx, de donde du = 4z y v = senx
B(z) = /2x2 cos xdx = 2% senx — /4:U senzdx
y volvemos a integrar por partes u = 4x y dv = sen xdx, de donde du = 4dx y v = —cosx

B(zx) = 2x*senz — <—4xcosx+4/cosacdx>

= 922%senz + 4z cosx — 4dsenz + C

luego la solucién buscada es

1 1
y(x) = B(x)—2:(2x2senx+4xcosx—4senx+0)—2:>
T T
2x2senx + 4xcosx — dsenzx + C
y(z) = i



k) Ecuacién lineal de primer orden no homogénea con coeficientes variables
Y + ax’y = ba?
Primero resolvemos la homogénea
Y +az?y=0
que es de variables separadas. Si a # 0
! ax3 a3

y'+am2y:0<:>y’:—a:c2y<:)y—:—am2<:>ln(y):—?+0<:>y:Be
Y

y hacemos variacién de constantes
y(z) =B (x) emae/3 o v (z) = B' (v) e—a’/3 _ p (2) axte—ae®/3

y sustituyendo en la EDO homogénea

<B’ (z) e u*/3 _ B (x) a$267”3/3> + ax? (B (x) e*ax3/3> = b’ =
B' () e 3 = pe? =
B (z) = by2eow’ /3

e integrando
b
B(x) = /bx2eax3/3da: = —e®’B 4 ¢

a

luego la solucién buscada es

b b
y(a:) - B (l’) e—a:v3/3 _ <aea;1:3/3 + C) e—aac3/3 . y(a:) _ a + Ce—a:v3/3
Sia=0 .
y'+ax2y:bx2:>y’:bx2:>y: %—i—C’
)
Y +a? =2
T

Ecuacién lineal de primer orden no homogénea con coeficientes variables

y/+ag:$2
T

Primero resolvemos la homogénea
/ Yy
y +a==0
x

que es de variables separadas. Si a # 0

1
y+a==0&y :—a—<:>—:—g<:>ln(y):—aln:n+04:>y:B—a,
x x



y hacemos variacién de constantes

y(@) =B @) =y (1) =B () . ~aB () -,

y sustituyendo en la EDO homogénea

a

<B’ () mi _ B (2) xl+1> +2

1 1
<B (x) x‘l> = 2% = B (z) i 2 = B (z) = 2*™°

e integrando
x3+a

a;&—gé 3+a

+C
B(x) = /x2+“das:
a=-3=In(x)+C

luego la solucién buscada es en funcién de a

m3+a

, ot -3= (5 +C) &
a=-3= (In(z)+C) %

Sia=0 5
T
y/+ag:x2:>y/:x2:>y=§+0
T

Pendientes de resolver (m,n,o0,p,q)

2. Resuelve los siguientes problemas de valor inicial:

r_y+2 ) gty ,:x2—1
@ w ] © {1

y(0)=1 y(0)=0 y(0)=—1

J = $‘£|E'y 2wy = — (22 + 1) ety = ot 4 o
(d) (e) (f)

y(1) =2 y(1)=0 y(2)=0

y':3x2y+x2 y/+y:€—$
() (h)

y(0)=1 y(0)=1

Solucién:

a) Variables separadas
,7y—|—2$ r ., 1
y_x—?) y+2y_x—3

integrando

n(y+2)=ln(z-3)+C=(y+2)=A(x—3)=>y(z) = Az — (34 + 2)



Aplicamos la condicién inicial
y(0)=1=y(0)=-(B4A+2) =1 A=-1
y la solucién es
y(x)=—x+1.

Variables separadas

/ ) —
y ="tV = ¢e%Y = yleV =€

integrando
—e V=e"+C=eV=A-¢"

tomando logaritmos

1
A—e”

—y=ln(A-€")=yx)=—-In(A—-¢€")=In
Aplicamos condicién inicial

1 1
y0)=0=y(0)=In——=0& ——=1A4=2

A—-1 A—1
La solucién es
(z) =In !

4 2 —en

Variables separadas
_ — 22—
R TR A

e integrando

2 a?

Yy ty= 37 +C

Aplicando la condicién inicial y (0) = —1

3

y(0)2+y(0)=%—0+O<:>(—1)2—1=0<:>o=o

y la solucién buscada es

2+ S
yTy=73
Si expresamos la edo como
T 1
y/: +y:>y/:1+g:>y/_iy:1
x x x

que es una edo lineal que resolvemos por el método de variacién de las constantes. Primero

la edo homogénea
/

1 1 Y
y——y=0=y=—y="=—-
x x y
e integrando
In(y) =In(z) +C <y, (x) = Az



Para encontrar la solucién de la no homogénea, hacemos variar la constante A
y(z)=A@)z =y (z) = A (z)z+ A(z)

y sustituyendo en la EDO

Yoly=1e (A @t A@)- (A@)) =16 A @r=1eA (@)= =A@

T T

La solucién buscada es
y(x)=A@)z=(In(z)+C)x

Aplicando la condicién inicial y (1) = 2
y(1)=(n(1)+C)-1=2C=2

y la solucién buscada es
y (@) = (In () +2)

La EDO se puede poner como

2xydy = — (:U2 + y2) dr & (.’L‘2 + y2) dx + 2zydy = 0

que es una EDO exacta, ya que si M (z,y) = 22 +y? y N (z,y) = 22y entonces %—A;

%—Jl. Luego existe f (z,y) tal que

of of
— =M — =N
B (@.9) y 5, =N(zv)
Integrando respecto de z
of _ _ 2,2
9 :>/8da: /M:z:y /(m—i—y)dm
flzy) = *3 + 9%z +g(y)

y usando la otra ecuacién

af

oy =V @y) =2y t+g () =20y =9 W) =0=9()=C
y la funcién f (z,y) es

3
flzy) = %+y2w+0
La solucién y (z) debe cumplir
R w3
flay=K=Z+yr+C=Ke - +ya=(K-0)
y usando la condicién inicial y (1) =0
13 1

Sy 1=(K-0) & (K- 0)= -3

luego la solucién buscada cumple



f) Si expresamos la EDO como

dy

y =zt +yt e (2 +yY) dz — 2yPdy =0
X

zydy =2t +yt & zy?
comprobamos que es homogénea

M(z,y) = z*+y* = MOz, y) = M)+ Oy)! =M (2 +y?) = MM (2,y)

N (z,y) = —:L‘y3 = M (Az,\y) = =z ()\y)3 =\ (—xy?’) = \MN (z,y)
por tanto son homogéneas del mismo grado y hacemos el cambio
Yy =1xzv = dy = vdx + xdv
sustituyendo en la ecuacién

(:1:4 + (a;v)4> dz — z (2v)® (vdz 4+ zdv) = 0
a* (1+vY) dz — 2* (vide + avPdv) = 0

2rdr — 2°03dv = 0

dividiendo por z*

dr — zv3dv =0

que es una ecuacién en variables separables

1 4
dx—xvgdv:0<:>d:p::cv3dv<:>fda::vsdv<:>lnx—|—C:UZ
T

y deshaciendo el cambio con v = y/x

4 4
lnx—l—C:v—:>lnx+C:y—:>y4—4x4(ln:v+0):0
4 4zt

y usando la condicién inicial y (2) =0
y(2)*—4-2"(In24+C)=0C=—In2
y la solucién buscada es

y4—:c4(ln:1:—ln2):O@y4—4x4ln§:0.

Pendientes de resolver: g y h.

3. El proceso quimico formado por dos pasos consecutivos de primer orden
k k
AL B2 C

se modela matemdticamente por medio de las dos ecuaciones diferenciales

a4 _
R
L k14~ kB



Supongamos que las concentraciones iniciales son [A], = a, [B], Jo = 0, y que las concentra-
ciones en el tiempo ¢ son [A] = a—x (t), [B] =y (t) y [C] = z (t)—y (¢). Calcula las concentraciones
en el tiempo ¢ para los casos: (i) k1 = 1, ko = 10, (ii) k1 = k2 = 1,y (i) k1 = 1, k2 = 0,1. Representa
gréficamente las soluciones obtenidas en los tres casos para 0 < ¢ < 10.

[C
(

Solucidn: El sistema se transforma en
d(a—x())
T:—kl(a—x(t)) ' =k (a—x)
=
dy (t) Y =kia — kiz — koy

i ki (a—x(t)) — kay (t)

La primera ecuacién del sistema es una ecuacién de variables separadas

dx
o =ki(a—2x)= a_xdx:kldt
e integrando
—In(a—z)=kit+c1 o h(a—1z)=—(kt+c1) < (a—a)=e Fitte)

luego la solucién general es
z(t)=a—e Fitter) — g _ gyehit
donde hemos tomado ca = e~“. Se debe cumplir la condicién inicial
[AJ(0)=a=a—2(0)=a=x(0)=0

y por tanto
z(0)=a—ca=0=ca=a

y la solucién es
z(t)=a (1 - e_k1t> =[Al=a—z(t) =ae ™™ = [A] e M.
Una vez conocida la funcién z (t), sustituimos en la segunda ecuacién
vy = kia — kia (1 — e_k1t> — koy = klae_klt — koy

que es una edo lineal de primer orden con coeficientes constantes no homogénea. Resolvemos la
ecuacion homogénea

y' = —kay
que es de variables separables como antes

yl

g =—ko=1In (y) = —kot+c3=yp = C4€_k2t

donde ¢4 = €“® con c3 constante. Para hallar la solucién de la ecuacién no homogénea podemos
utilizar variacién de constantes

y(t) =cq(t)e ™
de este modo
(1) = &y (1) et~ hpe (1) e

10



y sustituyendo en la EDO

Y = kiae Mt — kyy = (cﬁl (t) e *2t — kocy (t) e*k2t> = kyae Mt —

simplificando
) (t) et = krae ™™t = ¢ (t) = kpaelk2e =Rt

koca (t) e ket

Para calcular ¢4 (t) tenemos que integrar la expresién anterior, pero esta integral depende de si

k2:k10k27ék1

k1 =ky = Cil (t) =kia = ¢4 (t) = kjat + c5

kl 7é kQ = Cﬁl (t) = klae(krkl)t = C4 (t)

y el valor de y (t) dependerd de si k1 y ko son iguales

2—k1

k1 =ke = y(t) = cq (t) e ¥t = (kyat + c5) e 2

kkéae(k&*kl)t + Cs5

ki ke =y (1) = ca (t) et = (lagoelbai)t 4o ) oot
y aplicando la condicién inicial y (0) = 0 en cada caso
ki =k =y(0)=b=y(t) = (kat)e ™"
k1 # ks =y (0) = kfg;ﬁ +e5=yt) = (kfi?cle(kZ—kl)t _ ﬁ) ekt — kalﬂfakl (e—klt _ e—kgt)
Las representaciones gréficas para cada caso son
a) k‘lzlyk‘2=10. Comokl#kg
[A] = ae ™M= [A] =ae!
k‘la —kit —kot a —10t
Bl = ( 1t 2 ) — [Bl = = o
[B] — e e [B] 5 (e e )
10 4 1 o
[C] = a—[A]—-[B]=[Cl=a 1—66 +§e
1.0
y
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0 f T ; f } + + + + t
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X

11



Comparar concentraciones [A] en azul, [B] en verde y [C] en rojo para el caso k1 =1y

ko = 10.
b) klzlkaZL Comolﬁ:kg
[A] = ae ™! = [A] =ae”!
[B] = (kiat)e ™! = [B] =ate™!
1 1
[C] = a—[A]—-[B]=[C]=a <1 — goe_t + 96_10t>

Comparar concentraciones [A] en azul, [B] en verde y [C] en rojo, para el caso k1 = ka = 1.

c) ]ﬁ:lkaZO,l:%.Comokl#k‘g

[A] = ae k1t = [A] = ae™"
[B] = k2k1ak1 (eiklt - e#egt) ~ [B] = —;0 (eit . eft/w)
€] = a—[A]-[B]=[Cl=a (1 Bty ;o>

12



Comparar concentraciones [A] en azul, [B] en verde y [C] en rojo para el caso k1 =1y
ko = 10.

4. El proceso quimico formado por tres pasos consecutivos de primer orden
Al gl ot

estd modelado matemdticamente por medio del sistema

(d(a—z)
T——kl(a—x)
dc(l?):kl(a—a:)—kgy
d(gtz) :k'gy—k'gz
2(0) =y (0) = 2(0) = 0

donde (a—z), y, z son las concentraciones de A, B,y C, respectivamente, en el tiempo ¢. Supongamos
que ki # ko, k1 # ks y ko # ks. Calcula C como funcién de ¢.

Solucién: Podemos proceder como en el caso anterior con resolviendo la primera ecuacion,
después la segunda y finalmente la tercera de forma recursiva. Las dos primeras ecuaciones son
las del problema anterior, luego como ki # ko las soluciones son

z(l) =a <1 — e”“lt) = [A] = ae~F1t

y) = 0 (et et 5 (B =y (1)

Nos queda por resolver la iltima ecuacién



que es una ecuacién lineal de primer orden con coeficientes constantes no homogénea. Resolvemos
la ecuaciéon homogénea

2= —ksz

que es de variables separables como antes

/

z =—ky3=1In (Z) =—kst+c1 =z, = Cgeik?’t
z

donde c3 = €“! con c; constante. Para hallar la solucién de la ecuacién no homogénea podemos
utilizar variacién de constantes

Z(t) =cy (t) e kst

de este modo
2 (t) =y (t) et — k3ey (1) e 3t

y sustituyendo en la EDO

kikoa —k _
I 1t kat) k
z 7(!{:2—!@1) (e e ) 32 =
ch (t) e F3t _ kac (t) e kst — 7k1k2a e Rt _g=hat) _ poc (t) e kst

simplificando

kik
clz (t) e kst — 7(14:21—221) (eiklt — eikﬁ)

y multiplicando por e~*3!

k:lkga —k _ klkza _ _
/ e 1t kot kst _ _ MN2®  f (ks—k1)t _ (ks—k2)t
(= =k (7= e e (s — 1) (¢ ¢ )

y como ki # k3 v ko # ks integramos directamente

e (t) = kikoa ( 1 e(ks—k)t _ 1 e(ka—kz)t> + c3

(ks — k1) \ ks — k1 ks — ko
y 2 (1)
_ klkga 1 _ 1 _ _
(1) = o (1) e k3t = < < e(ks ki)t _ 76(763 kzﬁ) T > e kst
Q 2 () (ks — k1) \ ks — k1 ks — k2 ’
k‘lkiga < 1 —kit 1 _k2t> —kat
= e - —e + cge ™
(ks — k1) \ k3 — ky kg — ko 3
como z(0) =0
k1koa < 1 1 > k1koa
z(0) = — +c3=0=c3=
0) (ka — k1) \ks — k1 ks — ko 3 57 (ks — k1) (ks — kg)
y por tanto
k1kaa ( 1 —kyt 1 —k t) kikaa —k33t
z(t) = et — ———eT"2 | + e "3
®) (k2 — k1) \ ks — k1 ks — ko (ks — k1) (k3 — k2)
e*klt e*th e*k‘33t
= akiky ( - + )
(k2 — k1) (ks — k1) (kg — k1) (ks — ka2) (ks — k1) (k3 — k)
k k e*klt e*k}gt e*k33t
= a + +
e ((kz — k1) (ks — k1)~ (k1 — k2) (ks — ka) (k1 — k3) (k2 — ka))

14



5. Consideremos un circuito eléctrico tipo RL formado por una resistencia y una bobina. Las leyes de
Ohm y Kirchhoff establecen que la intensidad I de corriente eléctrica que circula por el circuito en

el tiempo t obedece la ecuacion
dl
L—+RI=F
dt
donde las constantes L y R representan la inductancia y la resistencia, y E es la fuerza electromotriz
generada por el generador o la bateria. En el caso de corriente continua E = FEj, constante. Resuelve

el siguiente problema e interpreta fisicamente la solucién obtenida:

dl
L— I=F, t
dt+R 0, >0
1(0) = 0.

Solucion: Es un PVI donde la ecuacion diferencial ordinaria es lineal de orden 1

dl dl
L—+RI=0&L—

_ l.. R _ R _ po—Rt/L
7 i RI<=>Id]— Ldt<:>1nf— Lt+C<:>Ih—Be

donde se ha puesto B = €®. La solucién de la no homogénea se hara por variacién de constantes

I(t) = B(t) e*Rt/L =T (t) - (t) eth/L - %B (t) eth/L

y sustituyendo en la EDO homogénea

g (t) e_Rt/L> +R (B (t) e_Rt/L) = Ey= LB (t)e ™/t = By = B (t) = Eo pre/e

L B/ —Rt/L _
(7 e -3 g

e integrando
_ Ey Rt/L 3, _ Eqo Rt/L
B(t)—/Le dt—Re +C

luego la solucién buscada es

I(t)=B(t)e ™= <]j;°eRt/L + 0) e L = % +Ce /L

Usando la condicién inicial I (0) = 0, obtenemos

E E
10)=F+C=0=C=-—2

y la solucién es
E E
1(t) = 0 o ce—Rt/L — 0 (1 _ eJit/L)

Tomando t — oo
lim 7 (t) =0.
t—o0
6. Para un circuito tipo RC formado por una resistencia y un condensador, la intensidad de corriente [

satisface la ecuacién diferencial
dl I dE
L—+—-=—
dt  C dt
donde la constante C' representa la capacitancia del condensador. Resuelve la ecuacién anterior para

la condicién inicial 1(0) = 0 en los casos: (i) £ = Ep, constante, y (i) E(t) = Egsen (wt).

Solucion:
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i.) Si E = Ej es constante, elrltonces”il—j:J =0y la edo queda como
dl 1
L—+—==0
TG

que es de variables separadas

a1 a1 1dl 1 1
e Iy S B N S Ny SRR
a e ety Te v ta T e Th ol Tk

y por tanto
I(t) = Ke Y€

Usando la condicién inicial I (0) =0
I0)=K=K=0

y la solucién es
I(t)=0

ii.) Si E = Epsen (wt), entonces

dFE
i Eyw cos (wt)
y la ecuacién es no homogénea
ar 1
LE + ol Epw cos (wt)

La solucién de la homogénea la hemos obtenido en el apartado anterior
I (t) = Ke '/t
Si usamos el método de variacién de las constantes obtendremos la solucién de la no ho-
mogénea
1

K (t) e—t/LC’

I(t)=K(t)e =T () =K' (1) e~

y sustituyendo en la EDO homogénea

L (K’ ) et — L g e_t/LC> + éK (£) e~t/2C = Fow cos (wt)

LC
simplificando

LK’ (t) e /"¢ = Egw cos (wt) = K’ (t) = %etﬂ:o cos (wt)
e integrando

E E
K (t) = / %“’et/w cos (wt) dt = %” / e'/1C cos (wt) dt

Aplicando integracién por partes (dos veces):

etIC (C Lw sen (wt) + cos (wt))
1+ (wLC)?

K (t) = FyCw + A
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con A constante de integracién. La funcién I (t) serd

T(t) = K (t) e t/2C — <EOC’w (CLw slej_(c(uj)L—g)c;)s (wt)) . Ae_t/LC>

Usando la condicién inicial I (0) = 0, obtenemos

EOC’w

I(O) = (E()Cw m

1+ (wLC)

y la solucién final serd

I = <E0Cw (CLwsen (wt) + cos (wt)) EyCw et/LC>

1+ (WLC)? 1+ (WLC)?

E
= 1—}—((:,‘)6[1?10)2 (C’Lw sen (wt) + cos (wt) — e_t/LC>
= L‘“JQ (C Lwsen (wt) + cos (wt)) — Lw?e—t/LC
1+ (wLC) Tt IC)

©Silvestre Paredes Herndndez®
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