Curso 2021/2022

Grado en Ingenieria Quimica Industrial
Matemidticas Il - Soluciones Problemas Tema 6
Calculo en varias variables

-i n d ust r--l'a IE' g Integracién miltiple de Riemann

etsii UPCT

1. Calcula las siguientes integrales dobles sobre los dominios indicados
(@) [[r zy dx dy R =10,1] x [0, 3]
(b) [[r ye® dz dy R =[-1,1] x [0,2]
(c) [fz ycos (z) dxdy R =[0,7] x [1,2]
(d) [[ryarctanzdzdy R =[0,1] x [0,1]
(e) [fp 2 dx dy D= {(z,y) eR? | 2? +¢*> <1}
() [fp (2% +y) dzdy D= {(z,y) eR?|2? +y*> <1}
(&) [[p(y+Inz)dedy D={(z,y)eR?|I<a<1, 2?2<y<a}
() [/ Va2 —y2dzdy D = Interior del tridngulo de vértices (0,0), (1,—1) y (1,1)
() [[pxy da dy D = Interior del tridngulo de vértices (0,0), (1,1) y (2,0)
0) [/ VA — 2 dxdy D = Recinto limitado por las curvas y?> =2z e y> =8 — 2z
3 2

(k) [[p (z* +y?) dedy ~ D = Recinto limitado por las curvas y = a® e y =

(h ffD e*Vdady D = Recinto limitado por las curvas 42 =z y lasrectasz =0 ey = 1

Usamos el teorema de Fubini en todos los apartados

a) [[rrydedy R =10,1] x [0,3]
Integral doble sobre un rectdangulo, como la funcién es continua, la funcién es integrable y
por tanto las integrales iteradas coinciden:

//Ra:ydmdy = /01 xdx </03 ydy>

Integramos primero respecto de y

o] - -



y el resultado lo integramos respecto de x

L /9 9,172 9 9
fo()ee=],= (3] -0
b) [[Jpyetdrdy R =[-1,1]x0,2]
Integral doble sobre un rectdngulo

1 2
// yedxdy = / e*dx </ ydy)
R -1 0

Integramos primero respecto de y

-0

y el resultado lo integramos respecto de x

/l €% (2) dz = [2¢%)°= | = [2¢] — [2e7'] =4Sh1.
-1

¢) [[rycos(z)dedy R=1[0,7]x[1,2]

//Rycos(x)dxdy:/;exda; (/12ydy>

Integramos primero respecto de y

fon=l] =) 3] -3

y el resultado lo integramos respecto de =

/07r cos () (g) do = B Senx] Z: —[0] - [0] = 0.

d) [[ryarctanzdrdy R =10,1] x [0,1]

1 1
// y arctan xdxdy = / arctan xdx (/ ydy)
R 0 0

Integramos primero respecto de y

[0

y el resultado lo integramos respecto de x

1 1 1 /1
/ arctan xdzx () dr = / arctan xdzx,
0 2 2 Jo



esta integral la hacemos por partes tomando v = arctanx y dv = dx, por tanto du = 5 +1I2 dx
yuv==x

T
/arctanxdm = xarctanx—/2d$:
1+

1
= garctanz — 3 In (1 + $2)

de modo que

;/Olarctanxda::; [(marctanx— %m (1+x2)>ril :% [(Z - ;1112) - (0)] = % (g —ln(2)>

[Jr2xdedy R={(zy) eR*|z?+y?> <1}
Integral doble sobre un circulo de centro (0,0) y radio 1 y que representamos en la siguiente
gréafica

h(y) . a(y)

y que puede definirse como

R={(zy) eR?|-1<y < L—V/T—y? <o <V/T- 7}

En este caso se ha elegido expresar z en funcién de y, por la forma de la funcién del
integrando 2z, cuya primitiva es 22 y permitird eliminar la raiz cuadrada. Asi, usando el

teorema de Fubini
1 V1—-y2
// 2xdxdy = / dy/ 2xdx
R -1 —\/1—y2

Integramos primero respecto de z

1—y2 o1y=1/1—12 9 )
/1y22:cda::[x]y__ -] - - =0

y el resultado lo integramos respecto de y

1
/ Ody =0
-1



f) ffR(x2+y) dz dy R:{(x,y)€R2|x2+y2§1}
Integral doble de una funcién continua sobre un circulo de centro (0,0) y radio 1, notar que
el conjunto es el mismo que el del apartado anterior, pero por la forma de la funcién, en
este caso consideramos la siguiente definicién del conjunto R :

R:{(x,y)€R2|flgmgl;f\/lf:ﬁgyg\/lf:ﬂ}

y | om

h(x)

de modo que

1 V1—x2
//R(mz—l—y)dmdy:/ld:c/ : 2(:1624—y)dy

Integramos primero respecto de y

Vi—z? y? y=v1-z?
/ (2 +y) = {:1:23; + ]
—/1—22 2 y=— /1_$2

= {xz 1—3:2—1—;(1—962)]—[—3:2 1—x2+%(1—x2)

= 2221 — 22

y el resultado lo integramos respecto de x
1
/ 222/ 1 — x2
-1

Para x = —1= —1 =senty = tg = _%

para ello hacemos el cambio

Tz =sent = dr = costdt =
Parax:1:>1:sent1:>t0:g



y calculamos la integral

21 2 1—cosd
’ sen22tdt:/2 ﬂdt

/iQsenZt 1 —sen2tcostdt = /WQSGH tcos? tdt = /7r 5 ] 1
2 2 2 2
_ [1t sen 4t} t=n/2
4 t=—m/2
_ [17T send ( )] [1 ( 7r) Sen4(—g)]
42 4 2 16

T

4

q9) ffR +1Inz) dx dy R:{(:c,y)eRZI%Smgl,x2§y§x}
Representamos el conjunto R

1
R:{(:p,y)ER2|2§$§1;x§y§x2}

y 1.0_

0.5 1

Usamos el teorema de Fubini

1 T
// (y—l—ln:v)d:vdy:[ d:z;/ (y+Inz)dy
R 3 z2

y ahora integramos primero respecto de y

T 1 y=x 1 1
/ (y+Inz)dy = [2312 +yln a:] = [2332 + xlnx] — [23:4 + 2% 1In a:]
x

2 y=x2
= (.z—:c )1n1:+;(:n —z4)

y el resultado lo integramos respecto de x

1 1 1
/ <; (a? —a%) + (z - 2?) lnﬂﬁ) dx = ;/1 (2? — 2*) dz +/1 (z — 2?) Inadz
2 2

NI



La primera integral es inmediata, mientras que la segunda integral se hace por partes, con

.’EQ T

u=Inz,ydv= (x—mQ) dx y por tanto du = %dazyv: 5 — % de forma que

1 2 3
/ (l‘—$2)ln$d$ = (x_:v) lnaj—/
L 2 3

por tanto

1 505 5 1, T
B T T (2
13 89 1
S R I N T

180} {2880 1211]
1
_ Ll 9
12 2830

h) [ Va?—y*dxdy R = Interior del triangulo de vértices (0,0), (1,—1) y (1,1)

Representamos grificamente el conjunto D

y

A
g(x)
R

h(x)

que puede describirse como

R={(z,y) eR*|0<a< -z <y<ua}

1 x
// Va2 — y2dxdy = / dm/ Va2 —y2dy
R 0 —x

Integramos primero respecto de y
xT
/ V2 —y2dy
—X

6



haciendo el cambio
y=xsent = dy = xcostdt

con extremos de integracion —5 y 5
2 2 21 2t
/ Va2 —ax2sen?trcost dt = / z?cos?t dt:x2/ H%dt
-3 -3 -3
o[t sen2t]="/? o
= I — + = r°—
27 4 |, T2
y luego respecto de y
1 T 1 372=1
x
/ dm/ \/$2—y2dy:77/ o == |2 =2
0 a 2 Jo 213, 6

i) (i) [[gzydxdy R = Interior del tridngulo de vértices (0,0), (1,1) y (2,0)
Representamos graficamente el conjunto R =Interior del tridngulo de vértices (0,0), (1, 1)
y (2,0)

g(x)

que puede describirse como
R={(z,y) eR*|0<z<2;h(z) <y<g(z)}

donde

La integral serfa

2 g(z) 1 x 2 2—x
// xydxdy :/ da:/ xy dy :/ dx/ Ty dy+/ dx/ xy dy
R 0 h(z) 0 0 1 0



Integramos primero respecto de y cada una de las integrales

/x J [xy2]y=1 :C3
rydy = |- =
0 2 2

y=0
2—x 21y=2-z 2
2— 1
/ ry dy = [3:32/] = 93(21:) = 53:3 — 222 + 2z
0 y:[]

y después integramos respecto de x

1 T 1.3 472=1
T T 1
dac/ :chdy:/ dx:[] = —.
/o 0 0o 2 8 8

=0
2 2—x 2 4 3 =2
1 2
/ dx/ zy dy = / <a:3—23:2+23:) dx = [:E—:E—f—xﬂ =
1 0 1 \2 8 3 z=1

La integral total serd

1 5 1
dody = - + = =
//nyxy s 72173

7) () [fr V4—y?dzdy R = Recinto limitado por las curvas y* = 2z e y* = 8 — 2z
Representamos la regién R graficamente

El punto de corte de las dos curvas y que determinara el rango de la y estd determinado
por las soluciones del sistema

y? =2z
—2r=8—2r=4r=8— 2 =2
y? =8 — 2z

siendo los valores para la y

y2:2x:>y2:4:>y::|:2



de modo que el conjunto R estard definido por

R = {(x,y) eR?| 2<y<2h(y) <z <g(y)}

2 2
]
= {(m,y)€R2—2§y§2;y2§x§ 2y}

y usando Fubini

2 8=y
// \/4—y2dxdy:/ dy/22 V4 —y2dx
R 2 Ju

2

Integraremos respecto de =

2

87y2 2
LZQ \/4y2dm=v4y2[8_y y]: TP (a-y) = (4- )"
2

2 2

y después integraremos respecto de y

87y2

2 2
/2dy[!22 /4_y2dx:/2(4_y2)3/2dy
_ v _

Hacemos el cambio

y? = 4sen’t
y =2sent = 4—y2:4—4sen2t:4(1—sen2t):40082t
dy = 2 costdt

y los extremos de integracién son

y=-2=-2=2sent=1t=—35

y=2=2=2sent=1=73

por tanto
2 w/2 /2 w/2
/ (4— y2)3/2 dy = / (4cos?t) 529 cos tdt = 16/ cos? tdt = 16/ (cos? t)2 dt
—9 —7/2 —7/2 —m/2

T/2 /1 2t\ 2 T/2 /1 29t 2
- 16/ (+ cos > dt — 16/ < T ) dt
/2 2 2 \4 4 2

m/2 ([ 1dcosdt g0y T/2 /3 cosdt  cos2t
= 16 - 2 t =16 = dt
/_m(ﬂ T /_ﬂ/2<8+ T 2)
sen4t+sen2t t=m/2

16 4

= 6.

— 16 [3t 4
8 t=—m/2

k) (k) [[r (z® +4?) dedy R = Recinto limitado por las curvas y = 2% e y = 2
Representamos la regién R graficamente



yiot
a(x)
05T
h(x)
0.0 t } + }
0.5 1.0
X

El punto de corte de las dos curvas y que determinard el rango de la x estd determinado
por las soluciones del sistema

y = $2 o = 1
— ==’ -1)=0=
siendo los valores para la y
Yo=1
y1=0

de modo que el conjunto R estard definido por

R={(z,y) eR*|0<y < L;z° <y <a?}

1 x?
//72(x2+y2)dxdy:/0 da:/3 (m2—|—y2)dy

Integraremos respecto de y

z? 3qy=2" 6 9
2 2 2 Y 4, T 5, %
+ dy = + = = +
/1’3 (x Y ) Y [a: Y } [m } [w + ]

y==°

y usando Fubini

y después integraremos respecto de x

1 x? 1 26 29
/ dw/ (51:2—1—3/2) dy = / <x4+—x5—> dx
0 :U3 0 3 3

) ffR e"/Ydxdy R = Recinto limitado por las curvas y2 = z vy las rectas © = 0 e y = 1 Podemos
representar a la regién R graficamente como

10



0.0 t f * f
0.0 0.5 1.0
X

El punto de corte de las dos curvas es el (1,1) de modo que el conjunto R estaria definido
por
R={(z,y) eR*|0<z<1;Vz<y<1}

1 1
// ex/yd:cdy—/ da:/ e*/Ydy
R 0 Jz

Integraremos respecto de y
1
/ ex/ydy
N

La funcién no tiene primitiva conocida respecto de y, asi que vamos a intentar cambiar el
orden de integracion

y usando Fubini

h(y)

y el conjunto podria definirse como

R:{(x,y)€R2]Ogygl;OSxSyz}

1 y2
// e*!Ydzdy :/ dy/ Yz
R 0 0

11

de este modo



Y podemos integrar respecto de x

y? v? 1 z=y? 2
/ e dr =y / ~e"Vdy = [yew/ y} = [yey / y} - [yeo/ y] = [ye?] — [y] = ye! —y
0 o Y z=0
y ahora integrar respecto de y por partes
1 27y=1 2
1 0 1
[rver—vay=|w-ver -4 —la-ne-g]-Jo-pe-F) =]
0 y:O
2. Calcula, efectuando el cambio a coordenadas polares, las siguientes integrales dobles:
Recordemos que el cambio a polares implica
xr = rcost

= rsenf

con

’detﬁ(w,y)‘:

o (r,0)
a) ffRe“?2+y2d:pdy D={(z,y) eR|a?+y* <1}
El conjunto
R={(z,y) eR|2z*+y* <1}

se transforma en

R ={(r,0) eR|0<r<1;0<0<2r}

thetag £
5__
4__

3+

X 2T

1+

La funcion
2

f(z,y) = T = f(rcosf,rsenf) =e"

Al realizar el cambio de variable

2w 1
// e$2+y2dxdy = // e rdrdf :/ d0/ re” dr
R ' 0 0

Integramos primero respecto de r

=1
/17"6’"2dr: Lo . L
0 27 |, 2 2

y ahora respecto de 6

2m 1 5 2m 1 1
/ d9/ re’"dr:/ <e—)d0:7r(e—1)
0 0 0 22

12



b) ffR\/md:de R={(z,y) eR|a?+y* <4}

El conjunto
R={(z,y) eR|2®+y* <4}
se transforma en

R ={(r,0) eR|0<r<20<0<2r}

theta g f

54+

4+

3+

X 2+

1+

La funcién
fzy) =1/ (@2 +92)°® = f(rcosd,rsend) =r’

Al realizar el cambio de variable

2w 2
// \ (22 + y2) dedy = // r3rdrdf :/ d9/ ridr
R R 0 0

Integramos primero respecto de r
r=2

2 5 25
/ ridr = [T] = —
0 D r=0 5
21 2 27 1 641
d9/ r4dr—/ ()d@—
/0 0 0 5 5

c) ffR In (372 + y2) dx dy R = Recinto limitado por las circunferencias 22 + y?> =1y 22 + y?> =4
El conjunto

y ahora respecto de 6

R={(z,y) eR|1<2*+y* <4}
se transforma en

R ={(r,6) eR|1<r<20<6<2r}

theta g |

T .
\/ §

13



La funcion
f(z,y) =In(2® +y*) = f(rcosf,rsend) =Inr® =2Inr

Al realizar el cambio de variable

2m 2
// In (x2 —l—y2) dzxdy = // 2rInr drdf :/ d@/ 2r1n (r) dr
R R/ 0 1

Integramos primero respecto de r

/122rln(7") dr = [72111(7“) - iLj — (4ln(2) - 2) - <o- ;) 423

y ahora respecto de 6

2m 2 2m 3
/ d@/ 2rIn (r) dr—/ (41n2—>d0—7r(81n2—3)
0 1 0 2

d) ([ (@2 +y)dedy R={(z,y)eR?|22+y><1, >0, y>0}

El conjunto
R={(z,y) eR*|2* +¢y* <1,z >0,y > 0}

se transforma en

R ={(rn0)eR[0<r<10<0< ]

Y theta* |

La funcion se transforma en

f(z,y) =+ (22 +y?) = f(rcosf,rsenf) =r

2 1
// \/(:U2+y2)dxdy:// T2drd0:/ de/ r2dr
R ' 0 0

Integramos primero respecto de r
1 377=1
1
[
0 3 r=0 3
2m 1 2
1 2
/ d9/ r2dr:/ ~do ="
0 0 o 3 3

14

Y la integral

y ahora respecto de 6



) [fpel ) drdy R ={(z,y) €R? |22 +y? <1, y <0}
El conjunto
R={(z,y) eR* |2 +y* < 1,2>0,y >0}

se transforma en
R ={(r,0)eR|0<r <17 <0<2r}

y + thetas fx:

-05 1.2
r

La funcion se transforma en

f(z,y) = (e +?) o f(rcosf,rsenf) = e

271 1
// e(x2+y2)dxdy = // re” drdf = / d@/ re” dr
R R/ T 0

Integramos primero respecto de r

1 r=1
1 1 1
/ re’” dr = |:6T2:| = —-e— —
0 2 o 2 2
y ahora respecto de 6

2m 1 2 2m 1 1 T
/7r d@/o re dr—/Tr (26—2>d0—2(e—1)—

3. Calcula utilizando integrales dobles, el drea de los siguientes conjuntos:

Y la integral

Para calcular el drea de un conjunto R, se utiliza la integral doble de funcién f (z,y) = 1 sobre
ese conjunto.

a) El interior de la circunferencia de radio R.
Solucién: El conjunto es

R:{(x,y)€R2|:U2+y2§R}

o en polares
R ={(r,0) eR| 0 <7 < R;0 <0 <2}

15



Si lo hacemos en coordenadas cartesianas

R VR2—x2
// d:vdy:/ d:v/ dy
R -R —VRZ—32

de forma que integrando respecto de y

N
/ dy = 2v/ R? — 22
_JRE=?

y ahora respecto de z

R VRZ=3? R
/ dx/ dy = / 2V R?2 — 22dx
-R - R

VEE 22 -
que podemos resolver mediante el cambioHacemos el cambio
z? = R?sen?t

r=Rsent = { R?—2%2=R?> - R?sen’t = R? (1 — sen2t) = R?cos®t
dr = Rcostdt

y los extremos de integracién son

r=-R=-R=Rsent=t=—-73

:U:RéR:Rsent#t:g

lo que nos da

/ 2v R? — z2dz = 2R2/ cos® tdt = 2R2/ ﬂdt
R

—m/2 —7/2 2

— 9r?T _ 1R2.

2

sen 2t11="/2
4

1
2R? [t +
2 t=—m/2
También podemos realizar la integral con cambio a polares. Mientras que la funcién es la
misma
f(z,y)=1= f(rcosf,rsenf) =1

16



Al realizar el cambio de variable

27 R
// \ (22 + y2)Pdady = // rdrd = / d@/ rdr
R ’ 0 0

Si integramos primero respecto de r

/R [TQ] r=R R2?

rdr = | — = —
0 2 r=—R 2
y ahora respecto de 6

27 R 27 2 2
/ de/ rdr = / R—d& = 2#3 = 1R
0 0 0 2 2

El interior de la elipse de semiejes a y b.
Solucién: El conjunto es

Si lo hacemos en coordenadas cartesianas, entonces podemos despejar y en funcién de la z

2 2 b
y2:b2(1—x2>:>y:ib\/l—x2:j: a? — 22
a a a

y el dominio se puede expresar como
b b
R:{(%y)GRQI—GSwSa; —MSySGM}
a

y la integral sobre R seria

a b faZ— 2
// dasdy:/ dm/ dy
R o Sy

de forma que integrando respecto de y

b

b /a2 22
/ ’ dy =20/ — 22
_ a

§~ fa2—x2

17



y ahora respecto de z
bV/a2 =2 a p oh [
/ da:/ dy:/ 2\/a2—x2d:r:/ Va2 — x2dx
o J-byEE —a @ a J_q

la integral es idéntica a la realizada en el apartado anterior cambiando a por R, asi que

podemos poner
a
2/ Va2 — 22dx = wa®
—a
y por tanto

2
— a —x b a b
/ da:/ = a2/ Va2 — x2dz = awaz = mab

Vaz—x
Podemos hacer un cambio a coordenadas elipticas, que vendrian dadas por

r = racosf

= rbsenf

donde en este caso
R ={(r,6) eR|0<r<1;0<6<2r}

y la funcién seria
f(x,y) =1= f(arcosf,arsenf) =1

mientras que el Jacobiano de este cambio serfa

d(z,y) ([ acos® —arsend d(z.y)\ _
8(7179)_<bsen9 br cos @ >:>det<8(r,9) N

acos —arsenf
bsenf brcos6

= abr

Al realizar el cambio de variable

21 1
// dxdy = // abrdrd@z/ d@/ abrdr
R ! 0 0

Si integramos primero respecto de r

1 2q7r=1
/ abrdr = [abr] = a—b
0 2 r=0 2

27 1 2
/ d0/ abrdr = / a—bdG = 27ra—b = mab.
0 0 0 2

El interior del tridngulo de vértices (0,0), (1,1) y (2,0).
Solucién: Representamos gréaficamente el conjunto R = Interior del tridngulo de vértices

(0,0), (1,1) y (2,0)

y ahora respecto de 6

18



g(x)

que puede describirse como
R = {(:L',y) e R? |0 <z <2h(x) Syﬁg(az)}
donde

T 0<z<1

2—x 1<x<2

La integral seria

2 g(z) 1 T 2 2—z
//dmdy:/dm/ dy:/daz/ dy—l—/ dl’/ dy
R 0 h(z) 0 0 1 0

Integramos primero respecto de y cada una de las integrales

/0 dy = pl=t=a

2—x 9
=2—x
/0 dy = [y]z:o =2-x

y después integramos respecto de x

1 T 1 1‘2 =1 1
dx/ dy :/ xdr = [] =_.
/0 0 0 2 J,m0 2
2 2—x 2 .’E2 r=2
/dx/ dy = / (2—m)dwz[2x—} =
1 0 1 2 ],

La integral total serd



d) La regién delimitada por la recta x +y =5y la curva zy = 6.
Solucién: Vamos a determinar los puntos de corte de las dos curvas, resolviendo el sistema,

5tv25—-24 541

2 2

x;Z_Jy—_65 }jx(5—$)=6<:>—x2+5x:6<:>x2—5x+6=0<:>56=

Por tanto los puntos de corte son

3,2)
)
y 30T
25T
20T
2I.0 2i5 3j0
X
Despejamos y en funcién de x de ambas curvas
6
xy = 6&y=—
x
T+y = S9SY=50—z
y el dominio puede definirse como:
9 6
R=1(r,y) eR|2<x<3;—<y<b—=x
x

La integral buscada serfia

3 g(x) 3 5—x
//dxdy:/dzp/ dy:/dm/ dy
R 2 h(z) 2 g

Integramos primero respecto de y

5—x e 6
| = =m0 -0

20



y después integramos respecto de x

3 5—x 3 6 22 =3
/dm/ dy = /(5—x)—da::{5x——61nm} =
2 g 2 L 2 =2
9 42
[15 5~ 61113] — [10 -5~ 61112]
9 42
= (15 —3~ 6ln3> — <1O 5 6ln2>
17 2 17
= 6ln2—-61 — =6ln-+—
61n 61n3 + 5 6 n3 + 5
4. Calcula ffR zydxdy siendo R el paralelogramo delimitado por las rectas z —2y—1 =0, 2z —y—5 =
— 2 -2
0,z—2y—4 =0y 2z —y—2 =0, efectuando el cambio de coordenadas = = % yy = Y 3 u
Vamos a realizar la integral en primer lugar, sin realizar el cambio de variable. Puntos de corte
(07 _2)
(1,0)
(27 _1)
(3,1)

El dominio estd representado en la siguiente grafica:

Se comprueba ficilmente que el dominio estd definido por
R={(z,y) eR*| 0 <2 <3; h(z) <y<g(x)}

donde las funciones h(z) y g (x) son funciones continuas a trozos definidas a partir de las
ecuaciones de las rectas como

1 1
-2y—1 = 0=y=-o— 2
T — 2y y=3775
2cr—y—5 = 0=y=2x-5

1
T—2y—4 = ():>y:§:z:—2
2t—-—y—2 = 0=y=2r—-2
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1

3¢—2 s1 0<z<2
h(z) =

20 —5 s1 2<zx<3

20 —2 si 0<zx<1
g(z)=

%x—% si 1<x<3

El cédlculo de la integral, usando el teorema de Fubini es

1

g(z) 2z—2 iz-1 3 la—
// :Uydxdy—/ /h :Uyda:dy—/ dx/ xydy—i—/ d:v/ xydy—l—/ d:c/
2 2x—5

Calculamos las integrales dependientes de y :

2r—2
rydy =

z—2

M\»ﬂ\

%Ifé %xfé y2 y:%wié
/ zydy = =x ydy =1z | =
2 y=2x—5

15Tty

811) 4.’1)—83?

:g [(;w— ;)2 - (2x—5)2]

_ x(_15 2, 39 99>_15 5,392 99

D=

xy dy

y a ahora integramos cada uno de esos resultados respecto de z en el intervalo correspondiente+-+

2x—2 1 15 17
d dy = 32 ) de = ——
/ a:/ zy dy /0<8:c 31:)3: 3

2 3073 3 15 17
d d = 2_ ¢ d - _
/ Y, MY /1 <4$ 895) BTG

1,1 3
2773 15 39 99
dx/ xydy—/ (—x3+$2—ﬂc> dr = —
/ 2% 2 8 4 8

: El valor de la integral serfa
17 17 11 5

32 16 32 1
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—u + 2v

Calculemos ahora el valor haciendo el cambio de variable indicado. Con z = —3 ey =
v—2u .
3 las ecuaciones de las rectas se transforman en
— 2 -2
r-2%—1 = 0:(”;”>—2<”3“>—1:0:»(—u+20)—2(v—2u)—3:0
= —u+2v—-2v+4du—-3=0=u=1
— 2 —2
2% —y—5 = 0:>2< “; ”)—(” 3u)—5:0:>2(—u+2v)—(v—2u)—1520
= 2ut+dv—v+2u—15=0=>v=>5
— 2 —2
w2 —4 = 0:><“;U>2(“3“)4:0:(u+2v)2(v2u)12:0
= —u+2v-2v+4du—-12=0=>u=4
— 2 —2
2% —y—2 = 0:0:>2<u;_U><U3u)2:0:2(u+2v)(02u)6:0

= 2u+t+dv—v4+2u—-6=0=>v=2

y el Jacobiano

o (x,y —1 2 1 4 3 1
0 (u,v) 3 9 9 9 3
Con este cambio de variable el dominio se transforma
6
y | g(x)
4__
) h(x)
6 4 2 2 4 6
X
2+
-4+
6+

bastante mds sencillo que el anterior. La integral sobre el nuevo dominio y las nuevas variables

sera
—u 4+ 2v v —2u
/ /< >< 3 ) —dv = 27/ du/ 2u —5uv+2v)d
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Calculamos la integral respecto de v

° 5 2 .\
/ (2u2 — buv + 21)2) dv = <2u2v — Zw?+ v3>
2 2 3 =2
12 2 1
= <1Ou2 - 7571 - ‘;0> — <4u2 — 10u + ;)
105
= 6u?— —u+78
2
y ahora integramos respecto de u
L 105 1 105 u=t
— 6u? — ——u+78)du = — |2u®— —"u?+ T8
271(u 2u+ )u 27[u 4u+ u]u:1
1 105
= — (128 — 42 12) = (2— —
5 (128 - 420312 - (2- 7P 4 78))
= Ly 2By 13 5
27 4 27 -4 4

5. Calcula ffR (x —i—y)2 e*Ydxdy siendo R el paralelogramo delimitado por las rectas x +y = 1,
r+y=4,x—y=—1yxz—y=1, efectuando el cambio de coordenadas adecuado.

Solucién: El dominio viene dado por la siguiente gréfica

[ I
y4--|||
[ I
o N
790
]
5 4 -3 2--1 1123 4X5
11 h(x)
27T 11
[ I
[ I
AT |
| R |

y la integral sin cambio de variable se obtendria de la expresién

1 z+1 2 z+1 2 4—x
/ da:/ (z +y)° exydxdy—k/ dm/ (x +y)? exyda:dy—i-/ dm/ (z +y)? e* Ydady
0 1-z 1 z—1 3 x—1

Si tenemos en cuenta las ecuaciones que definen el paralelogramo, estd claro que el cambio
adecuado seria
u=x+y

V=T —Y
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de esta forma el nuevo dominio vendria determinado por las rectas

e < & g
I
|
—

el Jacobiano del cambio de variable es

d (u,v) (1 1 >:>‘8(u,v)

9 (z,y) 1 -1 d(z,y)|
y por el teorema de la funcién inversa obtendremos
Oyl _ 1 1
0 (u,v)| la(uw) 2
A(=,y)

y finalmente la integral se calcularfa fécilmente como

1
// (z+y)? e Ydody = // u2e”§dudv
R /

Usando el teorema de Fubini

1 1 41
// u%”dudvz/ dv/ “u?eldu
R 2 1 J1 2
integramos respecto de u

4 4 3qu=4
1 1 1 1 64 1 21
/ —u?eldu = e”/ wldu = ~e® | L = _e'"[——=)="¢
1 2 2 1 2 3 u=1 2 3 3 2

y ahora respecto de v

1 1 -1
21 21 o =
/_1 <2e”> dv =S [e"2 ) = 21% = 21sinh 1

6. Calcula las siguientes integrales triples sobre los dominios indicados

@) [[[,, ye*+* dudydz V=100,2] x [-1,1] x [1,2]

(b) [[[,, zyz dwdydz V=1[1,2] x [0,1] x [0,1]

() [[f, zycos (2) dzdydz Y =10,1] x [1,2] x [0, 7]

(d) [[), 2 dadydz V={(z,y,2) eR¥|2a? +3* < 1;,0< 2 < 1}
(e) [[f,y? dadydz V={(z,y,2) R |22+ 22 <1;-1 <y <1}

O [I), (z+y+2*) dedydz V={(z,y,2) eR |2+ >+ 22 <1}
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a) (a) [[f,ye™** dadydz  V =[0,2] x [-1,1] x [1,2]

Al ser un rectdngulo integramos de forma iterada, el resultado es independiente del orden

de integracién
2 1 2
/// ye* % dadydz :/ dz/ dy/ ye* T dy
% 1 -1 0

2
/0 ye* i dy = [yeerz]ii? —y (62+z _ ez) = ye* (62 o 1)

b) (b) [[[,zyz dedydz  V =11,2] x [0,1] x [0,1]

Al ser un rectdngulo integramos de forma iterada, el resultado es independiente del orden

de integracién

1 1 2
/// zyz dxdydz :/ dz/ dy/ xyzdx

% 0 0 1

2 27 x=2
z 1 3yz
e B et 2 — — e
/ xyzdx [yz 5 } 1 yz ( 2) 2

Tr=

1
1 2 1 27y=1
/ dy/ xyzdxr = %dy: [3zy } = §z
0 1 0 2 4,0 4

1 1 2 1 97 2=1
3 3 3
/ dz/ dyd/ :ryzd:t::/ Zody = [Z} ——
0 0 0 o 4 42],., 8

Notar que en este caso se puede poner

1 1 2 1 1 2
/// xyz drdydz = / dz/ dy/ ryzdr = zdz/ ydy/ xdr =
v 0 0 1 0 0 1
1 1 2
= (/ zdz) </ ydy) (/ acd:c)
0 0 1

¢) () [[f,zycos(z) dudydz  V =1[0,1] x [1,2] x [0, %]
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Como las variables estdn separadas usaremos el método que hemos visto en el apartado

anterior

///v xycos (z) dxdydz

o R ) T CTTR ArErey vy s
_ ( /(f 05 () dz> ([ o) ([ va)

=92 z r=1
ENEN

TIGHIOR

d) ESTA RESUELTO EN LOS APUNTES DEL TEMA 6, CREO QUE HABRIA QUE ELIM-

INARLO

(d) [[[,, z dzdydz V={(z,y,2) eR¥ |22 +y* < 1;,0< 2 < 1}
El conjunto es un cilindro recto sobre el eje OZ cortado por los planos z =0y z =1

Esté4 claro que podemos fijar z entre 0 y 1. Una vez que hemos elegido el valor de z, entonces
x e y estdn en un circulo de radio 1, por tanto podemos poner

R:{(m,y,z)€R3|0§z§1; 0<z<1; .—\/1—m2§y§\/1—:ﬂ}

y emplear el teorema de Fubini para poner

e) (e) [[f,y? dedydz

I+

V:{(w,y,z)ER?’]w2+22§1;—1§y§1}
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El conjunto V es un cilindro recto sobre el eje OY cortado por los planos y = —1ley =1

Estéd claro que en este caso podemos fijar y entre —1 y 1. Una vez que hemos elegido el
valor de y, entonces = y z estdn en un circulo de radio 1, por tanto podemos poner

R:{(w,y,z)€R3|—1§y§1; 0<z<1; .—\/1—x2§z§\/1—m}

y emplear el teorema de Fubini para poner

1 1 Vi—a? 1 1 Vi—a?
/// y2dedydz :/ dy/ d:z:/ y2dz :/ dey/ dm/ dz
1% -1 0 —/1—a? -1 0 —V1—22

Integrando respecto de z

[ e (V=) - (Vi) 2y
i

ahora respecto de x
1
2/ V1 —22dy
0

se hace con el cambio de variable

r=0=1¢t=0
z = sent = dx = costdt —>
x:1=>t:§

por tanto
1 /2 /2 w/2 1 ot
2/ V1—22de = 2/ \/l—sen2tcostdt:2/ cosztdt:Q/ —i_c%dt
~1 0 0 0
_ E+sen(2t) t:ﬂ/2:2 L/2+S€n (23) B _L/2+sen(—2-0) .
2T T |, 2 1 2 1
y

1 37y=1
2
/// y?drdydz = 77/ yidy =m [y} =T
v -1 3ly=—1 3
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5 O [ (z+y+2%) dedydz V= {(z,y,2) e R® | 2® + 3>+ 2* < 1}
El conjunto es una esfera de centro (0,0,0) y radio 7 = 1 que se puede expresar como

V:{(w,y,z)€R3|—1§x§1; —\/1—x2§y§\/1—w2;—\/1—w2—y2§z§\/l—wz—gﬂ}

podemos poner

2

1—x
/daz/ / :U+y+23)dz
1;v2

V1-z2—y2 r S47%= 1—x2—y?
/ (z+y+2°)de = (:1:—|—y)z—|—} =
—V/1-a%—y? L 4 z=—+/1—22—y2

Newen vz YT (i (cvime

= 2(x+y)Vv1-—a2—y?
7. Calcula utilizando integrales triples, el volumen de los siguientes conjuntos:

a) El interior de la esfera de radio 7.

VrZ—g2 7“2 —x2—y2
/ dx / / 1ldz
—r VrZ—z? 7”2 —xz—y
2

7‘27$27y
/ 1dz = 2/ (1% — 22) — y2

Vr2—g?

2 V(r y2dy

—/r2—z2
Hacemos cambio

y:\/mSent:y2:(T2—$2)Sent:>(T —2?)—(r* — 2%) sen’t = (r® — 2®) cos’ t

y

dy = /12 — 22 cos tdt

de forma que

/ V(12 — x2) cos? t\/r2 — 22 costdt = 2/2
g —

us
2

= 2(7”2—332)/_727

w/2
= (r2 — a:2) (t + sen 2t> =7 (7"2 — xQ)

(T2 - :E2) cos? tdt = 2 (r2 — 3:2) /2 cos? tdt

1 2t B
<+(;OS) dt = (r* — z?) /2 (14 cos2t)

s
2

Wl

vl
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r VrZ—z? \/m T 23\ "
/ dw/ dy/ 1dz = 7T/ (7"2 — :):2) de = <r2x — >
—r —VrZ—z2 ] —r —r

b) El interior del cilindro de radio r y altura h.

Supongamos que el cilindro estd centrado en el origen y sobre el plano XY, en este caso
podemos lo podemos definir como

(,9,2) |0<z2<h;—r<z<r—/rP—a2<y<\r2—a?

y el volumen viene dado por

N
/ ldy = 2/ 12 — 22
Y )

hacemos cambio x = rsent con dxr = r costdt

3
J

us
2

H 21 %
(m) (rcost)dt = 2/2 T2COS2tdt—2T2/2 ﬂdt

s
2

1 2t\ /2
= 22 <t + sen ) = 2r? (E> = 7r?
2 4 7

h r VrZ—z2 h
/ dz/ dx/ ldy:/ nridz = 7r’h
0 —r —Vr2—z2 0

c¢) El interior del cono de radio de la base 7 y altura h.

Suponiendo el cono sobre el eje OX y centrado en el origen, el conjunto que define a este
conjunto es

0<z<h—Vz<z<z

30



8. Calcula, efectuando el cambio de coordenadas adecuado, las siguientes integrales triples:

@) [[[, (2* +y? + 22) dadydz V= {(z,y,2) e R? | 2? +¢y* + 22 <1,y <0}

(b) [[[,, eV=*H¥* 42 dzdyd V={(z,y,2) e R |2+ y* + 22 < 4,2 >0}
() [J[, V22 +y? dedydz V={(z,y,2) R |2 +y* <1,0< 2z <1}
1
(d)fffvmdxdydz V=A{(z,y,2) e R | 2? + y? < 1;2 > 0}
(e)fffvy drdydz V= {(m,y,z) ER3 |22+ 92 +22<4;0<0,-1<2< 1}

©Silvestre Paredes Herndndes®
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