Curso 2021/2022

Grado en Ingenieria Quimica Industrial
Matematicas Il - Problemas Tema 4
Calculo en varias variables

-i n d ust r-l'a IE‘ g Caélculo diferencial de funciones en varias variables

etsii UPCT

1. Analiza la continuidad, existencia de derivadas direccionales, existencia de derivadas parciales y difer-
enciabilidad en el origen de las siguientes funciones

A h O
SN R LT I = RO
a) 1 %, Y) = 2 \%,Y) =
0 si (z,y) =(0,0) \ 0 si (z,y) =(0,0)
R x .
- ﬂ% si (2.3) # (0,0) b W*Tygﬂ si (2,y) # (0,0)
C 3\L,Y) = 4\T,Y) =
L 0 si (z,y) =(0,0) L 0 si (z,y) =(0,0)
( 3323/ . xy )
 foog) \/ﬁ si (z,y) # (0,0) Y o) \/TTyz si (z,y) # (0,0)
€) J5 (T, = 6 (T, =
\ 0 si (z,y) = (0,0) 0 si (z,y) =(0,0)
€T 3 2 Tr — .
Dreg | EEE A w0 L S @ #00)
7(x,y) = s(z,y) =
\ 0 si (z,y) =(0,0) 0 si (z,y) = (0,0)
y° :
) fo(e0) \/TT?ﬂ si (z,y) # (0,0)
| 9\, =
0 si (z,y) =(0,0)

2. Calcula las derivadas parciales de las funciones del problema anterior para puntos distintos del origen.
3. Sea f : R? — R definida por
sen (zy)

flay) = o
gy) si z=0

si. x#0

i Es posible determinar g (y) para que la funcién f (z,y), sea continua en todos los puntos para los

que z = 0?7 Calcula g—f; y %'



4. Sea f: R? — R definida por

3 @
o S S @ £00)
T, Y) =
0 si (z,y) =(0,0)

Estudiar para qué valores de «, la funcién f (x,y) es continua en (0,0). Estudiar para qué valores de
o, existen g—g (0,0) y % (0,0). Estudia para qué valores de « la funcién f (z,y) es diferenciable en
(0,0).

5. Dada la funcién

$6
i (z, 0,0
f(x7y): (362—1/)2—1—1‘6 S ( y)%( )
0 si (z,y) =(0,0)

a) Estudia su continuidad y diferenciabilidad en (0, 0).
b) Calcula D+ f (0,0) siendo " = (1,2).

6. Calcula la matriz jacobiana y la diferencial de las siguientes funciones en los puntos indicados
a) [ (z,y) = (2%y —2y,2° —y°) en (1,1)
b) g(z,y,2) = (2%y —zyz + 2%, 2% — > + 23) en (1,1,1)
c) h(z,y) = (coszcosy,senxseny,senzcosy) en (7/2,0)
d) I (z) = (e”, 2z, 32?) en (0)
7. Calcula el gradiente de las siguientes funciones en los puntos indicados

2 4 eV

a) f(z,y) =2 en (1,0) b) g (z,y,2) = en (0,0,0)

8. Calcula la matriz jacobiana de la transformacién F : R? — R?, dada por F (x,y, z) = (:1:2 —yz + 22, myz) .

9. Sea f: A CR? - R3, con A un conjunto abierto, @ € A tal que

df (@) (z,y) = (x +y, 2+ 2y,y) .

Calcula las derivadas parciales y las derivadas direccionales en las direcciones de los vectores v'; =
(1,-1), W'y = (=1,—1)y ¥'3 = (0, —1) de las funciones coordenadas de f en @, asi como la matriz
. . N
jacobiana de fen a'.

10. Sean F : R? — R3 y G : R® — R* dadas por F(z,y) = (a:Q,xy,yQ) y G (u,v,w) =
(u+v+w,u—v—2w,2u+ 3u,vvw) .Calcula la matriz jacobiana de la composicién G o F.
11. Sean F : R? — R3, y G : R?® — R?2, dadas por F (z,y) = (ex2+y2,x2 —y2,7r(xy+y2)) y

G (u,v,w) = (v+In(u),sen (v + w)).Calcula la matriz jacobiana de la composicién G o F' en el
punto (1,1).



12. Sean F : R — R3, y G : R® — R?, dadas por F (x,y,2)
G (u,v,w) = (cos (u+ w),e”).Calcula la matriz jacobiana de la composicién G o F' en el punto

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

(0, v, /7).

= (m2 + y2, TYZ, 2

2_.%.2) y

Obtener la matriz jacobiana de la descomposicién g o F, siendo F : R? — R?, dada por F (z,y) =
2z +3y,2y) y g R? — R dada por g (u,v) = uv.

Resuelve los siguientes ejercicios de dos formas. En primer lugar calculando la composicién (es decir,
expresando z en funcién de t) y, en segundo lugar, usando la regla de la cadena:

a) z(z,y) = Vo + 12 siendo {

b) z (z,y) = VT + v? siendo {
c) u(z,y) =xIn(y) + e¥* siendo

Sea z =227 -3y, conz =u+v+wey=u’v

Sea u:R3 — R, dada por

con

z=e* calcula 0z
ula &
y=1+In(t—-1) ot
x = e 2tts caleul 0z Oz
alcula — y ==
y=s*+In(t—1) at 7 Bs
a::27*:3£s+4t Ca|cu|aﬁ @ %
v ar ds Y Bt
Z:;
2w?, calcula 9z 0z 0z
' du' 80 Y ow’
u(z,y,2) = (@+y)'+ (e +2)°
2.5 cost

t

r=r-s5-€ y:r-s-ln(1+t2); z=r

Calcula, usando la regla de la cadena, Vu, parar=2,s=1yt=0.

Dada la funcién f : R? — R de clase C2 (R), demuestra que

0% f 0% f

siendo
U=z +Yy

@(%M*’Tyﬂ%y) :2@(10,@)‘*‘2@

0% f 0*f

V= —Y

(u,v)

Sea z (z,y) una funcién de dos variables que verifica la ecuacién en derivadas parciales

0 0
0z 0z _
ox oy
Hallar la ecuacién transformada si se utiliza el cambio de variable
u=2x+2y
v=3x —2y

Sea z (z,y) una funcién de dos variables que verifica la ecuacién en derivadas parciales

e,
Ox? Oxdy

0%z

322 =0
35

Halla la ecuacion transformada si se utiliza el cambio de variable

u=x+2y:

v=3x —2y



20. Sea f (z,y) una funcién de dos variables que verifica la ecuacién en derivadas parciales

92 02 B, 9
20°f o f+ j+yf
dy

:ra—l—828 0

Hallar la ecuacién transformada si se utiliza el cambio de variable

21. Probar que la expresion
yzt 2?2 — e =0

define a z = z(x y) como funcién implicita de = e y, en un entorno del punto (1,0). Calcula en
dicho punto Bxay

22. Probar que el sistema de ecuaciones
x?y +sen (xyz) + 22 =1
eV +xz=1

define a las variables y y z como funciones implicitas de z, en un entorno del punto (1, 1,0). Calcula

y (1)y 2 (1).
23. Suponiendo que las ecuaciones

u+20—22+y*=0
2u—v—2zy =0

define a las variables v y v como funciones implicitas de x e y, en un entorno de un punto adecuado.
ou Odu v v
CalCUla oz’ @, oz 873/

24. Probar si la expresion

xy—x+2z+e =2

define a z como funcién implicita de = e y, en un entorno del punto (1,2) con z(1,2) = 0. Calcula
8z 9z 0%z 9%z 8%z
en dicho punto 9000y 02 9zoy Y o2

25. Probar si la expresion
ze® +ye L4 ze¥ =2

define a z como funcion implicita de x e y, en un entorno del punto (1,1) con z(1,1) = 0. Calcula
en dicho punto 896 y ay

26. Estudia si el sistema de ecuaciones
zy+axyz+2—1=0
zyz =0

define a las variables y y z como funciones implicitas de z, en un entorno del punto (1,0, 1). Calcula
y' (1) y 2 (1)



27.

28.

29.

30.

31.

32.

Sea a y 8 dos nimeros reales. Prueba que la ecuacién
sen (ax + Py +z)e* =0

define a z como funcién implicita de = e y, en un entorno del punto (0,0,0). Determina los valores
de a y 3, para los que se cumple

0z 0z

La ecuacion
3ydat — 2Py =2

idefine a y como funcién implicita de z en zg = 17 Justifica la respuesta y, en caso afirmativo,
calcula la ecuacién de la recta tangente a y en dicho punto.

Probar si la expresién
Tz +ye?* T =2

define a z como funcién implicita de x e y, en un entorno del punto (1,0) con z(1,0) = 2. En caso
afirmativo calcula V2 (1,0).

Sea el sistema de ecuaciones dado por
Tu + yvu2 =2
zud + vt =2
y considera el punto P = (z,y,u,v) = (1,1,1,1)

a) Prueba que en un entorno del punto P el sistema define a las variables u y v como funciones
implicitas de z e y.
b) Encuentra una expresién formal para la matriz jacobiana %.

c¢) Calcula el Jacobiano anterior en el punto (1,1). Indica cudl es el valor de % (1,1).

Sea f: A CR3— R2 con A un conjunto abierto, @ € A tal que

Jf(7)2<—11 _11 (1)>

Calcula la diferencial de f en @ y las derivadas parciales y las derivadas direccionales en las direc-
ciones de los vectores v’ = (—1,—1,1), ¥'s = (=1,—1,—1) y ¥'3 = (0,—1,0) de las funciones
coordenadas de f en @.

Sea f: A CR3 — R, con A un conjunto abierto, @ € A tal que las derivadas direccionales matriz

jacobiana de f en @ es
Daf(@)=-1 o =(1,1,0)

Dupf(a)=1 vs = (1,0,1)

Duf(ad)=0 v3 = (0,1,1)

Calcula la diferencial de f y las derivadas parciales en



33.

34.

35.

Calcula el gradiente y la matriz Hessiana de las siguientes funciones:
(@) f(z,y)=sen(z+y)e™ (b)) g(zy,z2)=aye”, () h(z,y,2)=cos(z+2y+3z2).

Sea f : R — R una funcién derivable dos veces y ¢ una constante. Comprueba que la funcién

¢ (z,t) = 5 (f (x —ct) + f (x4 ct)) es solucién de la ecuacién de ondas

¢ _ 10%
0x2 2 o2’

Sean f : R3 — R un campo escalary o (t) = (z(t), y(t), 2(t)) una curva. Calcula & f (z(t), y(t), 2(t)).
Aplica la férmula obtenida para el caso concreto f (z,y,2) = 22 +y? + 22 y o (t) = (cost,sint, 1).
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