Curso 2021/2022
Grado en Ingenieria Quimica Industrial
Matematicas | - Soluciones problemas Tema 11

Calculo integral en una variable
industriales

Calculo de primitivas
etsii UPCT

1. Calcula las siguientes integrales indefinidas inmediatas

(@) [ (2 - 1)* da (b) [ (4z + 3) e~ (207 +32+1) 5o

(© [ loix d

(d) [ 535 da (e) [ (z+ 332)71/2 (1+2z) dz (f) [sen(az)cos(ax)dz

Solucién: En cada caso se modifica la funcién del integrando de forma conveniente para obtener una
integral inmediata:

a) Tipo f (z)" f' (x):

4
/(296—1)3 dx = %/2(235—1)3@;: %4_0.
b) Tipo f' (z)e/®):
/(4m +3) e~ (22 43041) g0 / — (4z +3) e~ (20 48041) g0 (207 43241) | o

¢) Tipo f(x)" f'(z) con f(z) =logz yn =1

2
/logx d — (log x) L
T 2

d) La derivada del denominador es 4z, luego multiplicamos y dividimos por 4 en el integrando

T 1 4x 1
— dr=- | ———dz = -1In|22? .
/2x2—|—3 v 4/2x2+3 v=7In[2e" +3]+C

e) Inmediata del tipo f (z)” f’ (z) con a = —3, f(z)

- (@ +a)
2\—1/2 2\3
/(a:Jr:c) (1+2z) de=2(z+a%)* +C.
/) Inmediata usando la férmula del dangulo doble: sen (2az) = 2sen (ax) cos (ax)
1
/sen(aas) cos(az)dx = 3 / 2sen(ax) cos(ax) dx

o inmediata del tipo f (x)" f’ ()

1 2
5/5611(2&96) dx _ cos (2az)

= C
4a +0

/sen(am) cos(ax) dx = c1L /asen(am) cos(ax) dx

sen? (ax)
2a

Notar que aunque la expresién de la primitiva no es la misma, si usamos la férmula del dngulo doble
para sen? o = (1 — cos 2a) /2

sen’ (az) | o) _ L (1-cos(az)y , o cos(ax) (), 1Y)
2a 2a 2 4a

4a
que coincide con la anterior salvo una constante.

+C.



2. Calcula las siguientes integrales por el método de cambio de variable, usando el cambio adecuado en cada caso:
e’ —1 5% 4+ 2 1 + arcsen?
a dx b / dx c / dx
( )/e$+2 (b) 5% —1 (<) (1 + arcsenz) V1 — 2

1 tan3 x arctanz + 3
—_— —_— f
(d)/ezx — e de (e)/ 1+tan?x de ( )/ (2 — arctanz) (1 + 22?) de

Solucion:

a) Cambio:

du

1 1
e =u=e'dr=du=dr=—du= -
er U

Transformacion usando el cambio:

‘/fg:ldx:i/ﬁizlldu:i/gjizlfdu
ev + 2 ut2u u(u+2)

Realizamos la descomposicién en fracciones simples

~1 A B
/JL—ﬂmz/f+ dz = Aln[u| + Bln|u + 2| + C.
u(u + 2) u  u+2

Para calcular los valores de Ay B

u—1 A B A(u+2)+ Bu

u(u + 2) Z+u+2: u(u + 2)

de donde
u—1=A(u+2)+ Bu

Dando a u los valores 0 y —2, obtenemos fécilmente que

u:0:>—1:2A<:>A:—%

u=—2:>—3:—2B<:>B:g

luego

u—1 1 3
T gp— 21 S nju+2
/u(u+2) T 2n|u|+2n\u+ |+C

y deshaciendo el cambio

r—1 1
/Z‘”+2d$ = filn\e‘r|+gln|em+2|+0

z 3 "
—§+§ln|e +2/+C
b) Cambio

1

5“’1n5du - uln5du

97 + 2 u+2 1 1 u+2
dr = du=— | ——=du
5% —1 u—1lulnb In5 ) w(u—1)

Realizamos la descomposicién en fracciones simples

5" =u = 5% Inbdx = du = dx =

2 A B
/—Eifwz/ﬂq- de = Alnlu| + Bln|u—1| + C.
u(u—1) v u-—1



Calculo de los valores Ay B :

u+2 A B A(u—1)+ Bu
7:7_’_ =
u(u—1) uw u-—1 u(u—1)

de donde
u+2=A(u—1)+ Bu

Dando a u los valores 0 y 1, obtenemos facilmente que
u=0=22=-AcA=-2

u=1=3=B&B=3
luego

2
/de:—2ln|u|+3ln|u—l|+0
u(u—1)

y deshacemos el cambio

5% 42 1 i i
/51_1dz = E(721n|5 |+3In|5° +2])+C

3
= —2z4+—I|5*+2|+C
Inb

¢) Cambio
arcsenz = u = ;dx =du
V1—22
/ 1 + arcsen? i — 1+ u?
(1+arcsenz) V1 — a2 1+u
Como el grado del numerador es mayor que el del denominador, primero hacemos la divisién
1+u? 2
1_:u :(u_1)+u+1

y ahora integramos directamente

1+ u? 2 u?
/1+u u /(u )—l—qulu 5 uw+2In(u+1)

Deshacemos el cambio:

1 sen? 1
/ ( +arcsen” @ dr = — arcsen? z — arcsenz + 21In (arcsenx + 1) + C

1+ arcsenz) V1 — 22 2

d) Cambio

1 1
e =u=edr=du=dr=—du=—du
er u

1 1 1 1
/62"’”er * /uzfuuu /uQ(ufl)u

Realizamos la descomposicién en fracciones simples

1 A B C 1
——du= | —+— dr = Al —B—+C1 -1+ D.
/u2(u—1)u /u+u2+u—1x nful u+ nlu—1+

1 A B C Au(u—1)+ B(u—1)+ Cu?
S e =
u—1 w?(u—1)




es decir
1=Au(u—1)+ B(u—1)+ Cu?

Dando a u los valores 0 y 1
u=0=1=-8B

u=1=1=C
para obtener el valor de A, damos otro valor a u, por ejemplo u = —1
1=2A-2B+C
y como sabemos los valores de B y C'
1=24A4+241=>A=-1

Es decir

1 1

y deshaciendo el cambio

1
/md$:—$+€im+ln|6x—l|+l)

1
u = tan (z) = du = (1 + tan® (z)) dz = du = (1+u2)d:péﬁdu:d3§
u

t 3 3 1 3
/Lﬂ;dm:/uiidu:/ui?du
1+ tan‘z 14+ w21+ u? (1 +u?)

Utilizaremos Hermite para rresolver esta integral puesto que hay una raiz compleja doble

u? _ Au+B Cu+ D\’
(1+u2)?  1+4u? 14 u?
_ Au+B C(1+4u?) —2u(Cu+ D)
14w (1+u?)
~ (Au+B) (14u?) +C (1 +4?) —2u(Cu+ D)
(1+u?)?
AP+ (B-CO)u+ (A—2D)u+ (B+C)
(1+u?)”
e igualando coeficientes
A 1
B-C =0
A-2D = 0
B+C = 0
con solucién 1
y por tanto
3 /2 Y
/u72du :/ Y + / du
(1 +u?) 14+ u? 14 u?
1 9 1
= 5ln|1+u|+§m+0



y deshaciendo el cambio

tan3 x 1 1 1
— = dz = =In|1+ tan? -
/1—|—tan2x * 211 +tan m|+21+tan2x

f) Cambio

1
arctanr = u = ——dx = du
1422

/ arctanx + 3 d / U+ 3 d

T = U
(2 — arctanz) (1 + x2) (2 —u)
Dividimos los polinomios

/u+3du:/<—1— > )du:—u—5ln|u—2|—|—c
2—u u—2

y deshaciendo el cambio

t 3
/ arctanx + dx = —arctanz — 51n |arctanz — 2| + ¢
(2 — arctanz) (1 + z2)

3. Calcula las siguientes integrales por el método de integracién por partes
(@) [zcos(3z)dz  (b) [z?sen(5x)dx (c) [ sen(2z)e " dx

(d) [logx dx (e) [z?e " dx

sen(3x)

a) Por partes, tomando u =z y dv = cos (3x) dr = du = dv y v = ~—

1 1 1 1
/xcos(3x) dx = gTsen (3z) — 3 /sen (3z) dx = g% sen (3z) + g s (3z) + C.

__cos(5x)

b) Por partes, tomando u = 2 y dv = sen (5x) dz = du = 2xdz y v = s

1 2
/x2 sen(bx) dx = —3372 cos (bx) + E /xcos (5z) d.

sen(5x)

Se vuelve a hacer integracion por partes, tomando v =z y dv = cos (5z) dx = du = dz y v = ~—

1 1 1 1
/xcos(5a:) dx = FTsen (5z) — g/sen (5x) dx = sTsen (5z) + o5 C08 (5z),

de este modo

1 2 (1 1
/x2 sen(bz)dx = —ga:Q cos (bx) + E (533 sen (5z) + o5 Cos (53:)) +C

1 2 2
= —3:132 cos (bx) + JpLsen (5x) + To5, €08 (5z) + C.

2 — 2522 5 (bx) + 10z sen (b
_ ( a:)cos(12a:5) xben(a:)JrO

__cos2x

¢) Por partes, tomando u = e~ y dv = sen (2x) dz y por tanto du = —e *dx y v = 5

e Tcos(2z) 1

/Sen(2x)e_‘” dx = B S i/e_“" cos (2z) dx,



y volvemos a hacer integracién por partes con la integral que nos queda, tomando en este caso

dv = cos (2z) dz y v = $ sen (2z)

—T

1
/e_c” cos (2z) dz = 67 sen (2z) + 3 /e_” sen (2z) dz,

de esta forma tendremos que si I = [ sen(2z)e* dz, entonces

e Pcos(2z) 1 [e® 1
122( sen(zx)+21),
de donde
§I _ € Tcos(2r) e "sen(2x)
47 2 4 ’

y podemos despejar la

4 e *cos(2x) e Tsen(2z)
I = — — — =
5 ( 2 4 +c

(—2e~ " cos (2z) — e “sen (2z)) + C.

o]

/ sen(2z)e~ dz = f% (2 cos (22) + sen (2z)) + C.
d) Por partes con u = logz y dv = dz, por tanto du = % yuv==x
1
/logxd:v:xlogw—/:cfd:c:mlogm—/dm =zlogz —z+C
x

e) Por partes con u = 22 y dv = =%, de donde du = 2xdx y v = —e ™

/xQe*‘” de = —2e™® + 2/me*wdx

y aplicamos de nuevo partes a la integral resultante, tomando en este caso u = x, de donde du = dz,

la v seria la misma
/xef‘rd:v = —ge ¥+ / e dr = —ze ¥ —e "

/1:267“’ de = —2%e " +2 (—xefx - 671’) = — (1:2 + 2z + 2) e +C

y la integral final seria

4. Calcula las siguientes integrales trigonométricas donde a, b € R:

(a)/;dx (b)/ sen(az) cos(bx) dx (c)/ sen(ax) sen(bx) dz

sen? x - cosx

(d)/ cos(ax) cos(bx) dx (e)/ cos?(ax) dw (f)/ sen?(ax) dx

(&) / cos’ () dz (h) / sen’(z) dz (0) / 1

5 —3cosz +4senx

1—senx 1 .
)| ———— k | 3
(J)/l—l—sen:rdx ()/10+68enm+8cosxd$ ()/tan zdx
(m) /%dm (n) /sen‘laﬁcos2 xdx (o)/ sen? x cos? xdx



1
————da
Sen“ xr cCosx

1 1
R (senz, —cosx) = sen? 7 (—cos ) e — —R (senz, cos )

La funcién es impar en cos (z)

por tanto hacemos el cambio

cosz =1 —sen?z =+1—¢2
senx =t =

. _ _ 1 1
coszdr = dt = dx = dv = ﬁdt

[ omado= [ or = [t
sen2zcosxz ) 121 —2V1—¢2 ) t2(1—12)
Que es una integral racional que descomponemos en fracciones simples
1 _A+B+ C D At(1—-#)+ B (1) +Ct? (1+1t)+ Dt> (1 —t)
2(1—t2) ¢t 21—t 1+t 2 (1 — t2)
1=At(1-t*)+B(1—-t*)+Ct*(1+1t)+ Dt* (1 —t)

Damos valores 0,1y —1 a t

t = 0=1=8B

t = 1:>1=20:>C=%
1

t = —1:1:2D:>D:5

Para obtener A le damos un valor cualquiera a ¢, por ejemplo 2 y sabiendo los valores B, C'y D
obtenemos

t = 2=1=-6A—-3B+12C —4D
1 1
1=—-6A—-3+12- —4-
= 6 3+ 5 3

= 1=-6A+1

= A=0
por tanto
1 B 1+1 1 +1 1
2(1—12) 2 21—t 21+t
1 11 +1 1
2 2t—1 2t+1
y la integral
1 1 1 1 11 1 1 1
——dt = ———-——4+-——)dt=—-—-Injt—1|+=Injt+1|+C
/t2(1—t2) /<t2 2t—1+2t+1> ; Tl g
1 1. |t+1
— _ 71 .
REL e R
y deshaciendo el cambio
1 1 senz + 1
senz 2 senz — 1




b) Para las integrales de los apartados b, ¢
productos en sumas.

1
sen (A)cos (B) = 3 (sen (A — B) +sen(A+ B)),
1
cos(A)cos(B) = 3 (cos (A — B) +cos(A+ B)),
1
sen (A)sen (B) = 3 (cos (A — B) —cos(A+ B)).
Supongamos que a # b
1 1 [sen(a—b)xz sen(a+b)x
/sen (az) sen (bx) dx = 5 /(cos (a—b)z—cos(a+b)z)de = 5 [ =) @t D) +C.
Si a = b, entonces
/sen (ax)sen (ax) dx = /sen2 (ax) dx = / 17LS(2am)da: L sen (2az)
2 4a
¢) Supongamos que a # b
! 1[sen(a—b)x sen(a+b)x
/cos (az) cos (bx) dx = 3 / (cos(a —b)x + cos(a+b)z)dx =3 [ =0 ) +C.
Si a = b entonces
/cos (ax) cos (ax) dx = /0052 (ax) dx = / Ls@ax)dx _1 sen (2az)
2 4a
d) Supongamos que a # b
1 _1[ cos(a—b)x cos(a+b)x
/sen (ax) cos (bx) dx = 5 /(sen (a—b)z+sen(a+b)x)de = 5 [ =) @t D) +C.
Si @ = b entonces
1 1 1
/sen (ax) cos (ax) dx = 3 /2sen (ax) cos (ax) dx = 5 /sen (2ax) dx = ~ g 8 (2ax)
e) Usando la férmula del éngulo doble para cos?
1 (2 (2 1 sen (2
/COSQ (az) do :/ —I—COb ax) / /cos ax) _1 sen ( ax)x )
2 4a
f) Usando la férmula del éngulo doble para sen? x
1-— (2 (2 1 2
/sen2 (az) dz = / cos (2ax) / /cos ax) — i seniaax)m )

g) Potencia impar para la funcién cos x

y d, se utilizardn las férmulas trigonométricas que transforman

/0035 (x) dz /cos4 xcosxdr = / (cos2 x)Q cos xdx = / (1 — sen” a:)2 cos zdx

/ (1 + sen? z — 2sen? ac) cos xdx

/ (COS x + sen4 rcosr — 2 sen2 T COS LE) dx

sen5 x

5

2sen®
3

+C

senx +




1 — cos2x 1+ cos? 2z — 2 cos 2z
da: = dx

-/ 4
1 1
/<4+cos 21’2(:082:0) dzr

< 3 cosdx cos2x >
+ — dzr
8 2

/ sen

sendxr  sen2x
32 4

§x+
8

1
d
/573cosz+4sena: v

Cambio general
2t

senxr =

oo ® 1
t =tan - = cos:c_1+t2
dt = 1+tzalt
por tanto
1—12 2t (2t + 1)
573cos:c+4senm:5f31+t2+41+t2:2 21
y por tanto
1 14+t 2
/ dz :/ AL ;7
5—3cosx +4senx 2(2t+1) 142

1 1 5 1
= [ ——dt==[20@2t+1) dt=———
/(2t+1)2 2/ ( ) 2(2t +1)

y deshacemos el cambio

1 1
/ dr = —
5—3cosx +4senx 2(2tan%+1)

sen Z
0 como tan% =t tendremos
2

/ 1 d cos 3
= ——°
5—3cosx +4senx 4cos 5 +2cos 3

/ 1—senz
——dx
14 senx
Cambio de variable de tipo general
1— 2 2(t - 1)
e B T
1+ e 1+t (2 +1)(t+1)
Realizamos la descomposicién en fracciones simples, tiene una raiz real doble (—1) y una compleja i:
2(t—1)° A B Ct+D
PTERTY Y + 2 T
(t2+1)(t+1) t+1  (t+1) 41
At+1) (B +1)+ B2 +1) + (Ct+ D) (t+1)°
t+1)2 2 +1)

(A+CO)2+(A+B+20+D)t2+(A+C+2D)t+ (A+ B+ D)
(t+1)° (12 +1)




Igualando

2 -1 =(A+C) >+ (A+B+2C+D)t* + (A+C +2D)t+ (A+ B+ D)
es decir

2 — 4t +2=(A+O) P+ (A+B+2C+D)t* + (A+C +2D)t+ (A+ B+ D)

e identificando coeficiente

A+C = 0

A+B+2C+D = 2
A+C+2D = -4

A+B+D = 2

que tiene por solucién
A=C=0;B=4;D=-2

de modo que

2(t—1)° B 4 9 4
/(t2+1)(t+1)2dt_/<(t+1)2_t2+1>dt__(t+1) Zarctant

z
2

y deshaciendo el cambio arctant =

/1—senx 4
——dr=———— —=x
1+senx tan 5 + 1

/ 1
dx
104+ 6senz + 8cosx

Cambio general

senxr = 2t

2 e
t=tan — = cos:c:%
_ 2
dt—mdt
por tanto
2t 1—¢2 t+3)°
104+ 6senx +8cosx =10+ 6 +8 :2( )

141¢2 14 1¢2 t2+1

1 (t+3)° 6t + 8
der = 2 dt =2 1+ ——|dt
/10+6senx—|—8cosw . / 241 /( +t2+1>

2/ 143 2 +38 L dt
241 t2+1

2t +61n|t* + 1| + 16 arctan

y deshacemos el cambio

1 T T
do =2t (f) 61 (1 t 2(7)) 8
/10+68enx+8cosx . an 2 + ol tan 2 +or

/ tan® zdx

10




Cambio

t=tana:z>dt=(1—|—tan233)dx:>dx:

de forma que

1 1

dt

3 t 21
3 = _ = e —— = — — =
/tan xdx—/1+t2dt /(t 1+t2>dt 5 2ln(l

y deshacemos el cambio

1 1
/tan3 xdxr = 3 tan? x — 3 In (1 + tan? a:)

/ tanx
—dx
1+senx

La funcién es simétrica en cos

/ sen d
= —_—axr
cosz (1 4 senx)

senx

R(—cosz,senx) =

Hacemos el cambio

/cosx

(1+senx

senx

—cosz (14 senx)

= —R(cosx,senx

senx =t
t=senx = { cosx =+/1—t2
_ 1
de = Frmdt

¢
)dx_/\/l—tz(l—&-t)

1 t t
\/1—t2dt_/(1+t)(1—t2)dt_/(1+t)2(1t)

Que resolveremos descomponiendo en fracciones simples

/;dt _
t+1)*(1—-1t)

/ 1 1 1 1 1 1
41+t 2(14¢)° 4t-1

1+tan2xdt: 14 ¢2

+t%)

)

>dt

1 1 1 1
= -lnt+1)+=-———-In(t-1
R R A E U
y deshaciendo el cambio
senzx 1 1 1 1
————— dr=-In(1+s ————— — —lIn(s -1
/Cosx(1+senx) YT n( +ben$)+21+senx 4 n(senz —1)
/ sen? x cos® zdx
Vamos a cambiar el integrando haciendo el siguiente cambio:
9 14 cos2zx 9 1 —cos2zx
cos“r = ——;sen“ xr = ———
2 2
4 2

sen- rcos"r =

(

1 — cos2x 2 1+ cos2x
2 2

(1 — cos 2z — cos? 2z + cos® 23:)

11

dt



=N

y volvemos a usar la férmula del 4ngulo doble con cos? 2z

1
3 (1 — cos 2z — cos? 2z + cos® 21“)

1+ cosdx

1 )
= 3 (1 — cos2x — + cos® 2x>

1 1 1
= 1—6—§0052x—ﬁcos4x+§60832$

La pontencia impar la descomponemos como sigue
cos® 2z = cos? 2x cos 2z = (1 — sen? 237) cos 2x

y el integrando se transforma en

1 1 1 1
senfzcos’ry = — — Zcos2z — — cosdx + — (1 — sen? Qx) cos 2z
16 8 16 8
1 1 1 1 1
= 6~ gcos2x 16 cos 4z + 3 cos2x — gsen2 2x cos 2x
1 1
= 6~ Ecosllm ~3 sen? 2z cos 2z
y podemos integrar término a término
1 1 1
sen*zcos’adr = — [ do— — | cosdxdr — = | sen? 2z cos 2zdx
16 16 8
1 1 1
= 1—6x 6 sen4x — @sen?’ 2x
/ sen? z cos® xdz
Vamos a cambiar el integrando haciendo el siguiente cambio:
9 1+ cos2x 9 1 —cos2x
cos“r=——;sen“r= ———
2 2
9 5 (1—(:05255) <1+cos2:c>
sen“xcos‘x = 5 5

1
= 1 (1 — cos? 236)
y volvemos a usar la férmula del dngulo doble con cos? 2z

i (1 — cos? 237)

_ 1 1_1+cos4x
4 2

1 1
= g—gcosélac

y podemos integrar término a término

/senQar:cos2 zdr = é/dl’* %/cosélxda:
1 1

= gx— 3—2sen4x

12



5. Calcula las siguientes integrales de funciones racionales:

& e
(d) / m da
) e
0w
m [ gy

3322 -3z —6
(p)/ 02— 2t ©

33 4222+ —7
(s)

x4 4 a3 — 322 — b —

(b)/ﬂdx

3 —3x +2

x+1
(e)/7m2+1172dx

322 4+ 20+ 7
h -
() [

(k)/x5—3x4—2m3—7x2+x—4d$

3 +322—-2-3

z—3
—d
(n)/x2—|—2x—|—2 v

1
(q)/x2—|—4x—|—2dx

4

R /(m —1)% (22 + 1)2d$

zt a2 —1222 - 252 -5

9
) /(ac2 +a+1)7(z— 1)2dx (W)/ x3 —Tx —6 da

a) Realizamos la descomposicién en fracciones simples del integrando

1
(C)/x2+2x+5dx

1
(f)/gﬂ T T

. 223 + 922 + 4
(I)/xQ(w2 +4)(z—1) de

1
(l)/4x2—4x—|—4dx

z+1
—d
(o)/m2—3x—|—5 v

1
(r) /(mz n 1)3da:
1

) / ((Zz +1)° + 1)2dm

1
) /(x—l) @izt 2”

/($72 /7+7dx=/xil2 — xljgdx:Aln|x—2|—Bln|x—3|+C.
Para calcular los valores de A y B
_ A . B _ AB—-z)+B(z—2)
(rt—2)3—2) =x—-2 3-=x (x—2)(3—x)
de donde
1=AB—-2z)+B(z—2)
Dando a x los valores 2 y 3, obtenemos ficilmente que
B=1yA=1
luego
/mdx:1n|x—2|—ln|x—3\+02 n iig’—f—C
b) Factorizamos el denominador usando Ruffini y utilizamos fracciones simples
S5 + 1 S5 +1 A B C
P30 +2 (z-1>@+2) @-1) @-17 + (z+2)’
luego
/%dm = / ((x By —Bl)2 + (Zi2)> dex =Aln|z — 1|—Bﬁ+01m|x —2|+D.
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Para calcular los valores de A, By C

5z 41 A B C _A@-1(2+2)+B@+2)+C(z 1)
(z-1)*@+2) @-1) (z-17 (@+2) (z—1)* (z+2)
de donde

sr+1=A@x—1)(z+2)+Bx+2)+C(z—1)7°

Dando a zx los valores 1 y —2, obtenemos facilmente que

z = 126=3B=B=2
r = —2=-9=9C=C=-1

para obtener el pardmetro que falta, tomemos por ejemplo z = 0
1=-2A+4+2B+C=2A=2B+(C—-1=4-1-1=2=A=1

luego

5r +1 ! 2 1 1
——dx = — dr =1 -1 -2— -1 2|+ D
/x3’—3m+2 v /((x1)+(x—1)2 (x+2)> v=nje—1] r—1 nle+2+

r—1 2
n _
r+2 x-—1

¢) El denominador tiene raices complejas

—2+4-20 -2+-16 —244i
2 o 2 2

P +2+5=0zx= = —1+ 2,

luego se puede expresar como (x — Re (20))? 4 Im (z0)”
2420 +5=(x+1)° +4,

y la integral se puede expresar como

dz 1
2242w +5 4+(a:+1)2dx’

que es inmediata del tipo f’ (z) arctan f (x)

1 1 1 1 1 1
72d]):* 712d$:* ﬁdl‘:* EEEE——
A4 (z+1) 4) 14 @tb 4 14 (=) 2 1+ (

e 5)

] |NI=

d) Calculamos las raices del denominador

) 4+ 1648 4432 —4+42 ri= g+
dr*+4x+3=0&2 = = = o

8 8 8 R

2="57 3¢

son complejas, asf que expresamos la ecuacién como
1\2
4z2+4z+3—4(m+2> +2

y la integral se puede expresar como

/S S S R S S —
422 + 42 + 3 2_1_4(354_%)2 2 1+2(m+%)2 2 1+(\/§x+§>2

1 \/§ 1 \/i
il 1+ (vao+ @)Qd‘” = 53 et (ﬁ” ¥ 2)

14



e) Calculamos las raices del denominador

P tr-2=02=

“1+V1+8 -14+v9 —1+3 =1
= = =
2 2 2
To = —2
y el denominador se factoriza como

P rr—2=(—1)(x+2)

Realizamos la descomposicién en fracciones simples del integrando

z+1 A B
—  _dx = _ dor = Al -1 Bl 2 C.
/<x—1><x+2> v /xiﬁx” v=Aln|z— 1]+ Bln|z+2| +

Para calcular los valores de Ay B

z+1 A B Alx+2)+B(z—-1)

@-D@+2) z-1 212  (@-D@+2

de donde
z+1=A@x+2)+B(z—-1)

Dando a x los valores 1 y —2, obtenemos facilmente que

2 1
Azf Bzf
3V 3

luego

z+1 2 1
e Zhe— 1+ 2Bz 2+ C.
/(x—l)(x—f—?) v=ghle -1+ gBlnje+2]+

f) El denominador se puede descomponer como
22 + 1024 16 = (z + 8) (z + 2),

luego la integral se puede expresar como

I
224100416 " ) @r8)(@+2) "
y se resuelve por descomposicién en fracciones simples
1 A B
————dex= | —— + ——dx = Al 8|+ B1 2|+ C.
| oovaast | sost ragde — Alale+ 8+ Blajoe+2l+

Para calcular los valores de Ay B

1 A B A(x+2)+B(x+8)

@18 @+2) 748 212  @i8)(x+2)

i

de donde
1=A(x+2)+ B(z+38).
Dando a x los valores —2 y —8, obtenemos fécilmente que
1

1 = 6B=B=-
67

1
1 = - 6A=>A=—=
6A = 5’

luego

1 1 1 2
dx:—61n|x+8|+éln|x+2|+C=gln iiS

| roars o

15



g) Realizamos la descomposicién en fracciones simples del integrando

T+ 2 A B
— dx = —dx = Al -1 Bl
/@_1)(“3) v /x_1+ —de = Alnfe —1[+ Blnfo +3/ +C.

Para calcular los valores de Ay B

x+2 A N B A@+3)+B(xr—1)
(x—1)(z+3) z-1 2+3  (z—-1)(xz+3)

de donde
r+2=A(x+3)+B(z—-1).

Dando a x los valores 1 y —3, obtenemos fécilmente que

3
4A = A= —
= 7

w
I

1 = —43;»3:3,

luego

T+ 2 3 1 1 5
/Mmdw—4lnw I+ Iz +3[+C=7@—1)"(z+3)+C.

Como el grado del numerador y denominador coinciden, en primer lugar hay que hacer una divisién
polinomial y expresar el integrando como
3x2+2x+7_ 2¢ +4
2 +1 N x2+1’

la integral se transforma en

242 2% +4
/733; + x+7dw:/ 3+ T dzx,
241 2 +1

que puede descomponerse en tres integrales que son inmediatas

2 4 1
/( vt )dm—/?)dac—i—/ dx—|—4/mdx:?)m—l—ln(l—i—ﬂ)—|—4arctanx+C’.

z? +1

Descomponemos el integrando en fracciones simples, teniendo en cuenta que una es doble (z =0) y
dos de ellas son complejas conjugadas (z = £24)

20°4+92°+4 A B Cz+D  E

22 +4)(x—1) P—’_ 2 +4 +x—1’

sumando las fracciones de la derecha obtenemos

Az (22 +4) (= 1)+ B (22 +4) (x — 1) + (Cz + D) 2* (z — 1) + Ea? (2* + 4)
z2(2?2 +4)(x — 1) ’

igualando numeradores

20° + 92> +4 = Az (2®+1)(x—-1)+B(z®+1)(z— 1)+ (Cx+D)a* (x — 1)+ E2® (2* + 1),

= 2*(A+C+E)+2*(—A+B—-C+D)+2*(4A—~ B~ D +4E) + 42 (B — A) —

16



E identificando coeficientes

A+C+E = 0
-A+B-C+D = 2
4A-B-D+4FE = 9

4B—4A = 0
—-4B = 4

Sistema cuya solucién es
A=-1;B=-1;C=-2;, D=0; E =3,

sustituyendo en la integral
/ 223 4+ 922 + 4 d / 1 1 2z . 3 J
x = [|-————=— . -
x2(x?+4)(xz—1) x 2?2 2?24+1 x-1

2+

I
|
\
8|~
QU
K
|
\
Hw"—'
QU
S
|
\
8
[N}
&
IS
\
8
| | =
—
U
&

1
= —ln|$|+;—ln|x2—|—4|+31n|x—1\—|—C’

(z—1)7% 1
= Ih———+-+C
T (2 +4) * x +
j) Las raices del denominador son complejas
-4+ 16 -20 —4+£+/-4 —4+2i
2 B 2 2

x4z +5= =241,

y podemos expresar el polinomio como
2 +dr+5=(x+2)°+1,

mientras que la integral se puede expresar como

[ovimt= [
—— axr = —= ax.
x2+4x+5 1+ (z+2)°

integral que es casi inmediata realizando los cambios oportunos

1 2 2 4 1
/%dxzf/ (= + )2 - 5 dx:fln‘1+(x+2)2 —2arctan (z + 2)+C
14 (z+2) 2 14+ (x+2)° 1+ (x+2) 2

5 A 3_ =2 _
N
z>

422 — Az +4 =3+ (22 — 1)

1 1
/4332—4324—4 v /3+(2x—1)2 :

1 1
= s/H(%_l)Zdz—

S

1 = .
2\/3/1_1_(2131)2 ‘

Vel

= Larctam (296 _ 1) +C
2V3 V3
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=

/

——d
/w2+2x+4 v

x—3

1

———dx
2+ 22 + 2

2
11 3
x2—3$+5:+<x—)

2 +22+4=3+(x+1)°

3+ (x+1)

1 1
- 3/1+6Hgf“:

V3
1
LH
+(ﬁ
1 z+1
= ——arctan +C

B +22+2=1+(x+1)°
_ / z—3 du =
1+ (z+1)

1 4
e [
1+ (z+1) 1+ (z+1)

1 2 1 4
S R (e
2) 1+ (z+1) 1+ (z+1)

1

= 5111 (1+(:1:+ 1)2) —4arctan (zr+ 1)+ C

1
= 51n(:v2—|—2x—|—2) —4arctan(z + 1)+ C

4
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/zinx _
22 —-3x+5 -

Il
N —
5
/
ISy Rt
+
7 N
8
\
DN Lo
N———

(V)
~_—
+
5

—
o
=
a
[
o
B
N
,_.‘I\D
—
/N
)

\
| o
N————
N———
+
Q

= Jn(? —3c+5) +\/%arctan <\/1ﬁ (290—3)) e
e )oes) ) (- 3) )
[ =vten® = | (e fgg@ T

B i/ 832 —3x -6
S B8 (@+g)e-3)(@+3)

1 / A n B n C d
= — T
18 r+3 T-3 T+3

1 A B C
= ([ Ldet [ e .

Realizamos la descomposicién en fracciones simples

3322 -3z —6 A n B . C
@ DGE-DE+D ath a-§ ot}
es decir
1 1 1 1 1 1
2 _q._a_ 4 1 1 1 1 4L
332" —3x—6 A(:c 3)<x+2>+B<x+3)<x+2>+C(x+3)<x 3)
Para z = 1

3
2
1 1 1 1\ /1 1 10 5 90
33(3) —3(3)—6—B<3+3> <3+2>©—3—Bg©3——15——6
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Luego la integral vale
3322 — 32— 6 1 12 —6 27
dr = — d +/ d +/ )
/(9x2—1)(2x+1) v 18 </x+:1,’ v T— % v z+1
2 1 1 1 3 1
| - = =1 - C
3 <$+3) 3n<33 3>+2n<x+2>+

Primero realizamos la divisién de polinomios, puesto que el numerador tiene un grado mayor que el
denominador

|
\
=3

5 304 903 _ 7y2 —4 122 —4
x° =3z T — T+ —0? 6w 17— 61z 7
23 +322 —x -3 3+ 322 —2—3

luego

2 —3at =22 — T2+ —4 6lx? — A7
de = 2 6x+17)dx — d
/ 34322 —x -3 ’ /(m z+17) d /x3+3x27x—3x

La primera integral es inmediata

3
/(m2—6x+17)da:=%—31‘24—17%4—0

Para la segunda buscamos las raices del denominador
2?4322 —x—-3=(x—1)(z+1)(x+3)

y realizamos la descomposicién en fracciones simples

6122 — 47 A n B n C
234322—2z-3 -1 z+4+1 x+3
de donde
61z —47=A(x+1)(z+3)+ Bz —1)(z+3)+C(x—1)(z +1)
Paraxz =1 u 7
61(1)2—47:.4(1+1)(1+3)<:>14:As<:>.4:§:Z
Para x = —1
2 14 7
61(—1) —47:B(—l—l)(—1+3)@14:—34@3:—2:—5
Para x = —3

502 251

61(—3)> —47=C(-3-1)(-3+1) =502 =B8 < B = .

20



Luego la segunda integral seria

/ 6122 — 47 dm_/ A, B, O\,
3 +322 -2 -3 B z—1 z+1 z4+3

= Aln(z—-1)+Bln(z+1)+Cln(z+3)

7 7 251
= Zln(xfl)filn(:chl)JrTln(er?))

La integral completa serfa

25— 3zt — 223 — T+ —4 3 9 7 7 251
/ PR e — dm:?—:}x +17:L‘—11H(:E—1)+§1H($+1)—Tln(:p+3)+c

Podemos descomponer el denominador

224+ 4r+2=

_41\2/16—8: —4?@: _4:;2ﬂ:—2i\/§,

luego se puede expresar como
44z +2=(x—a)(z—p),

donde @ = -2+ V2 0 B = —2 — V/2 y la integral se puede expresar como

1 1
/x2+4m+2dm/(x—a)(x—ﬁ)dx’

que podemos expresar como

1 A B
/:c2+4x+2d$:/(m—a+x—ﬁ)dx:Aln|x_o‘|+Bln|ﬂ3—ﬂ|+C~

Para calcular los valores de Ay B

1 A N B  A(x—-p)+B(z—a)
24+42+2 z-a -8  (z—a)(z-8)

de donde
1=Ax—-p)+B(z—«a)

Dando a x los valores a y 3, obtenemos facilmente que

1
1 = Ala-— A=
@=f)=d=
1 = B(—-—a)=B= !
= % _5_(1’
luego
1 1 1
—_— = ——1 — —1 —
/x2+4x+2dx ozfﬁn‘x a|+67an|33 Al+C
1 1
= In|z —af — Inlz—p8|+C
il —al - —— e
1 T—a
= In +C
a—p -p

21



y sustituyendo los valores de a y 3

a-B=(-2+4v2) - (2-v2) =22

T+2—2
r+24+2

/ PR U
= n
2tz 12T 93

¢) En las integrales r, s, ¢, u, v, w, z, s6lo se pone el resultado final.

/de—iarctan x + z? + 5z +C
(x2+1)°% " 827 V3 24xt + 14422 4 216

+In|lz—2|+C

3z3+222 +2 -7 2z —1
dr =21 |+ ——"—
/$4+x3—3x2—5x—2 v nle+ |+2m2—|—4z+2

arctan(x)

4 In(z? +1
/ 2 zdr =4 n(m+ )+ S 3
(x—1)" (22 +1) 4 4 4z

52

2+ In(z—1)
— C
— 42?2 +4x -4 2 +

B arctan ( 20+ 1

C
4 +16m2+16x+8+

2241
9 In (22 + 2 +1) 2arctan( ”JQ, ) x 2In(z —1)
5 sdr =2 + 3 - - +C
(224 z4+1)%(z—1) 9 32 3z3 —3 9

2
2
dm:ln(x+2)—2ln(:z:+1)—|—z + z—4ln(:c—3)—|—C’

/z4+m312x225x5
—T7x—6

241
1n(x2_~_$_|_1)7arctan( —S) x In(z—1)

322+ 3z +3 9 +C

/ ! der = —
(z—1)(22+z+1)7% 18 V3

6. Calcula las siguientes integrales de funciones irracionales algebrdicas:

3
Va? p

rx—1

()

\5/5 d
Vr+1

g) /x,/ijidx

Solucion:

(b) {\;?jlldx
4/ (x+1)°
e)/(x—l)\/x—kldx

\/ x—Q)de

/\/m\/%qtia

292

VI +1

()f—1

/ Jr—1-1
\/74—1
(|)/i\/idz




a) Cambio

JT =t
r=t"=1{ Va3 =+
dx = 2tdt
3 tt
— Adt =2 | ——dt
/a:—l 2 -1 /t2—1

Funcién racional que resolvemos por descomposicién en fracciones simples, previa divisién de los
polinomios ya que el grado del numerador es mayo que el grado del denominador

4 9 1 3 1
1 h -
/t2 1dt /((t + ) 1>dt 3 —|—t+/t2 1dt

= —+— Aln(t—1)+ Bl 1
/t2_1t /t_1+t+1dt n(t—1)+ Bln(t+1)

la integral

Célculo de Ay B

1 A B At+1)+B(t—-1) (A+B)t+(A-B)
21 i—1irl (t2 —1) B 2 —1
Por tanto
A+B=0 1 ]
=A=—-yB=—=
A-B=1 2 2

La integral serd

1 1 1. ¢t—1
es decir
\/m3d \/5—1
z—1 f—|—1
b) Cambio
Jr =t
r=1t={ V2= (¥z) =
dx = 3t3dt
Va2 1 2 +1 tt +¢2
+ / + 3t2dt—3/ RPN
m—l t—1

Realizamos la divisién de los polinomios ya que el grado del numerador es mayor que el grado del
denominador

tt 42 2 th 3
/t+ dt = /t3+t2+2t+2+t—1dt:Z+§+t2+2t+21n(t71)

Y deshaciendo el cambio la integral es

Va2 +1 B 3V x4

_ N 3 3/0n
T =3 +2+3Va2+ 69z +6In (Vo —1).
¢) Cambio
Ve =t
r=t*={ V3= (y/2) =13
dr = 2tdt
1 1 2
VEHL /t+ 2tdt—2/wdt
Vs —1 3 1 t3—1

23



Realizamos la descomposicién en fracciones simples, hay una raiz real y una compleja (junto con su
conjugado)

B-1)=0t-1)F+t+1)=(t—-1) <<t+;)2+i>

la descomposicién serd

2+t A Bt+C A +t+1)+(Bt+C)(t—1)
-1 t-1 (H%)?Jr% -1 +t+1)
es decir
?*+t t*(A+B)+t(A-B)+(A-0O)
t3—1 (t—1)(t2+t+1)
es decir
A+B=1 9 1 9
A-C=0
por tanto

/t2+t /2 1 1 t+2 2/ dt 1/ t+2

dt= | = + = dt== | —+=- | —————dt
3_ _ 2 _ 2
t 1 3t—1 3t24+t+1 3 t—1 3 (t+%) +%
Transformamos la integral que queda

_t+2 1 2+4
G+ 2erd

]

Va2 +1 2 1 1 2t+1 7
{;Jrl da 2 §/tdt1+§/ 2 tljL i z |

4l dt 1 2 + 1 2 % t
- 3/i-13 3 \/5
(t+ ) +4 1+

4 1 1\? 3 2 2 + 1
= —n(t—D+=-In((t+= %)+ = arctan [ 22— ).
3n( )+3n<<+2> +4>+\/§arcan< \/§>

y deshaciendo el cambio t = \/z

\ﬁtlld = dngaonel ((f+ )2 i)—f—jgarctan(m\/;l)

= éIl T — 1IliI,' T larcanm
= 31(\F 1)+31(+f+1)+\/§ t < \/§>
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d) Cambio
Vo=t

dzx = 5t*dt

5 t t5
Vo dz:/—5t4dt:5/ dt
Jr+1 t+1 t+1

Hacemos la divisién polinomial

r=t"=

a =t —t+1 !
t+1 t+1

por tanto

t5 4 3 9 1 t5 t4 t3 t2
= —t° + +1—— = - — 4+ —— —+t-1
5/t 1dt 5/<t t t°—t P} dt =5 5 1 3 5 t—In

y deshaciendo el cambiod

5
W\/ildm: <x_iw4+§€/?3_2€/P+5V_51n(e/5+1)>
e) Cambio
\/(x+1)3:t3
r+l1=1t"= (x+1)=t
dx = 2tdt
r=1t2—-1

T+ x—i—l (t2—1)+ ¢
2tdt—2 ———dt
/(xl / t272 / -2

Hacemos la divisién polinomial

t3+t2—1_t+1+2t+1
t2—2 2 —2

(t*—1)+13 2t 41 2t 41
2 [ ——t—dt=2 dt=1>+1t+2
/ t2—2 /( t2—2) i /t2—2

La integral que queda se hace por descomposicién en fracciones simples

por tanto

(t+ 1))

241 _ A B CA(E-V2)+B(t+V2) (A+B)t+V2(B-A)
-2 42 t—+v2 2 -2 - 2 -2
e igualando
A+B=1 A+B=1 A=
= =
(B—A)V2=1 7 B =2t
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de esta forma

t+1 v2-1 V241
4 t+2 = 24t+2 22 22| gy
2-2 t+vV2 -2
V21 V2+1
- t2+t+7ln<t+\/§)+ 1 (tf\/i)
V2 V2
1 t—2
= 4t (t+V3) (t-v2)+ I
)( V2 \t+Vv2
1 t—+/2
= t?+t+n(t*—2)+ —=In
( ) V2 <t+\/§>
y deshaciendo el cambio ¢t = vz + 1
/UE+ (x+1)3d @+ )+ vVaFT+in(@—1)+—1 vhl-v2
——————dr = (x x n(x — —In——.
(x—1)vVz+1 V2 Vr+1+42
f) Cambio
V(@x—-1)=t
1‘—1=t3:> \3/([1:—1)2:1;2
dx = 3t2dt
z=t3+1
—1_ 3 _ 42
/ Ve 1-1 L dtz?;/% tldt
Y (x +1 +
Hacemos la divisién polinomial
t3—t2_t_1+1 ¢
2+1 t2+1

por tanto

13 — 2 1—t 3t2 1—t
dt = 1+ —)dt="- —3t+ -
3/t2+1 3/( +t2+1) 2 3 3/t2+1

La integral que queda es inmediata con los siguientes cambios

1—t 1 [ 2 1 1
——t_ - dt = —=1n (1 + 2 tan t
/t2+1 2/t2+1+/1+t2 g In (1 +1) + arctan

por tanto

3 —t? 3t? 3
3/mdt 7—3t—71n(1+t)—|—3arctant

y deshaciendo el cambio

[T (e

v/ (z — 1)2> + 3arctan /(z — 1)

g) Cambio
z+2 _ 2 x_zzt :2
x—2 =" —1
dr = —=°—=dt

(t2 1)
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92 22 2 4 2
/ac,/”“”r dac:/ P2y, (-8 . dt=—16/7t +t3dt
T —2 t2—1 (t2 — 1) (t2 —1)

Descomponemos en fracciones simples

th+ 12 A B C D E F

= + + + + +
@2-17° t—-1 @¢t-172 @¢-1°> t+1 (@¢+1)* (@t+1)°
el numerador de la fraccion de la derecha es

A1)t +1)°+Bt-1)t+ 1)’ +Ct+ 1)’ +D(t+ 1)t - 1)’ +E@#+1)(t—-1)°+F(t—1)°

o si lo ordenamos por potencias

t°(A+ D) +

t*(A+ B-D+E)+
t*(2B—-2A+C+F —2D —2E) +
t?(3C —2A — 3F +2D) +
t(A-2B+3C+3F+D+2E)+
A-B+C-F-D-F

e igualando a los coeficientes del numerador del miembro de la izquierda

A+D=0
A+B-D+E=1
2B-2A+C+F—-2D—-2E=0
3C —2A-3F+2D =1
A-2B+3C+3F+D+2E=0
A-B+C-F-D-E=0

que tiene por solucién

A=gB=30=1D=-3E=5F=—1
por tanto
412 A B C D E F
—16/;3& = —16/ + s+ z + + s + S | dt =
(t2 —1) t—=1 (t-1) (t—-1)° t+1  (t+1) (t+1)
B c E F
= —-16|Aln(t—1)— — +Dln(t+1) — -
( =y (t=1) 2(t—1) E+1) (t+1) 2(t+1)2>
1 3 1 1 3 1
= —16(=-In(t—1)— - ——In(t+1) - +
(8 = 8(t—1) 8(t—1)° 8 (t+1) 8(t+1) 8(t+1)2>
6 2 6 2
= 2In(t-—-1)+ + +2In(t+1)+ —
U+ T PO G T

t+1  12t3 — 4¢

= 21
"ot 2 —1)"

donde en el iltimo paso hemos sumado todas las fracciones. Si ahora deshacemos el cambio:

3
x+2 r+2
7T =21 12y/(33) - 4y/53
/m ——dx=2In + I
T —2 e+2 _ 2
xr—2 < (m+2) _1>
x—2
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h) Cambio

Vie—=2)=t
(z—2)° =3
)
T—2=t"= (33—2)5:755
dx = 2tdt
z=t24+2
\/:v—2 \/x—2)5 345 4 _ 46
/ dx:/ 2tdt:2/ dt
Vi —2)4+3 t+3 t+3
Hacemos la divisién polinomial
tt — 6 648
= 7 4 3t* — 83 4 2417 — 72t + 216 — ——
t+3 t+3
por tanto

tt—° 5 4 3 2 648
2 at = 2 —1° + 3% — 8t° + 247 — 72t + 216 — — | dt
t+3 t+3

o 3th
= 2(—6+5—2t4+8t3 36t2+216t—6481n(t+3)>

1 6
= —§t6 + 5t5 — 4t* +16t3 — 72t% + 432t — 1296 1n (¢ + 3)

y deshaciendo el cambio

\/fo \/3372)5 1 s 6 5 7 .
/ V(@ —2)+3 dz = 75\/(55*72)+5\/(I*2) 74\/(z72) + 164/ (z — 2)
_ner 4321/(x — 2) — 12961n (MJF 3)

1 3 6
= —_— — 2 —
3(@—2)"+ ¢

72 (0 - 2) +432y/(w — 2) — 1206 In ( /(= — 2) + 3)

(z—2)° —4(x—2)* +16¢/(z — 2)°

1. 2
= fgzd — 222 — 60z + %

6 56 2024
+(5 2+€ +5>\/a:—2

~12961n (\/(m —2)+ 3)
g(z —2°/(z—2)+16(z — 2) /(z — 2) + 432/ (z — 2)

g(x—2)2+16(:c—2)+432

i) Cambio
z—1
= =1
r—1 9 x+1 )
= = T = 14t
z+1 1t
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/ fz—11, _/tl—tQ 4t dt_/ 4t? i@t
crla 1+2 (11— ) 1-2)(1+¢)

Descomponemos en fracciones simples
442 A B Ct+D
A2 (1+2) 1—t 1+t 1+p
el numerador de la fraccién de la derecha es
A+t (1+¢)+B(1—1t) (1+t*) + (Ct+ D) (1 —t°)
o si lo ordenamos por potencias

t35(A-B-C)+t*(A+B-D)+t(A-B+C)+(A+ B+ D)

e igualando a los coeficientes del numerador del miembro de la izquierda

A-B-C=0
A+B-D=4
A-B+C=0
A+B+D=0

que tiene por solucién
A=1B=1,C=0,D=-2

/ 4t? G = / A B  Ct+D\ . _
(1—2)(1+12) 1—t 14+t 142 N

1—t 1+t 141t

In(l1—1¢)+1n(1+¢)—2arctant

por tanto

Si ahora deshacemos el cambio:
—-11 -1 -1 -1
/ x —dr=In(1- z +In|1+ m — 2arctan r—-
r+1x r+1 r+1 z+1

7. Calcula las siguientes integrales de funciones radicales:

1 1 1
(a)/ V—x2—-2x+3 de (b)/ vV—zZ+2x+1 de (C)/ vV—4z?2 + 42 +1 d

(d) / e (9 / N Nl \/;Tdm
() /mdx (h) /dex (i)/\/zjﬁdx
() /\/msz (k)/\/mda: (I)/\/g;?ﬁdx

dx

O = N <m_;)1¢m © [ e

1 1 1
(p)/m\/—x2+2x+1dx (q)/m\/—2x2—x+1d$ (r)/(x—l)\/—xz—l—x—&—éldm

O s e Ol Ve st O [ =t
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En todos los apartados hay que transformar al cuadrado de una suma;:

a) En este apartado lo haremos paso a paso, en los siguientes los cdlculos intermedios se obviarédn.

1
[ o
V=2 —2x+3

En primer lugar convertimos el polinomio de 2° grado para que incluya el cuadrado de una suma o
diferencia:
—2?—2c4+3=4—(z+1)

y por tanto la integral se transforma en
1 1
/ SN S - / S S
A continuacién, hacemos el cambio el cambio de variable

(z+1)> =4sen’t & (z+ 1) = 2sent

de forma que:

dx 2 costdt

x+1
t = arcsen

y sustituyendo en la integral

1

2 cos tdt

1
/ V4 —4sen?t

2 costdt

1
/\/4(1—sen2t)
/#2costdt

V4dcos?t

1
= / 2 cos tdt

2cost

= /dtzt

y deshaciendo el cambio de variable

1
/\/4—(33—&-1)2

T
dx = arcsen

1
/ N S
V-2 +2z+1
Transformacién del polinomio:
—? 42 41=2—(z—1)

y por tanto la integral se transforma en
1 1
S S —
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Cambio de variable

(z—1)° =2sen’t & (z — 1) = V2sent
de forma que:

dx

V2 cos tdt

rx—1

V2

t = arcsen
y sustituyendo en la integral

1
/\/2—(x—1)2dx

1
/ 72 STSET V2 cos tdt
V2 — 2sen

/dt:t

z—1
dr = arcsen ——

1
/m v

y deshaciendo el cambio de variable

+C

[
—_—dx
—4x?2 +4x+1

Transformacion del polinomio:
Az A +1=2—(22-1)

y por tanto la integral se transforma en

Z.

1 1
/ S S / 1
\/_4$2+4$+1 /2_(2$_1)2
Cambio de variable

(22 —1)° = 2sen’t < (22 — 1) = V2sent

de forma que:

2
2dr = 2costdt = dx = g cos tdt
y 2 —1
= arcsen
V2

y sustituyendo en la integral

2
—— cos tdt

/md“’ - [ == -
s

1
dr = — arcsen

1
/\/2—(295—1)2 2 V2
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/ R
V—x?— 4z +2
Transformacién del polinomio:

—2? —4x4+2=6—(z+2)

y por tanto la integral se transforma en
[ S—y (S —
—z* —dz +2 \/6— (z+2)
Cambio de variable

(z+2)° =6sen’t < (z+2) = V6sent
de forma que:
de = 2costdt

T+ 2

V6

t = arcsen
y sustituyendo en la integral

/\/6—(:Cx+2)2dx

(\/ésent — 2)
= AT T\ /6costdt
/ V6 —6sen?t

/(\/6sent—2> dt = —V/6cost — 2t

y deshaciendo el cambio de variable

x+2)+0

/ 4z =—6cos (arcsen M) -2 <arcsen
\/6 — (z+2) V6 V6

y si ponemos

cos <arcsen (ﬁ;)) - \/1 — sen?arcsen (”762) —\J1- (”}5)2 = 62y

obtenemos de forma simplificada

/\/6—;+2)2dm

=—\/6—(z+2)%-2 (arcsen x\j;) +C

/ v/ —4x2 — 8x — 3dx

Transformacion del polinomio:
—42® -8z —3=1-(2z+2)°

y por tanto la integral se transforma en
/ V=422 — 8z — 3dx = / V1= 2z +2)°dx
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Cambio de variable

(22 +2)° =sen’t < (22 4 2) = sent

de forma que:
1
2dr = costdt = dx = 5 cos tdt

t = arcsen (2z +2)

y sustituyendo en la integral

1
/\/1—(2x—|—2)2dx = /(\/l—sengt) (2cost) dt
1 9 1 14 cos2t

1 sen 2t
t

4+8

Usamos que
sen 2t = 2sentcost = 2senty/1 — sen?t

y deshaciendo el cambio de variable

1 1
/\/1—(295—1—2)2(13:: Zarcsen(2x+2)+z(x+1) 1—(2z +2)°

1
——dx
/ 22?2 +1
Cambio de variable
2?2 =Sh?t & 2 = Sht

de forma que:

dx

t = argShz=1In (m—i— \/x2+1)

Cht dt

y sustituyendo en la integral

1 1
— — dx /—Cht dt
r2va? +1 Sh?¢v/Sh?¢ + 1

1
= ——dt.
/ Sh?¢

Para resolver esta integral, expresamos la funcién Sht, en términos de la funcién exponencial

[ S
Sh*t (etfe*‘) (et — e*t)

2

y hacemos el cambio de variable
1
el =u=dt =—du
U
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y obtendremos

[ S [

que es una integral racional, no obstante si ponemos

/<u24_u1)2du=2/2u(u2—1)2du

vemos que es una integral inmediata de la forma f’ (z) [f (x)]" con n # —1, cuya primitiva es [f(;fﬂzﬂ
/ du 2(w2—1)"" 2
———du = =
(u? —1)° -1 1—u?
Deshacemos el tltimo cambio u = e ) )
1—u2 1-e%
y deshacemos el primer cambio
t=1In <z + Va2 + 1)
y tendremos
/ 1 d 2 2 2
e 1 1 = = B) =
1’2\/21327“ 1— 62 ln(z+\/m) 1— eln(m+\/m) 1— (Q? + m)E
2 -1 —1

(2352 + 22V 22 + 1) o224Vt 1l x(m+\/x2—|—1)

También podemos considerar esta integral como binémica

/5072 (1 + xz)_% dx

de tipo general. Haciendo el cambio

der =

obtenemos
1

) N3 g
/m (1+:c) d:cf2

_1 1 _1
/t’l (1+t) 2t 3dt = 5/1&*% (1+t) 2 dt
que es de tipo 1, siendo la suma de los exponentes

3 1 4
3T g~ 2¢l

luego debemos multiplicar y dividir por t2

1
1 5 1 1 5 _1t73 1 1+¢\ 2
St (14t) 2dt== [ tT2(1+1¢) 2 dt == [ 72— dt
2/ P+ 2/ P 2/ (t)

y haremos el cambio

1+t ) 1
- u
t u? —1

dt = ———du
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de forma que

1 [ o (14t~ 3
/() e = g

=
—_
N
N
[ V)
| —
—_
N—
.
—~
S
[V
S—
ML
/|\
=
(V)
g
—_
SN—
[ V]
U
IS
~

y deshaciendo cambios

2 T

\/1+t \/1+:c2 V14 22
—U = — _ = = =

t

es decir

1 V14 22

. de=-—
2vx? +1 T

Aunque esta primitiva es distinta a la obtenida por el método anterior, podemos comprobar como su

diferencia es una constante
-1 VIita?\ 1
T (m +Va? + 1) T

/ V42 4 8z + 8dx
Transformacién del polinomio:
42 + 8z + 8 = (2m+2)2—|—4:4((x—|—1)2+1)

y por tanto la integral se transforma en

/\/4x2+8$+8d3:=/2\/(x+1)2—|—1dx

Cambio de variable
(z+1)?=Sh’t< (z+1) = Sht
de forma que:

dz Chtdt

t = argSh(ac—l—l):ln((ac—i—l)—i— (m+1)2—|—1)

y sustituyendo en la integral

2/\/(x+1)2+1dx:2/(\/Sh2t+1)0htdt:2/0h2tdt

Para calcular la integral, expresamos el coseno hiperbélico en términos de la funcién exponencial

t —t\ 2 2t —2t
2 _ e te 1 2% | -2t _ e €
/QCh tdt_Q/(2 > dt—2/(e +e 2 +2)dt = 1 Tt
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y deshaciendo el cambio de variable

o2 1n<<(x+1)+\/(x+1)2+1)> o2 1n(((.7c+1)+«/(3:+1)2+1))

/20h2tdt = 1 = 1 +argSh(x +1)

2
<$+1+ (m+1)2+1> .
- - 2+ln<x+1+ (x+1)2+1>

: i)

/ v —x2 4 4xdx

Transformacién del polinomio:

—m2+4x:4f(x—2)2

y por tanto la integral se transforma en

[V = [\i- @2

Cambio de variable

(z—2)° = 4sen’t & (z—2)=2sent
T —2
t = arcsen
dr = 2costdt

y sustituyendo en la integral

/\/4_ (@ — 2)%da

1 5 (2t
/mgcostdt:/4c052tdt:4/ <+2<>> dt
= 2t+sen(2t):2t+23entm

y como
r—2
sent = ——

2

obtenemos

(z —2)°
4

T
2 arcsen

_2+(x—2) 1—

/\/4— (z — 2)°da

-2 -2
= Qarcsenlq 5 + x vV —z2 4+ 4z

2

/\/ﬁlxxzﬁdz:/\/ﬁd:ﬁ
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El mismo cambio que antes

En este caso

/i

(z —2)°
t
dx
2
ac der =
— (z—2)*

y expresado en términos del sent

y puesto que

la integral buscada es

/\/4—1«—2)2%

= 4sen’t & (z —2) = 2sent

= arcsen

(2 4 2sent)?
V4 —4sen?t

xr— 2

2 costdt

2costdt = /(2 + 2sent)? dt

/(4+4sen2t+SSent) dt

/(4+2(1 — cos2t) + 8sent) dt

/(672c032t+836nt)dt

6t — sen 2t — 8 cost

6t — 2senty/1 —sen2t — 84y/1 —sen2t
: -2
sent = ——
2
2
- —9 —9
6 arcsen — —(x—2)4/1- i Y S
2 2
x—2 (z—2)
6 arcsen - Vidz — 22 — 44z — 22
r—2 x
6 arcsen —5\/4x—x2—3\/4a:—$2

j) Expresamos en términos del cuadrado de una suma

(@ —1)°
dx

? =2 —3=(x—1)°—4

/\/mdx:/«/(x—lf—zl

Hacemos el cambio de variable

4Ch?* = (v —1)=2Cht
2Sht dt

In

rz—1

2
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2
(x—l) —1]=1In

(x—1)+ Va2 -2z -3
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Sustituimos en la integral y empleamos la definicién de Sht en términos de e

/\/(x—1)2—4da: = /\/4Ch2t—42Shtdt:/4Sh2tdt

2t 4 =2t _ 9 o2t o2t
= 4 —_——dt = — — — 2t = Sh (2t) — 2t
/ : % (2t)

= 2ShtCht—2t =2V Ch?t—1Cht — 2t

Deshacemos el cambio

2v/Ch%t — 1Cht — 2t

2 2 2

) <$—1>21(x—1) 72ln(x—1)+\/m

_ _ A/ r2 _ _
(.’EQl)\/m_an(x 1)+ 21' 2x 3

—? 2 =1—(z—1)°

(z—1)7° = sen’t= (z—1)=sent
dr = cost dt
/\/7m2+2xd:c = /\/17(%71)2d$
= /\/l—sen2tcostdt

= / cos? tdt

1 2t
_ / + cos &t

2
_ 1t+sen2t
2 4

y deshaciendo el cambio

1t—|—1 2t 1t+12 t t*lt—|—1‘ tv1 2t
5t + g sen 5t + g2sentcost = ot + o sen sen

1 1
= §arcsin(as—1)+§(:1c—1) 1—(z—1)

1 1
= iarcsin(a:—l)—i—i(x—l) vV —x? 42z



2 3sent+ 3)% 3
- /xdx:/(QSGHQ)COStdt

2

= §sent—ﬁ—§ 2dt— gsenzt—i—g—ﬁ—gsent dt
B 2 2 B 4 4 2

= 971_C082t+9+gsent dt
N 4 2 42

22
/ LS
V3x — 2

= 9t 9 2t + 9t ) t
= 3 16 sen 1 3 cos
27t 9 ot 9 y
p— — —_—— n —_——
A 16 se 5 cos
Expresamos en funcién de la funcién sent
2—7t—gsen2t—gcost = Et—EQSentcost—gcost
8 16 2 8 16 2
27 9
= §7§——256n1f\/1—ser12 —f\/l—sen2

deshaciendo el cambio y las oportunas simplificaciones, tendresmo

2
ltf —2sent 1 —sen2?t — ,\/1 —sen?t

8
27 1 2 9
= 3 arcsin <3 (2z — 3)) - (:::4;) 3z — 2
es decir ) :
2 1 2 9
/ﬁdw =3 arcsin (3 (22 — 3)) - % 3z — 2
m)

2
1 13
2 o o
r° 4+ 3<x—|—2> 1

1\? 13 1\ Vi3 1 Vi3
de = \/TT?)Shtdt

1 1
/—dw = / dx
2 2 _ 2
AR w2\ (z+3) - F
/ Ve :
2
(-1+4Eont) /[Lonz -1

S T
(—%Jr@Cht)

wﬁ
w

Sht dt

Hacemos el cambio 1

et =u=dt=—du
U
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y por tanto

Shi — etfeft:u—%ZUQ—l
2 2 2u
el+et u+l o w241
ht == = =
¢ 2 2 2u
n)
472 — 1 =422 -1
42> = Ch*t= 2z = Cht
1
de = <=Shtdt
2
t =argCh(2z) =In (235 + 4z — 1)
1 1 1
de = / —Sht dt
/(x—;) 422 — 1 (Cht 1y \/Cn?t—12
1 1 2
= —dt= | 7/ dt= | ————=dt
/Cht—l /etget—l /et+e*t—2
Hacemos el cambio ) 1
et:u:etdt:duédt:—tdu:fdu
e U
2 2 1 2 2 2 2
S N Y S ST P T
et +e t—2 U+ —2u u2+1—-2u (w—1) (u—1) 1-wu
y deshaciendo todos los cambios
2 2 2 B 2
]_—u_1—et_1_eln(2a:+\/4m271)_1_(2‘%_’_1/4332_1)
1 2
dx = +C
/(a;—;) Va2 — 1 1— (22 + V42?2 —1)
)
1\* 15
42® 1= {22+~ —
-+ + (m+4> +16
2
1 15 . o 1 V15
V15

1 1 1
vV 2
e 2z +7) + 1% 16 Sh™ ¢+ 1

\/ﬁCht dt

2
/ VeV 8

2 VI
/17—50htdt:/dt:t
1V/15Cht 8
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Y deshaciendo el cambio

4 8r+1
t = argSh—— |2z + = arg Sh
8 ﬁs( 4> SRV
Iy 8m+1+ (8374—1)2
V15 V15

Luego

8r +1 <8x—|—1

1 2
— — dz=1 + +1]+cC
/\/4372+x+1 v V15 \/ﬁ>

—? 42 41=2—(z—1)

(x—1)7° = 2cos’t= (x—1)=+2cost
r = 1++V2cost
dr = —v2sent dt

de = V2sent dt

1 1 1
o= [
/xv—$2+2x—|—1 /:c /27@71)2 (1+\/§cost)\/2—2cos2t
-1
= — dt
/ (1 + \/§ Ccos t)
que es una integral trigonométrica que podemos hacer mediante el cambio general
t

tan - = u
2
Recordemos que en este caso tendremos

1 — 2
cost = ——
1+u?

2

dt = ——=du

1+ u?

por tanto

—1 B 1 2 2v2 + 2
/(1+\/§cost) dt_/lJrfl = /(u+\/§+1)(u—\/§—1)du

1+u?
22 + 2
(w+VE+1) (u—v2-1)
Y ahora hacemos la descomposicién en fracciones simples
2v2+2 1 1
WtvVZ+1) (w-v2—-1) u—-vZ-1 u+2+1

luego

2v2+2 1 .
/(u-l—x@—{-l)(u—ﬂ-l)du - /(U_\@—lu+ﬂ+1)du
ln(u 2—1) ln(u+\@+1)

)
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y podemos deshacer los cambios anteriores

I u—v2-1 | tan Z —v2—1
n{——|=h| ———F—+—

u+v2+1 tan L +v2+1
y teniendo en cuenta que

: t 1 —cost
an — = 4/ =
2 1+ cost

luego la integral buscada es

V2—(z-1)
V2+(z—1) \[

1
/ V-2 42 +1d$:1n
- x
v —x x \\;Jr(w 1)+\[+1

p) ,
9 1
—2x2—x+1:8—2(m+4)
2 x+1 i = gsent:>\[ x+1 isent
4 8 4 2V/2
de = %costdt
1
/ dz
v —22%2 —x +1
q)

1\* 17 2) 1\ V17 .
X 2 = 4sen X 2 = 2 n
V17
der = Tcostdt

1
/(m—l)\/—m2+m+4dz

3\ 1
2

3 2= -] - =
r° + 3T + <x+2> 1

3\° 1., 3\ 1
der = 1Shtdt
2
1
/7()%
Va2 +3z 42
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2 —4=2%—-4

z2 = 4Ch%* = z =2Cht
dr = 2Shtdt

1
—dx
/ zvVx? —4

1\? 9

2
—92= — _Z
r°+x <x+2) 1

2
1 9 ., 1\ 3
3
de = §Shtdt

1
——d
/\/562—1—56—2 v

8. Aplica el método Aleman para calcular las siguientes integrales:

3£C-|—1 —122% + 222 4+ 8z + 7 —222 — 5z

(a) (b) - dr ()
vV—z2 -2z +1 V—4x? +4x + 4 V= —2$+
() 21:2+2:c76d 42?2 + 3z — 1 472 71:77

Neers res R BV ® | =™

Solucién: Detallamos el primer problema, los demds se hardn siguiendo el método Alemdn obviando
algunos de los pasos intermedios:

a) El numerador es un polinomio de primer grado luego

333—|—1

L
=P, 1(x)vV—a2—-22x+1+4 / —dx
vV—z?2 -2z +1 vV—z?2 -2x+1

como el numerador de la integral es un polinomio de grado 1, el polinomio P,_; (z) debe ser un
polinomio de grado 0, es decir, una constante P,_; (z) = A, por tanto

3 1 L
B — - —x2—2x+1+/—dx
-2 —2r+1 V=2 -2z +1

Derivando la expresién anterior obtendremos los coeficientes A y L

= + =
V=2 -2x+1 V—a?2-2z+1 V-22-20+1 -22-22+1

e igualando coeficientes

3r+1 _ 4 Tz +1 L _ —Ar—-A+L

3=-A
= A=-3yL=-2
1=—A+1L

por tanto

[P TR T Y (R S

vV—z?-2r+1 V—z? -2z +1

43



La integral
2
/ S N "
V—r2-2x+1
se calcula mediante un cambio de variable. Completamos el cuadrado de la suma
—? =2 4+1=2—(z+1)
por tanto
2 2
N S T
vV—x?—-2x+1 /2_($+1>2

Hacemos el cambio

(z+1)> =2sen’t <= (z+1) = V2sent = dz = V/2cost dt

y por tanto

de =

/2_;1)2 e i e =y

V2 cost dt

cost dt = cost dt

1
/th = 2t = 2arcsen r+l

V2

De modo que la integral es

3x+1
T+ - _ _;c2—2x—|—1—2arcsen$+

I, (/) _—
V2 211 V2

El numerador es un polinomio de tercer grado luego

—1223 + 222 4+ 8 7 L
v L ror dx = Py (x) —4m2+4x+4—|—/—dx
vV—4x?2 44z +4 V=42 44z +4

como el numerador de la integral es un polinomio de grado 3, el polinomio P, (x) debe ser un polinomio
de grado 2

—1223 + 222 + 8 7 L
v ror dxz(Ax2+Bx+C’) —4x2+4x+4—|—/—d:c
V—4x2 +4x +4 V—4x2 +4x + 4
Derivando la expresién anterior obtendremos los coeficientes A, B,C' y L
—1223 + 222 + 8z + 7 Az? 4+ Bz + C) (—4z + 2 L
V—4z? +4x + 4 V—4z? +4x +4 V—4x2 +4x +4

(24z + B) (—42® + 4+ 4) + (A2 + Bz + C) (—4x +2) + L

V—4x? +4x + 4
_ —12A23 + 2% (10A — 8B) + z (8A+ 6B —4C) + 4B +2C + L
V—4az? +4x + 4
e igualando coeficientes

—12A=-12 A=1
10A -8B =2 N B=1
8A+6B—4C =38 c=3
4B+2C+L =7 L=0
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por tanto

[t sy

V—1? -2z +1 /x/ﬁ

La integral
2
/ S B
V=2 -2z +1
se calcula mediante un cambio de variable. Completamos el cuadrado de la suma
—2? =2 4+1=2—(z+1)

por tanto

—1223 + 222
e +8x+7dz<x +xz+ )\/4z2+4z+ +C
vV—4x?2 +4zx +4

Usando el método Alemén

—2z% -5 L
22 :c dx = Py (z) —x2—2x+1+/—dw
V—x2 — 21‘ vV—z2-2x+1

como el numerador de la integral es un polinomio de grado 2, el polinomio P; (z) debe ser un polinomio
de grado 1, por tanto

—222 —5 L
S ——— x2—2x—|—1—|—/—dx
V-2 —-2z+1 V=12 -2zx+1

Derivando la expresién anterior obtendremos los coeficientes A, B 'y L

dx = (Az + B)

—222 — 5z —x—1 L
— = = AV-a?2-22+1+(Az+B +
vV—x2 -2z +1 ( )\/—x272:c+1 V=12 -2z +1
A(-2?-22+1)+(Az+B)(—z— 1)+ L
vV—z? -2z +1
—2A2* -z (3A+ B)+A—B+L
vV—z?2 -2z +1

e igualando coeficientes
—2=-24 A=1

—5=-3A-B ;= B=2

0=A—-B+1L L=1
por tanto
—2x% —5 1
/#dx:(x—i—Q) —x2—2x+1+/—dx
V—z2-2x+1 V—z2-2x+1
La integral
1
/—dx
vV—x2—-2x+1

la hemos calculado en el apartado a.

z+1
arcsen

| =
S S el
Vi 2t NG

De modo que la integral es

—222 — 5z

O e e

x+1
z+2)vV—22 — 22+ 1+ arcsen .
=@ +2) =
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d) Usando el método Alemdan

222 4+2x — 6 L
2T G~ Py () x2+2x—3+/7da:
VaZz+2x—3 Va2 +2z -3

como el numerador de la integral es un polinomio de grado 2, el polinomio P; (x) debe ser un polinomio
de grado 1, por tanto

222 4+ 2z — 6 L
Hixdxz(Ax—l—B) m2+2m—3—|—/7d9€
Va2 + 2z —3 Va2 42z —3
Derivando la expresion anterior obtendremos los coeficientes A, B y L
222 + 22 — 6 z+1 L
—— = AvV2?+2x-3+(Az+ B +
vVaZz+2x—3 ( )\/x2+29c—3 Va2 +2x—3
A +22-3)+(Az+B)(z+1)+ L
B Va2 +2x—3
 2A2+2(3A+B)+B-3A+ L
Va2 4+2x—3
e igualando coeficientes
2=2A A=1
2=3A+B = B=-1
—-6=B-3A+1L L=-2

por tanto

222 +22—6
Hixdx:(x—l)w/xQ—l—Qx—B—
Vaz 42z —3

Calculamons la integral

2
—_—dx
/ Va2 +2z -3

2
/ S N
Va2 +2z -3
transformando el radicando
242 -3=(x+1)°—4

por tanto
2 2
/7@:/—@
\/$2+2$—3 /(x+1)2_4
Hacemos el cambio
(z+1)> =4Ch% <= (z+1) = 2Cht = do = 2Sht dt

y por tanto

Vie+1)?2—4 -

De modo que la integral es

222 + 22— 6
Hixdxz(az—l)\/a:2+2x—3—21n(x+\/1‘2—1)
Vaz+2z—3

e) Usando el método Alemén

422 + 3z — 1 L
————dz =P (z m2+x+/7dm
Va2 +x 1 () Va2t
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como el numerador de la integral es un polinomio de grado 2, el polinomio P; (x) debe ser un polinomio
de grado 1, por tanto

4?2 + 3z — 1 L
—————dr=(Ax+ B x2+x+/7da:
Vi tz ( ) vzt
Derivando la expresién anterior obtendremos los coeficientes A, By L
4a? + 32 — 1 T+ L
———— = AVa’+z+(Az+ B Z_ 4
Va4 x ( )\/x2—|—a: Vit x
_ A@@*+a2)+(Az+B)(z+3)+ L
VaZ+x
242?42 (3A+B)+iB+L
B Vaz+x
e igualando coeficientes
4=2A A=2

3=3A+B ;= B=0

-1=3B+1L L=-1

por tanto

42 -1
/%dx:2x~/g:2+x—/

1
——dx
Va2 +zx Va2 +zx

La integral
/ 1 &
VaZ+x

2, +12 1
z't+r=|x+<-| ——
2 4

/ﬁdm—/mdx

transformando el radicando

por tanto

Hacemos el cambio

1\ 1 1 1 1
- =~ Ch? — | ==Ch = —Sh
<x+2> 4C t<:><x+2> 2C t — dx 2S t dt

y por tanto

1 1 1
—dwz/ifShtdt:/
/\/(w+é)2—i Vicnt-3?

De modo que la integral es

402 + 3z — 1 ( 5 )
— dr=2zVzi4+ax—In|{22+1+\/(2x2+1)" -1
o V ( )

f) Usando el método Aleman

ﬁ:t:m<%+1+ @x+D2—g

M_p (z) xQ—m—4+/#dx
Vii—z-4 Vit —z—14
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como el numerador de la integral es un polinomio de grado 2, el polinomio P; (x) debe ser un polinomio
de grado 1, por tanto

402 —x — 7

L
_— 2 — —4+/7d
Va2 —xz—4 e \/x27x74w

Derivando la expresion anterior obtendremos los coeficientes A, B 'y L

dx = (Az + B)

da? —x — 7 z—1 L
—— = AVa22—-z—-4+(Ax+ B 2 +
( )\/xQ—x—ll Va2 —x—4

A(@?—z—-4)+(Az+B)(z—3%)+L

22—z —4

VaZ+x
24z’ +z(B-3A)+L—iB—44
B Va4
e igualando coeficientes
4=2A A=
-1=B-3A4 = B=2
—-7T=L-3B—-4A L=2

por tanto

422 —x — 7 2
—_——dzx =2(z+1 x2—x—4+/7dm
/ 2 —x—4 ( ) Vaz—x—4

La integral

2
—dx
/\/x27x74

transformando el radicando

por tanto

Hacemos el cambio

2
(zl) :gcwu:) <x1> :g(}htzmia:: ‘/ﬁShtdt

2 2

y por tanto

Nl e
- dr=
Je-'-5 oy

De modo que la integral es

1
?Shtdt:/2dt:2t:21n(2x+1+ (2x+1)2—1>

da® —x — 7 2z —1 (20 —1)°
—_— —drx=2(z+ 1) V22 —2—-4+1n + -1
Vzz—x—4 ( ) av 17
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9. Calcula las siguientes integrales binomiales

(a)/m%ﬂdx (b)/i/(;j_ixfdx (c)/,/”jx_ldx

(d)/\ﬁ/f%dx (e)/2fﬁdx (f)/mdx

a) Interal de tipo general
1 _ -1/3
——dz= [z (1+2° dx
/ w3V +1 / ( )

hacemos el cambio .
P =t=ax=t"3=dr= gtfz/sdx

para transformarla en integral binémica de tipo I:
- _1/31 1 _
/x_?’ (1+a%) P do = /t‘l L+ 72 = §/1f—5'/3(1+t) 13 gt

En este caso la suma de exponentes
5 1 6

————=——-=-2€¢7Z
3 3 3
si es un numero entero, asi que multiplicamos y dividimos por t# = t~1/3
1 —5/3 —-1/3 _ 1 —5/3 -1/3 t_1/3
g/t G+ = [
y reagrupamos
1 1+¢\
,/t*Q <+> dt
3 t
finalmente hacemos el cambio
1+t o1+t
— =u = u=4{—
t t
3 3 3u?
l+t=tu’=>1=t(u’—1)=>t= = dt = ———du
ud —1 (u? — 1)

con lo que la integral se transforma en

() e = 3 ) e ()

deshaciendo el segundo cambio

y finalmente el primero z3 =

1
——dx =
/x3\3/x3—|—1 2



b) Interal de tipo general
(24 x)72/3 dx

i

1
x:2t:>t=§a::>dx:2dt

hacemos el cambio

para transformarla en integral binémica de tipo I:
/x2 2+2) 2P de = /4t2 (2+2t)" Y324t = /4152 (1+1)"%3 24t = 27/3 /t2 1+t~ dt
En este caso, el exponente de ¢ es un nimero entero, por tanto, hacemos el cambio

l+t=u=>t=u>—-1

donde el exponente es el denominador de la potencia no entera de (1 + )

En este caso
dt = 3u’du

de forma que
27/3/t2 (1+6)Pat = 27/3/(u3 —1)% (u¥) " 3udu = 27/3/3(u3 — 1) du

27/3/3 (u® = 2u® +1) du

= 273 <?7)u7 — gu4 + 3u>
deshaciendo el segundo cambio

u= (141" =27/ <3 (a +t)1/3)7 - g (a +t)1/3)4 +3(a +t)1/3)>

y finalmente el primero t = 5

7 4
/x2(2+x)‘2/3dm = 2 (2 (a+nY) *g((lﬂ)”g) *3((1%)1/3))

3
(7 (¢
o (2010 0 10D)”)

3 .’L‘—|—2 7/3 3 4/3 3 1/3
(7 (x+2)"" + 213 (x+2)
+

[\
S ]
~
w

23 _3@+2)" 1122 +2)"°

I
~lw
D

¢) Interal de tipo general
14221
/ \/ 7;6 dr = /mfl/Q (1 + 21:71)1/2 dx

2l =t=o=2""=dox=—-2t"2dt

hacemos el cambio
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para transformarla en integral binémica de tipo I:

/x*m (1+20 0 dz = /(275*1)‘1/2 (1+6)"2 (=2t72) dt
— /2—1/2t1/2 (1402 (—2t72) dt
—21/2/15—3/2 (1+t)"2dt

En este caso la suma de exponentes

3 1 2
Sy -=_Z2-_1¢ez
22773 ©

si es un numero entero, asi que multiplicamos y dividimos por t° = !/2

$1/2
_9l/2 /t*3/2 (1 +t)1/2 dt — —21/2/t*3/2 (1 +15)1/2 L

t1/2
1/2
_21/2/t—1 <1t+t> dt

y reagrupamos

finalmente hacemos el cambio

1+t 1+t
— =u" = U=\ —
¢ L
1 —2
Itt=t?=1=t(—1)=t= = di = ——du
W= (@ =1)

con lo que la integral se transforma en

1/2 -1 _
o [ (Y~ e () e (2 Y
t u? —1 (u? — 1)

1 1
= 2%/ /du—l—/ Z du+/ 2_du
u—1 +1
3/2 1
= 2 u—i—iln(u—l)—fln(u—&—l)
1/2 1
= 2 2u+1In
u+1
deshaciendo el segundo cambio u = (%) 12

1/2 1/2
21/2 2u—|—lnu_1 =22 (9 71+t / +ln7(¥) -1
u+1 ¢ (1+t)1/2+1

t
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y ahora el primero 2271 =t

_iN1/2
142z 71
14221 12 142271\ ( 2a T ) -1
/ Tdfl) =2 2 T +ln . 1/2 +C
(1+2:v ) 1

2¢—1
Simplificando
1—|—2.’L'_1_.’)3+2
20=1 2
14221 2\ /2 a2)1/2
/ + 2z de — 912 2<33+ ) +ln( 2 )1/2 +C
o : ()71

= 2(z+2)2 4221

d) Interal de tipo general

[ [0

hacemos el cambio

2-1/2
2 =2%=3=2"Y12 2 4o = —Tr?’/?dt = —273/24=3/2 4

para transformarla en integral binémica de tipo I:

/x2/3 (2+ x2)_1/6 de = / (2*1/%*1/2)2/3 (2+2t)" /¢ (—2*3/215*3/2) dt

_ _/271/32571/3271/6(1+t)—1/6 9-3/24=3/2 g4

—/2—2t—1l/6(1+t)*1/6dt

En este caso la suma de exponentes

1 1 12
—— ——=——=-2¢Z
6 6 6
si es un nimero entero, asi que multiplicamos y dividimos por t# = t~1/6
t71/6
—2,— —1/6 —2,— —1/6
7/2 216 (14 )M gt = 7/2 216 (14 4) Y et
y reagrupamos
1 14\ 6
_,/t*2 <+> di
4 t
finalmente hacemos el cambio
1+t o1+t
— =u > u=4—
t t
6 5
u® —1 (ub —1)
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con lo que la integral se transforma en

) e = A ) e (G

10 10 t
y ahora el primero 272 = 2t =t = ﬁ
/372/3 (2+ x2)71/6 de = % <1 422;)5/6 +C
222
Simplificando
@ =227 +1

22

2/3 o =1/6 3 . o 5/6
/x (@+a?) ar= 2 (22 1) 40

e) Interal de tipo general

VT _ 1/2 1/2 -1
/2—!—\/de_ T <2+x ) dxr

hacemos el cambio
2% =2t =z = 4t? = da = 8tdt

para transformarla en integral binémica de tipo I:

-1
_ 8/t2(1+t)71dtf8/ i
- B 1+t

1
= t—1 — ) dt
8/( +1+J

2

_ 8(’;—t+1n(1+t)>

21/2
2

1 1/2 1/2
1/2 1/2 _ T _z z
/x (2—|—:c ) dx 8(8 5 —l—ln(1+ 5 +C

2t ve gﬁ +C

Deshaciendo el cambio ¢t =

= -4z +8In
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f) Interal de tipo general

hacemos el cambio
P =t =z =1= de = 33dt

para transformarla en integral binémica de tipo I:

/m*z/i* (1+9:1/3)_ dz = /(t3)_2/3(1+t)*%3t2dt

SIS

3/(1+t)‘%dt

Hacemos cambio
14+t =u?=dt = 2udu

1
3/ (u2) ? 2udu = /Gdu = 6u
y deshaciendo el 2° cambio
6u =6vV1+1t
y ahora el primero
6vV1+t=06V1+al/3

luego

1
/x_2/3 (1—!—1‘1/3) dr =6V1+ 231 C

©Silvestre Paredes Herndndez®
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