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APELLIDOS y NOMBRE: DNI:

Firma:

TIPO EXAMEN:  PARCIAL 1 D PARCIAL 2 GLOBAL D PROBLEMAS I:]

OBSERVACIONES Y REQUISITOS

= Coloca el DNI o equivalente encima de la mesa. Pon el nombre y los apellidos en cada hoja de las respuestas
y entrégalos junto con el enunciado, debidamente rellenado.

= Usa boligrafo azul o negro, nunca en lapiz o en color rojo. Escribe con claridad, si la respuesta dada a un
problema no se entiende o presenta un aspecto incoherente, sucio, desordenado o cadtico serd puntuada con
un 0, recuerda que puedes utilizar todo los folios que necesites.

= Extracto de las reglas de la convocatoria: Terminantemente prohibido el uso de méviles. NO se permite
ningidn tipo de material bibliogréfico. NO se permite la comunicacién entre los asistentes a la prueba. NO se
podra abandonar el examen durante la primera media hora. NO se podra salir del aula durante la realizacién
de la prueba.

Cualquier violacion de estas reglas o accién irregular realizada durante la prueba sera motivo de
expulsion de la misma y una calificacién final en la asignatura de 0.

= MUY IMPORTANTE: Los resultados obtenidos sin el razonamiento matematico adecuado o que no
incluyan todos los calculos realizados seran puntuados con 0.

= El examen estd puntuado sobre 10 puntos.

» La nota del examen es el 40 % de la nota final, siempre que sea superior o igual a 4 sobre 10.

’A. SEGUNDO PARCIAL (40 %) ‘

1. (1.4 puntos) Calcula en el punto (zg,y0) = (0,0), los polinomios de Taylor de orden 1 (plano tangente) y de
orden 2 para la funcién

f(z,y) = €” (cosy + siny)
Solucién: Necesitamos conocer en el punto (0,0) tanto el valor de la funcién
fz,y) =€® (cosy+siny) = f(0,0) =1
como el valor del gradiente
Vi(z,y)=(e" (cosy+siny),e” (—siny + cosy)) = Vf(0,0) = (1,1)

como el de la la matriz Hessiana

_ e? (cosy +siny) € (—siny + cosy) (1 1
Hf(2.y,2) = ( e* (—siny + cosy) €*(—cosy — siny) = Hf(0,0)= -1



El polinomio de Taylor de orden 1 (espacio tangente) es

Tl(a:,y):f(070)+Vf(0,0)( z:g ) =1+(171)( z ) —l+z+y

Y el polinomio de Taylor de orden 2

T2(I’yaz):T1 (x,yz)qL;(xO,yO)Hf(O,O)( ;:8 )

1 1 1 T
Tg(x,y,z) - 1+x+y+2(x,y)(1 1>(y>

1
= 1+x—|—y+§(x2+2xy—y2)

2. (2 puntos) Encuentra los puntos extremos de la funcién f (x,y) = 22 +y, cuando (a,y) esta situado sobre la
circunferencia de ecuacién z2 + y? = 25.
Solucidén: Se trata de un problema de Lagrange que resolvemos usando multiplicadores. Primero constru-
imos la funcién Lagrangiana
L(z,y,\) :x2+y+)\(m2 + 9?2 725)
y continuacién buscamos sus puntos criticos

L =0 = 2z+42xz=0 (1)

VL=0={ §=0 = 1+2w=0 (2
=0 = 22+y2-25=0 (3)
De la ecuacién (1) obtenemos
20(1+X) =0
de done o bien x = 0, o bien A = —1. Para z = 0, usamos la ecuacién (3)
y=>5
224+y?—26=0=¢y>=25=
y=-5
y usando la ecuacién (2) obtenemos el valor de A
— __1
\ 1 y=5= A=-1
2y y=-5= A= 1—10
y obtenemos dos puntos
P = (0,5)
P, = (Oa _5)
Para A = —1, usamos la ecuacién (2)
1 1 1
YT T T2 T2
y usando ahora la ecuacién (3)
) ) 199 4 2
4 2



y obtenemos dos puntos més

po (?Mﬁ 1)

2 7’2
- (o
Evaluamos la funcién objetivo en cada uno de ellos
Punto 2 +y
P, =(0,5) 5
P, = (0,-5) -5

y aunque no podemos asegurarlo completamente, podriamos decir que P, es el minimo del problema con
un valor de —b para la funcién objetivo, mientras que Ps y P, serfan los maximos con un valor de 1%.

Como ilustracién del ejercicio, en la siguiente grafica vemos la curva de nivel correspondiente al méximo
(magenta) y al minimo (cyan) y comprobamos que si el valor es mayor que 12—1 o si es menor que —5,
(lineas rojas discontinuas), la curvas de nivel ya no corta al conjunto:

3. Calcula las integrales miltiples de las funciones dadas sobre los dominios indicados:

a) (1.8 puntos) Para f (z,y) = x y siendo D la regién del plano limitada entre las pardbolas y = 2% — 3z +2
yy=2—4x/3 +42%/9, y que esta representada en la siguiente grafica:



1+

define explicitamente el conjunto D como subconjunto de R? y calcula

//D f(z,y) dzdy

Solucién: Buscamos la interseccién de ambas curvas para obtener el rango de la variable x

y=2a?—3z+2 (1)

4 4a?
=2-2- " 4+ (2
y 7 T 5@
Igualando las ecuaciones (1) y (2), obtenemos
=0
dr 42> 5 5 5 5 [ N
2 2
Sr42=2- 24 02 % a2 (——1):o:>
e 379 Tt 3" 37 \3 _
z=3
luego
0<r<3

Claramente la curva que ests por debajo es la pardbola y = x? — 3z + 2, puesto que en el punto 2 se
anula, mientras que la otra pardbola toma el valor %O > 0. El conjunto estd definido como

4 42
D:{(x,y)€R2|O§x§3;x2—3$+2§y§2—333—1—g}

y usando el teorema de Fubini

3 2—4x/3+4x%/9 3 2—4x /34422 /9
//f(a?,y)dxdy:/ / x dy dx:/ / ldy| xdx
D 0 12 —3z+2 0 2 —32+2

Integrando respecto de y

2—4x/3+42%/9 y=2— 4z /34422 /9 9 9 5 9 5
] ldy = [yl; 52 5,0 = (2 —4z/3+42%/9) — (2° — 3z +2) =3¢ T3¢
x2—3x+2

y la segunda integral

3 3 4 372=3

5, 5 5. 5 5t 5

dedy = — x4+ 2 dz = _S3 e i de = |24 2
//Df(m’y)xy /0[9m+3x]x$ /0{9‘E+34 v [94+33L_0



b) (1.4 puntos) Para

sin (z) et =#

1+y

// F(z,y,z)dxdydz
R
siendo R = [0, 7] x [0,1] x [1,2].

Solucién: Es una integral triple sobre un rectdangulo de R? y podemos usar el teorema de Fubini
directamente para poner

///RF(x,y,z)dasdydz:AW [/1 [/“ﬁ)yd] dy} da

o teniendo en cuenta que las variables estdn separadas

LU e oo (o) ([ o) (] )

y calculamos cada integral por separado

F(z,y,2) =

calcula

/ﬂbin(x)dx [— cos )"~ = cos (0) — cos (1) = 1 — (—1) = 2

/ 7dy— In(1+ )= =ln(2) = In (1) =In (2)
1—2 1—z17=2 1-1 1-2 -1 1
/e dac:[—e ]7126 —e =1l—-e"=1--
1 = e

el resultado final sera:

[ e alr-amn o)

4. Resuelve cada uno de los siguientes apartados

(3:cy+ o8 (x)) dz + <2:172 + Senz> dy=20
x xy

1) (0.4 puntos) Comprueba que admite a u (z,y) = xy como factor integrante.
Solucién: Comprobaremos que la EDO no es exacta. Tenemos

a) Dada la siguiente EDO

oM
M (z,y) = 3xy+M = — =3z
x Jy
senz ON _ lazcosz —senz
N = 222 = 4z ittt ittt
(z,y) z” + adr ~y o
por tanto 24 aN y se deduce que la EDO no es exacta.

Oy
Multiplicamos por el factor u(x,y) = xy

(Sxy—l—cosw(x)) dx+(2x2+se;nyx) dy=0=xy (33:y+ 0s (& )>dx+xy< 2—&—86;;96) dy=0

que transforma la EDO

(3x2y2 + y cos ac) dx + (2m3y + sen x) dy=20



donde en este caso

M(m,y) = 32%y* +ycosz = 8;\;[/ = 62y + cosx
N(x,y) = 223y +senz = aajj = 622y + cosx
como % = % esta EDO es exacta, es decir, debe existir una funcién f (z,y) diferenciable tal
que
L oy) = My
% (@,y) = N(z,9)

2) (1.5 puntos) Resuelve la EDO usando el factor integrante del apartado anterior.
Solucién: Integrando la primera ecuacién respecto de x

f(a:,y):/%(a:,y)dx:/M($,y)dx:/(3$2y2+ycosx) de = z3y* + ysenx + g (y)

donde ¢ (y) es una funcién constante en x. Usando esta expresion para f(x,y) y la segunda
ecuacién

of

dy (z,9) = N (z,y) & 22°y +senz + ¢’ (y) = 2%y +senz = ¢’ (y) = 0

por tanto
g(y)=CeR

la funcién f (z,y) es
flz,y) = 2®y* +ysenz + C

y la solucién de la EDO viene dada de forma implicita por la ecuacién f (z,y) =0
2y? +ysenz+C =0
b) (1.5 puntos) Encuentra la solucién general para la siguiente EDO
y" —3y" + 9y + 13y = cosx +senzw

Solucién: La ecuacién diferencial es lineal de coeficientes constantes y orden 3. Resolvemos ecuacién
homogénea
y" —=3y" +9y + 13y =0

usamos su polinomio caracteristico
A —3N +9A+13=0

que tiene como raices (usando Ruffini), A\ = —1, Ay = 2+ 3i y A3 = 2 — 34, una raiz real y dos
complejas conjugadas, de modo que la solucién de la ecuacién homogénea, que denominamos yy, (),
es

yn (r) = Ae™ + Be** cos 3z + Ce®” sen 3z

Para obtener la solucién particular y, (z), se ve la forma del término independiente, cosx + senz, y
se prueba con una expresién similar

Yp () = Dcosx + Esenx
para conocer el valor de las constantes D y E, se calculan las derivadas de y, (z) hasta el orden 3

Yy, (r) = —Dsenz + Ecosx



y, (r) = —Dcosz — Esenx
Yy, (z) = Dsenz — Ecosx

y se sustituyen en la ecuacién inicial

(Dsenx — Ecosz)—3(—Dcosz — Esenz)+9(—Dsenx + Ecosz)+13(D cosx + Esenx) = cos z+sen x

e v , o
operando y agrupando, se obtiene
(=8D + 16F)senx + (16D 4 8E) cosx = cos + senx
e identificando coeficientes en ambos lados de la ecuacién se obtiene el sistema
16D+8E =1
—8D+16E =1

con solucién

Tenemos la solucién particular

1
yp (z) = Ecosaz—l— 10 50 %

y la general

1 3
y(z) = yn (z) + yp (z) = Ae™" + Be** cos 3z + Ce*” sen 3z + 10 5% + 10 5%
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