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APELLIDOS y NOMBRE: DNI:

Firma:

TIPO EXAMEN:  PARCIAL 1 D PARCIAL 2 GLOBAL D PROBLEMAS D MESA:

OBSERVACIONES Y REQUISITOS

= Coloca el DNI o equivalente encima de la mesa. Rellena y entrega la hoja del enunciado. Pon tu nombre en
cada folio de respuesta. Indica en la cabecera del enunciado el niimero de mesa que usas.

= Usa boligrafo azul o negro, nunca en lapiz, ni en color rojo. Escribe con claridad.

= Estd prohibido el uso de méviles. NO se puede usar calculadora programable. NO se permite ningtin tipo de
material bibliografico. NO se permite la comunicacién entre los asistentes al examen. NQO se puede abandonar el
examen durante la primera media hora. NO se puede salir del aula durante la realizacién del examen. Cualquier
violacion de estas reglas o una accion irregular realizada durante la prueba sera motivo de expulsion
y una calificacién final de 0 en la asignatura.

= Los resultados obtenidos sin el razonamiento matemdtico adecuado serdn puntuados con 0.

SEGUNDO PARCIAL (35 %) ‘

1. Dada la ecuacién:
P hz—ry=1
Responde de forma razonada a los siguientes apartados:
a) (1.25 puntos) Demuestra que la ecuacién anterior define a z = z (x,y) como funcién implicita de z e
y en un entorno del punto (1,1,1) y encuentra la ecuacién del plano tangente a la funcién z (z,y) en el
punto (1,1).

Solucién: Por comodidad en la notacién se ha usado la notacién con subindices, es decir

o
Z‘T_az

0z
Zy:@

Pasando todos los términos al miembro de la izquierda obtendremos la funcién que permitird deter-
minar la relacién implicita de z con z e y:

ozy2)=2"+z—ay—1

Comprobamos las dos hipétesis de existencia de la funcién implicita en el punto (1,1,1). La primera
es que la funcién ¢ debe anularse en ese punto

=01, L, 1)=1+1-1-1-1=14+1-1-1=0



y la segunda es que la derivada de la funcién respecto de las variables dependientes, en este caso sélo
la z, no debe anularse en el punto

g—f(x,y,z) =224+1= g—f
Como se cumplen ambas hipétesis, podemos poner de manera formal que z es funcién de x e y, es
decir, podemos poner que z = z (z,y).

Para construir la ecuacién del plano tangente a z (x,y) en el punto (1,1) necesitamos el polinomio
de Taylor de orden len el punto (1,1), su expresién viene dada por

@) =z0L10)+z0,1)@-1)+201)F-1)

Para obtener las derivadas parciales z, y z, usaremos la ecuacién dada por el ejercicio. Si se deriva
y
parcialmente la ecuacién respecto de x, obtendremos

(1,1,1)=2-124+1=3#0

B
e (Z(%y)2+Z(m,y)—xy—1) =0=2z(z,y) 22 (x,y) + 22 (z,y) —y =0

como la ecuacién se cumple en el punto (1,1,1), entonces podemos poner que z (1,1) = 1, y susti-
tuyendo en la ecuacién anterior

1
2:(L1) 2% (L) +2 (L) ~1=0= 22 (L) + 2 (L) -1=0=3% (L) =1= % (L) = ¢

Para obtener la derivada parcial z,, usamos el mismo procedimiento pero derivando la ecuacién
respecto de y

0
gy (F @) +2(0y) —ay 1) =02 22 (@,9) 2 (,9) + 2 (,9) ~ 7 =0
y sustituyendo de nuevoen z =1,y =1, z(1,1) =1

1
22(L1) 2 (L) 42 (L1) ~1=0= 22, (1,1) + 2 (1,1) ~1=0=3% (1) = 1=z (1,1) = 3

Con estos dos valores obtenemos la ecuacion del plano tangente buscada

@) = 20+ ) @12 0D -
p@ = 1+g-D+gu-1)

(1.25 puntos) Halla el polinomio de Taylor de orden 2 de z (x,y) en el punto (1,1).
La expresion del polinomio de Taylor de orden 2 de una funcién z (z,y) en el punto (1, 1) viene dada
por

pa (@) = = (1, )b (1,1) (& = 142, (1, 1) gy (2o (1) (2 = D4 220 (1,1) (2= 1) (y = 1) + 205 (1,1) (5~ 1)?)

o usando el polinomio de primer orden que hemos calculado en el apartado anterior

p2(2) =1 (@) + 5 (2w (11) (2 = 1 4 25y (L) (0= 1) (5= 1) 20 (1,1) (5 = 1))

Necesitaremos las segundas derivadas parciales de la funcién z (z,y) , que podemos obtener derivando
de nuevo respecto de = e y en las ecuaciones obtenidas en el apartado anterior. Para obtener z,,,
derivamos respecto de z, la ecuacién obtenida al derivar por x la ecuacién inicial

0

0
7 (e’ 2@y —ay—1) = 0= | = (2@’ +2(@y) —ay—1) | =0

Calculada en el apartado anterior

= L@y @)ty —y) =0
= (224 (2,9) 22 (,y) + 22 (2,Y) 220 (2,9)) + 220 (2,y) =0

= 2(z (z, y))2 +22(x,Y) 2ew (2,Y) + 240 (z,y) =0



Sustituyendo para £ = 1 e y = 1, donde sabemos que z(1,1) = 1 y que, por el apartado anterior,

también sabemos que z, (1,1) = 2, (1,1) = 1, asf que

3

2
2(z (L)) +22(1,1) 2g0 (1,1) + 200 (1,1) = 0=2 <515) + 2245 (1,1) + 242 (1,1) =0

2
= 5 +35: (1,1 =0

2
Para z,,, repetimos el proceso para la variable y
0 ol 0
a7 (z(m,y)z—i—z(a:,y) —xy — 1) = 0= o | oy (z(ac,y)2 +z(z,y) —xy — 1) =0

Calculada en el apartado anterior

- (.%<2z<x,y>zy<x,y>+zy<x,y>—m>:o

= 2(z (xay))Z + 22 (2, y) 2yy (2,Y) + 24y (z,9) =0

Como antes usamos que z (1,1) =1, 2, (1,1) = 2, (1,1) = %
2
1
2(z (1, 1))2 +22(1,1) 2y, (1,1) + 25 (1,1) = 0=2 <3> + 22y, (1,1) 4+ 24, (1,1) =0

2
= 5 +32, (L1 =0

2

La derivada z,, se obtiene de la misma forma, en este caso derivando primero respecto de = y después
respecto de y, aunque por el teorema de Schwarz-Clairaut también podriamos intercambiar el orden
de derivacién en las variables, derivando primero respecto de y y después respecto de x

0
0xdy

(z(m,y)2+z(w,y)—xy—l) = 0:>§y %(z(x,y)Q—l—z(x,y)—my—l) =0

Calculada en el apartado anterior

- %<2z<x,y>zm<m7y>+zx<x,y>—y)=o

= 22y (x,y) Zx (x,y) + 2z (fﬂyy) Ry (x,y) + Zay (a:,y) —-1=0
Y sustituyendo parax =1ey =1

22y (1,1) 2 (1,1) + 22 (1,1) 24y (1, 1) + 24 (1, 1) =1 = 0
11
2= 422, (1,1) + 20y (1L1) =1 = 0
33
2
§+32xy(1,1)—1 =0
7
Zay (1,1) = —



Ahora podemos construir el polinomio de segundo grado

p2(ey) = pr @) g (e (L) (= D 22 (1) (o= 1) (g = 1)+ 2 (1) (5~ 1)?)
P (e 02 - DD - 2 - 1?)
= DD P - D 1) - s (- 1)

2. (2 puntos) Encuentra, justificando su existencia, los valores maximos y minimos absolutos de la funcién
f (z,y) = 2% + y? sobre el conjunto

K={(z,y) eR* |z <4—y% z>2y+4}

y que estd representado en la siguiente grafica

Solucién: El conjunto K es un conjunto compacto, puesto que usando la grifica se puede deducir que
estd acotado y como incluye a la frontera (incluye las igualdades en la definicién) también es cerrado,
como ademds la funcién es continua, el teorema de Weierstrass nos garantiza la existencia de maximo y
minimo sobre el conjunto K. Para encontrar estos valores dividimos el problema en dos subproblemas:
interior y frontera.

O t' 3 2 2
Subproblema en el interior P1 { ptimizar &+ }

Optimizar z2 4 y? (z,y) e K
Problema P K=KUK <=

K compacto

. . 2 2
Subproblema en la frontera P2 { Optimizar z° +y }

(z,y) € 0K
El problema P1 es un problema sin restricciones muy facil de resolver
Optimizar z2 + 3°

s6lo hay que utilizar las condiciones de primer orden para encontrar los puntos criticos, es decir, puntos
que anulan el gradiente de la funcién

Vf(z,y)=(0,0) Sr=y=0
2y =10

y para este problema encontramos un unico punto P1 = (0, 0).

El problema P2 es un problema sobre la frontera del conjunto que estd definida usando las igualdades; en
este caso estd formada por dos curvas: la pardbola © = 4 —y? y la recta z = 2y + 4. Tenemos que resolver
dos subproblemas

P2, Optimizacién sobre la pardabola =

Optimizar x2 + 9?2 N Optimizar x2 + 3?2
=4 —1? r—4+9y*>=0



. . 2 2 . . 2 2
P25 Optimizacién sobre la recta = { Optimizar 27 +y = { Optimizar 27 +y

r=2y+4 z—2y—4=0

Ambos problemas son de Lagrange y ambos problemas se resuelven de la misma forma: usando los mul-
tiplicadores de Lagrange. Se ha expresado cada problema en la forma estdndar

Para el primer problema, el Lagrangiano toma la forma
L(z,y,N) =2 +¢* + X (z -4 +9°)
y buscamos sus puntos criticos resolviendo el sistema correspondiente

L =0 = 22+A=0 (1)

VL=0=1{ $£=0 = 2y+2\y=0 (2
U=0 = z-4+y>=0 (3)
De la ecuacién (2) obtenemos, sacando factor comin
2y(1+X) =0
que tiene por soluciones y =0y A = —1. Si y = 0, entonces usando la ecuacién (3)
r—4+yY =0=>r=4—9y*=4-0"=4

y con (1) obtenemos el valor de A

Para A\ = —1, usamos la ecuacién (1) para poner

y usando (3)

Obteniendo por tanto tres puntos en este apartado

P, = (4,0)

1 7
B = (2\/;>
b (L_ 7
1= 2V

Para problema P25, repetimos el proceso constryendo el Lagrangiano
L(z,y,\) =2 +9y* + X(z — 2y —4)
y buscando sus puntos criticos

L —0 = 222+r=0 (4

VL=0={ §f=0 = 2-22=0 (5

=0 = z-2y—4=0 (6)



De la ecuacion (4) obtenemos

A= -2z
y de la ecuacién (5)
A=y
por tanto
y=—2

y podemos sustituir en (6)

4
x—2y—4=0:x—2(—2$)—4:0:>5a?:4:>33:5
y por tanto
8
:—2 = ——
Y £ 5

y obtenemos en este apartado un punto maés

4 8
P = (5, ‘5>
Finalmente hay que tener en cuenta las intersecciones de las dos restricciones
_ 2 _
r—44vy 0 N
r—2y—4=0

lo que nos da dos puntos adicionales, aunque uno de ellos ya lo hemos obtenido en los cédlculos anteriores,
asi que no lo tendremos en cuenta

r=4—y>
r=2y+4

y=0=>zx=4

=4—y? =2y+4 = *+2y = 0=y (y + 2) 0:>{y__2:>1‘_0

Ps = (4,0)=P,

P = (07 _2)

El anédlisis nos ha dado un conjunto de puntos para los que debemos comprobar si estdn o no dentro del
conjunto K, es decir, tenemos que comprobar qué puntos cumplen las restriciones y en ese caso evaluaremos
la funcién objetivo con el fin de determinar el maximo y el minimo valor

Punto z<4—y? | z>2y+4 x? + g2

P, = (0,0) ST NO DESCARTADO | -

Py = Ps = (4,0) | SI SI VALIDO 16

Py — (%, @) ST NO DESCARTADO | —

P = (4, _\/g) ST SI VALIDO 14I-1_375
Ps=(%,-%) SI SI VALIDO B+ =52=32
P; = (0,-2) ST SI VALIDO 4

Podemos deducir que P» es el médximo del problema con un valor de 16, mientras que P5 es el minimo con

un valor de 3,2.

. Sea f(z,y) = (x+1y) y D la regién del plano limitada por la recta y = 4 — 3z y la pardbola x = 3%, y
representada en la siguiente grafica



-1

2 -

Responde de forma razonada a cada uno de los siguientes apartados, definiendo para ello el conjunto D de la

forma adecuada en cada caso:
// f(x,y)dwdy:/dx/f(ﬂf,y)dy
D

integrando primero respecto de y.

a) (1.25 puntos) Calcula

Solucién: Como se pide integrar la x en iltimo lugar, hay que encontrar el rango de valores que
toma esa variable dentro del conjunto. Viendo el grafico, estd claro que la z ird desde el origen hasta
el valor de la abcisa correspondiente al punto de interseccién entre la pardbola y la recta; ese punto
se obtiene resolviendo el sistema formado por estas dos curvas

y=4-3z
r=y
sustituyendo 2 = y? en la ecuacién de la recta
y=4-3x=y=4-3y> =3 +y—-4=0

ecuacion de segundo grado que tiene por solucién

-1 VI+48  —14+V49  -1£7 L
B 6 66 —1-7

Y

mientras que para el valor de la =

El rango de la variable x serfa

16
0<r < —
ST s 9

Ahora tenemos que ver qué curva es la que va por encima y cudl es la que va por debajo. Podemos
comprobar en el grifico que la curva que va por encima depende del valor de la , mientras que la
que va por debajo siempre es la pardbola. La funcién que va por encima cambia de la pardbola a
la recta en el primer punto de corte de ambas, que hemos calculado antes y que no es otro que el
punto (1,1), por tanto: Si 0 < & < 1, la curva (en rojo) que hay por encima es la rama positiva de
la pardbola x = y2, es decir y = /7, mientras que si 1 < x < 19—6, entonces la curva (en azul) que va
por encima es la recta de ecuacién y = 4 — 3x.



N+

X L

2L

Como se ha comentado, la curva que va por debajo siempre es la rama negativa de la pardbola = = y?,
es decir, y = —+/z, por tanto

//Df(x,y)dxdy)/Olda:/\/;(ery)der/llgsdx/i/:w(ery)dy

y podemos integrar respecto de y

Ve 2qv=VE x x
/_ﬁ(x—i—y)dy: {xy—FyQL__ﬁ: (:Jc\/:f—k 5) - (—x\/:?—k 5) =2x\/x

4—3x 2qy=4—-3x 2
4-3 3 17
/ (r+y)dy = {zy+y] = x(473x)+ﬁ ,(,m\/ngE) = 22— rta?48
Vi 2|, 2 2) " 2" 2

y después respecto de x

LvE 1 Lo, 231" 4
/ dm/ (x+y)dy = / (22/x) do = / 2x2dr = = -
0 -z 0 0 5/2 o0 5

8 4-3z 8
1
/gdx/ (x+y)dy = /9 <3x2—7m+m3+8)dx—

16\3 2 3

5 1 1 2 /1 1
(9) _l j + 2 j +8£
2 4 9 5\9 9

B {4096 4352 2048 128}_{93}

3 17 x3

1 17—1—2—1-8
2 4 5

o

1458 324 T1o15 T 9

20
_ 19264 93
3645 20
9259
T 14580

siendo el resultado final
4 9259 20923

5 + 14580 14580

b) (1.25 puntos) Comprueba que se cumple el teorema de Fubini, intercambiando el orden de integracién
usado en el apartado anterior y calculando en este caso

//Df@:,y)dydx:/dy/f(m,y)dx

integrando ahora primero respecto de z.




En este apartado, como la tltima integral respecto de la que tenemos que integrar es la variable y,
tendremos que buscar el rango numérico para esa variable. Teniendo en cuenta los cédlculos realizados

en el apartado anterior (cortes entre curvas)

la variable y cumple

4
—<y<1
3 SVUS
2T | '
y | |
g I I
1 [
DI\
oT——\v—H |
| |2 3
I X
I
1+
: |
oL I

Para la x tenemos que ver qué funcién estd a la izquierda y qué funcién permanece a la derecha.
En este caso no hay cambio de funcién, a la izquierda siempre se encuentra la pardbola x = y? (en
verde) y a la derecha siempre estd la recta y = 4 — 3z (en azul) o despejando, ya que tenemos que

expresar a la  en funcién de la y, seria x =

1
[,
3

Si integramos respecto de x

47Ty, y la integral que debemos calcular es

4—y
3
dy/ (x+y)dz
y2

-y 2 x:‘ITTy 4—y 2 2\2
3 —z 4 —
/ (r+y)de = {24—:53/] _(( 32) +( 3y)y>—<(y2) +y2y>
y? z=y?
_ 64yt -8y dy—wr (vt
18 3 2 Y
1y 3 9 o 8 8
I A T LA T
y hora integramos respecto de y
L = VAN 5 8 8
d de — _ta4 3 92 2 O °\a
_éyéz (z +y)ds [§< 5Y ~Y gV tgyty |
5 4 53 492 8 y=1
_ [y v w8
10 4 54 9 A 1
20923
- 14580

4. Responde de forma razonada a los siguientes apartados, indicando en cada caso el tipo de EDO de la que se

trata:
a) (1.25 puntos) Resuelve el siguiente problema

22y’ — 3zy =

de valor inicial

922+ 2z +3+ 24+ 3
y(1)=1

|

La ecuacién del problema es una edo lineal de orden 1, puesto que es de la forma

a(z)y (z) +b(z)y(z) = c(2)



Primero tenemos que resolver la ecuacién homogénea
/
2%y —3zy =0
que es una ecuacién en variables separadas

" 3z
m2y’:3my<:>y—:—2<:>y—:
Yy x

8w

<

e integrando cada miembro

yl(.’)S) = §£L' n X)) = n(xr n ans
/y(x)dx—/xd & n(y(z)) =3mn(z) +C<+=In(y) =l (z*) +C

de modo que usando la funcién exponencial obtenemos la solucién de la ecuacién homogénea
3 3
elnyzelnm +C:eCelnm :>y:€C.’E3:B.T3

donde por comodidad hemos puestoB = €. Para obtener la solucién de la ecuacién no homogénea,
utilizaremos el método de variaciéon de constantes poniendo como solucién

y(z) = B(x)2°
que debe cumplir la EDO no homogénea. Si calculamos su derivada
y (z) = B' (z) 2® 4+ 3B (z) 2*
y sustituimos en la EDO, obtenemos la siguiente relacién

2 3
2?(B' (z)2® + 3B (z)2%) — 3z(B (2)2%) = 92> + 20+ 3+ = +
—— T T
y'(z) y(z)

y simplificando el resultado
3

2
x‘r’B'(z):9$2+2:l:+3+*+f2
x oz

de donde podemos deducir que
9 2 3 2 3

B (z) = + +E+ + =

3 ozt 6z

expresion que podemos integrar facilmente para obtener B (x)
9 2 3 2 3 9 2 3 2 1
Ba)=[(Z+-+ 2+ 24+ 2 de=-0s - - 2 = 4k
() / (x3 * x? * xd * 6 * a:7> * 222 3x3 4zt Bad 26 *
La solucién general buscada es:

(z) = 9 _2_ 3 _2 _ 1 Nos_ps_9 2.3 2 _ 1
YW=\ 792 T 353 axt T Bgd 226 T Tyt TS Ty T b2 243

B(x)
Como debe cumplirse la condicién inicial y (1) = 1, entonces usando la solucién general

9 2 3 2 1 409 469
N=k—=-—=-— - ——- —— =1 g _
yM=k-g-3-1 5 3= 1ok =lek="

(1.25 puntos) Resuelve la siguiente EDO
y/// _ Gy// + 11y/ o 6y _ 962x

La ecuacién es lineal de coeficientes constantes y orden 3. Resolvemos en primer lugar la EDO
homogénea
Yy =6y’ + 11y —6y =0



para ello usamos su polinomio caracteristico
N6\ +1IA—6=0

que tiene por raices (usando Ruffini), Ay = 1, Aa = 2 y A3 = 3, por tanto la solucién de la EDO
homogénea serd
yn () = Ae” 4 Be** + Ce®”

Para encontrar la solucién particular, se mira el término independiente y se elige uno similiar como
solucién particular. El término independiente es 9¢%?, asi que deberfamos probar con una solucién
particular del mismo tipo, sin embargo esa solucién ya se encuentra en la solucién homogénea, por
tanto debemos usar como solucién particular la siguiente:

yp (2) = Darc™
Calculamos por tanto sus derivadas
y, (z) = De** + 2Dxe® = D (1 + 2z) €**
yy (x) =D (2)e* + D (1+2x)2¢* =4D (1 + z) >
yp' (x) = 4De* + 4D (1 + x) 2¢** = 4D (3 + 2z) ¢**
y sustituyendo en la EDO no homogénea

(4D (3+2z) €*) — 6(4D (1 + z) €*") + 11(D (1 + 2z) €*") — 6(Dxe*) = 9e**
N—_——
Yy Yp Yp

11

vy
eliminando e2* y agrupando
4D(3+22)—6(4D(1+=z))+ 11D (1 +2z) — 6Dz =9

12D + 8Dz — 24D — 24Dx + 11D + 22Dx — 6Dz =9

y—D=9
y por tanto D = —9 y la solucién partiuclar es
yp () = —9ze?*

y la solucién general

y(x) =yn () +yp () = Ae” + Be?* 4 Ce®® — 9ge?®



		2021-07-04T18:46:42+0200
	SILVESTRE PAREDES HERNANDEZ - NIF:22969382H




