509101011-Matemiticas Il - Grado en Ingenieria Quimica Industrial
21 de abril de 2021

s . Examen Parcial 1 - Duracién: 150 minutos
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APELLIDOS y NOMBRE: DNI:

Firma:

TIPO EXAMEN: PARCIAL 1 D PARCIAL 2 D GLOBAL D PROBLEMAS MESA:

OBSERVACIONES Y REQUISITOS

» Coloca el DNI o equivalente encima de la mesa. Rellena y entrega la hoja del enunciado. Pon tu nombre en
cada folio de respuesta. Indica en la cabecera del enunciado el niimero de mesa que usas.

= Usa boligrafo azul o negro, nunca en lapiz, ni en color rojo. Escribe con claridad.

s Estd prohibido el uso de mdviles. NO se puede usar calculadora programable. NO se permite ningtin tipo de
material bibliografico. NO se permite la comunicacién entre los asistentes al examen. NO se puede abandonar el
examen durante la primera media hora. NO se puede salir del aula durante |a realizacién del examen. Cualquier
violacion de estas reglas o una accién irregular realizada durante la prueba sera motivo de expulsion
y una calificacién final de 0 en la asignatura.

= Los resultados obtenidos sin el razonamiento matemdtico adecuado serdn puntuados con 0.

’A. PRIMER PARCIAL (35 %) ‘

1. (2 puntos) Determina si son convergentes o no las siguientes integrales impropias calculando su valor:

)/oosen;d b)/3 x3 i
a —2dx —dx
1 @2 0 V9 —a?
Solucién:

a) La integral es impropia de primera especie puesto que es una integral definida sobre un intervalo no
acotado, para comprobar su convergencia y calcular, en su caso, su valor hay que tener en cuenta que
tsen ™

lim L dx
t—o0o 1 {EQ

La primitiva es reducible a una inmediata de la forma

[ @sens (@) s

con f(x) =2y f'(x) = -1, para ello solo es necesario multiplicar y dividir por —m

‘sen tq T 1/t x T 1 T
5 dr = —2sen7d:c:—f ——Qsenfdz: — cos —
1 X 1 X X v 1 X X i X

y tomando limites cuando ¢t — oo

=t 1

r=1

t

s
T

1 1 2
lim d:z::h’mf(congrl):f(cosOJrl):fER.

t—oo Jq 2 t—oo T

luego




b) La integral es impropia de segunda especie puesto que en el extremo superior el denominador del
integrando se anula y la funcién no es acotada en ese punto:

3

m —— =
im0 a2

El cédlculo de la integral se hace tomando limite lateral a la izquierda de 3

+00

t 3
lfim / S —
t—=3- Jo V9 — 22
La primitiva se encuentra muy facilmente con el cambio
z=3senu = 22 =9sen’u =9 — 22 =9 —9sen’u = 9(1 —sen2u) =9cos’u
dx = 3 cosudu

En este caso los extremos de integracién son

Para el extremo inferior, z =0 =0 =3senu = senu = 0= u

e

Para el extremo superior, t =3 = 3 =3senu = senu=1=u

de modo que
% 27sen’ % 27sen® 3
sen u3cosudu:/ M?)cosuduz/ 27 sen® u du
0 0

/3 3 ;
" dr= kbl

0o V9 —ua? 0o V9cos?u 3cosu

que es una integral trigonométrica con exponente impar, que podemos resolver si realizamos la sigu-

iente descomposicién
2

sen®u = senu senu = (1 — cos? u) senu = senu — cos” u senu
que proporciona una primitiva inmediata

™

% 2 _
/ 27 sen® udu = 27/ (senu —cosu sen u) du = —27cosu + 9cos® u 3;02 =18
0 0

Luego

3 3

/ T s
0o V9 —x?

2. (1 punto) Calcula el volumen del sélido engendrado al girar, en torno al eje OX, la superficie limitada por la

cuvay = o< ylasrectasz =0y z =2 .




Solucién: La férmula del volumen de un sélido de revolucién alrededor del eje OX es

b
Vox :w/ f(z)? dz

aplicado a la curva y = m

Ve = 7T/ <> dr = 7T/ ——dx
ox 0 .'L'Q _4:.’1:"_8 0 (1;2 _4x+8)2

que es una integral de una funcién racional, por tanto, buscamos las raices del denominador

4+16-32  4++/—16 4+4i
. - -

2
—4 8=0&2z=
x x + x B 5

son raices complejas conjugadas, como el exponente estd elevado a 2, son raices complejas dobles y un
buen método para resolver el problema es el de método de Hermite. Para ello descomponemos la funcién

de la siguiente forma

1 Az +B L H ()
(22 — 4z +8)? 22 —4x+8 v

siendo H' (x) el término de Hermite definido por

Cx+ D
H(z)= 57—
(z) x? —4x 48
es decir
1 _ Ax+B Czx+D \'  Axz+B C (22 — 4z +8) — (2 — 4) (Cz + D)
(x2_4m+8)2_x2—4x+8 22 —4x+8) a2 —4x+8 (22 — 4 4 8)°

. . | e 2
sumando las fracciones de la derecha, usando como minimo comin multiplo (x2 — 4z + 8)

Az +B C(2*—42+4+8)—(2z—4)(Cz+2) (Az+B) (2? -4z +8) + C (2* — 4z +8) — (22 — 4) (Cz + D)

24z 18 (@ —dz 1 8)° (a2 — 4z +8)°
el numerador de esta fraccién es, ordenando por potencias decrecientes
Az + (-4A+ B+ C —2C)2? + (84 — 4B — 4C — 2D + 4C) x + (8B + 8C + 4D)
e igualando al numerador de la funcién
A=0
—4A+B-C=0
8A—4B—-2D =0
8B+8C+4D =1

Como A = 0, el sistema queda
B-C=0

—4B—-2D =0

8B+8C+4D =1

De la primera ecuacion se obtiene B = C'y el sistema se simplifica

—4B -2D =0

16B+4D =1



Sistema que se obtiene, por ejemplo, por reduccién, multiplicando por 4 la primera y sumando:

—4D:1:>D:—i

y los valores de B y C se obtienen a partir de este directamente

4B=-—2D=1=B=1

— — 1
C=B= ]
La descomposicic’)n buscada es

1 1 1,1
.= 8 +< 28 4 )
(22 — 4z + 8) x? —4x +8 x? —4x + 8

1 : ERE Y
- dz= | —38 4 — 87 1 ) g
/(x24z+8)2 * /x2—4x+8 m+/<w2—4w+8) *

Para la primera integral, tenemos en cuenta las raices complejas

/éd:c—l/ldx
a2 =4z +8" 8 ) 4+ (z—2)°

e integrando

que es inmediata
1 1 1 1 1 3 1 )
t+@-2) 11+ (522)) L+ (552)
Mientras que la segunda integral es inmediata puesto que estamos integrando la derivada de una funcién
1 1 ! 1 1
/ 5T T4 N gpo (3% Ta \_1 -2
22 —4x + 8 22 —4x + 8 812 —4x+8

Finalmente calculamos el volumen de la figura usando la Regla de Barrow

2 =2
1 1 xr — 2 1 xr — 2 ™
Vox = —_— dx = — arct - = 2
ox 7T/o (22 — 4z 4 8)° : WLGMC&n( 2 >+8$2—4$+8L_0 64(7T+ )

. (1 punto) Calcula F’ (z), siendo F (z) la funcién definida como

w3
F(z)= /2 e tat

Solucién: Usando el teorema fundamental de célculo integral y la regla de la cadena
2 2
F'(z) = e (27) 352 — ¢=(+*) g = 322" — 23"

. Dada la funcién f : R? — R, definida por

W (e y) £ (0,0)
5 €T,y s
flay) =4 »+0°
0 (e = (0.0

a) (0.5 puntos) Calcula los limites iterados de f (z,y) en el punto (0,0).

Solucidn: 5 5
0 .
lim lim — 0 — = lim — 7 = lim 0 = 0
y—02—0 22 + 6~ y—002 +y6 = y—0
3 . 03
fm Hm —2 = Ifm —> — im0 =0

fm —
e—0y—0x2 + ¢y  2-022406 z—0



b) (0.5 puntos) Calcula el limite de la funcién en el punto (0,0) cuando (z,y) se encuentre sobre rectas que
pasan por el origen (limites direccionales).

Solucién: Las rectas que pasan por el origen son de la forma y = Ax con A € R, por tanto se pide
xy? , z (\z)? o At Nt M3 2302

@)=00 2% +1° =072 4+ (\2)° o022 4 \%0 =002 (14 M%) om0 14 Mt 14 X%
y=Xz

¢) (0.5 puntos) Calcula el limite de la funcién en el punto (0,0) al usar coordenadas polares.
Solucién: En coordenadas polares x = rcosf e y = rsenf

3
(rcos®) (rsend) r* cos @ sen® 0 r* cos fsen® 0 2 cos @ sen® 0

0 0) = = —
f(rcosf,rsenb) (r cos 9)2 + (rsen 9)6 r2cos20 +1%sen®0  r2(cos26 +risen®)  (cos?6 + rtsen® )

y ahora tomamos limites cuando r — 0

| r2 cos @ sen® 0 02 cosOsen 0 0
1m = = —
r—0 (cos? 0 + r*sen0)  (cos?6 + 0*sen8h)  cos?d

d) (0.5 puntos) En vista de los resultados obtenidos en los apartados anteriores, jpodrias afirmar que la
funcién f (x,y) es continua en el punto (0,0)? Razona la respuesta.
Solucién: Para que la funcién fuera continua deberia ocurrir que el limite de f (x,y) en (0,0) fuera
igual que su valor f(0,0) = 0, es decir

3
, Yy
lim ———=/(0,0)=0
(@.)—(0,0) 22 + y° £0,9)
sin embargo, los resultados anteriores son condiciones necesarias, pero no suficientes, no podemos
garantizar que el limite exista y por tanto no podemos garantizar que la funcién sea continua; de
hecho, si tomamos las curvas de la forma = Ay® tendremos
. Ayy? N A A
im f:hmﬁ:hm?:?
(z9)—=(0,0) (A\y3)  +98  v=0XYo+4y0 220X 41 A +1
z=Ay>
que depende de X y por lo tanto podemos decir que no existe el limite y podemos garantizar que la
funcién no es continua.

e) (1 punto) Calcula, si existen, las derivadas parciales de f (x,y) en el punto (0,0).
Solucién: En el punto (0,0) tenemos que usar la definicién de derivadas parciales usando el limite

t-03
£,0) — A0
g(O,O):h’mf(’O) 109 2 =0 0,0 g
8,7,‘ t—0 t t—0 t t—0 t
) 0,£) — £(0,0 e 0
—f(0,0) - h’mwzh’m%:h’m,:o
8y t—0 t t—0 t t—0 t

5. Indica de forma razonada, si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

a) (0.5 puntos) Sea g : R — R? definida por g (z,y) = (2,4,y%) y f : R® — R definida por f (z,y, 2) =
x + z, entonces la funcién (go f ) es una funcién continua.
Solucién: Falsa. El conjunto final de la aplicacién f no coincide con el conjunto inicial de la
aplicacién g, por tanto no se puede hacer la composicién y mucho menos ser una funcién continua.

b) (0.5 puntos) La funcién f (z,y) = 32U 4 2210 (y2 +4) alcanza un méximo y un minimo en el
conjunto [0, 1] x [0, 1].
Solucién: Verdadera. La funcién f (z,y) es una funcién continua, puesto que el denominador de la
fraccién no se anula nunca, ya que la funcién cos toma valores entre —1 y 1, y el argumento de la



6.

funcién logaritmo siempre es positivo, luego f es continua en todo R? y en particular en el conjunto
indicado. El cojunto [0, 1] x [0, 1] es el cuadrado de lado unidad que puede ponerse como

0,1] x[0,1] = {(z,y) eR* | 0< 2 <1;0<y < 1}

luego es cerrado y acotado, asi que podemos aplicar el teorema de Weierstrass para demostrar que f

tiene un maximo y un minimo en el conjunto.

Sean las funciones

fi(z,y,2) = zln(y? -z

f2 ({E, Y, Z) = € cos(y+2z)
zZ+y

f3 (IL',y,Z) = 72

Se pide:

F(z,y,2) = (f1(z,y,2), f2 (z,y,2))

Solucién: La funcién F (z,y,2) es

F(z,y,2) = (x In (y2 — Z) ,e* COS(y+2z))

por tanto el Jacobiano estard definido como

of1 of1

of1

ox
JF (Z’,y,Z) = aiF =

0 (x,y,2) 9 9

—(z,y,z) ?y(xay7z) 9z

9fa

87 (w7yvz) 37.@ (%ya Z) 9z

In (y2 — z)

—2zsen (y 4 2x) e* 328 _zsen (y + 2x) e* cos(v+22)

el punto @ = (1,1,0), en la direcciéon ¥ = (1,1,1).
Solucién: Usando limites

f3(a+tv) — f3(a)

Dsf(d@) = lim t
t—0 t
t—0 t
t+(1+§) 041 1+2t2 -1
= limM:h’m%:lim
t—0 t t—0 t t—0

(z,y,2)

(%9, 2)

a) (0.5 puntos) Calcula el Jacobiano de la funcién F : R® — R?, definida mediante la expresién

yP-z

cos (y + 21,) e? cos(y+2z)

b) (0.5 puntos) Calcula, usando la definicién por limites, la derivada direccional de la funcién f3 (z,y, z) en

1+2t— (141)°
(1+t)7¢

142t — (1+1)> 1+2t— (142t +¢2
i LF2ZOHDT ( )

=0 (14+1)%¢ t=0 (1+1t)%¢

= lm——5 =0
t=0 (1+1¢)

t2

e
=0 (1+1)7¢t



Para comprobarlo y puesto que las derivadas parciales de f3 son continuas usaremos

Dsfs (@) =Vfs(a)- v

Derivando f3 obtenemos

vf3 (maya Z)

(-2

Dzf(a) - v=(-2,1,1)(1

x3

y por tanto

igual que con el limite.

z+y 1 1

)¢Vf(1,1,0)(2,1>1)

1,1)=—2+41+1=0

¢) (0.5 puntos) Calcular el Hessiano de la funcién f1 (z,y, z) en el punto @ = (1, 1,0).
El Hessiano es la matriz formada por las segundas derivadas parciales respecto de todas las variables.
En el apartado a se han calculado las derivadas primeras

ofr

ox
of1

oy
df1

0z

(:1:7 y7 z)

(x7 y’ Z)

(z,y,2)

como todas las funciones implicadas son derivables

In (y2 — z)

_y2—z

y con derivadas parciales continuas (salvo en los

puntos de discontinuidad), podemos aplicar el teorema de Schwartz y usar que las derivadas cruzadas

son iguales, al intercambiar el orden de derivacién, asf
> fi 9’ L 2y 9 L 9 L
- = = —" 1,1,0) = 1,1,0) =2
% f1 0% f1 -1 % fi 9% f1
& fi d* i 2zy 9 fr d* f1
= = 1,1,0) = 1,1,0) =2
8y32 ($7y72) azay (:E?y?z) (y2_2)2 = ayaz( [l ) azay( [ )
mientras que las derivadas dobles serdn
0% f 0% f
8z21 (z,y,2) =0 = ale (1,1,0)=0
0% f1 _ 2P -2) —2Qye) | eyt —2e  20(yP42)  OhH
T U AR V- L 7okl A
0% f1 x 02 f1
922 (xaya Z) = —(yQ—Z)Z = ayg (1,1,0) =-1
y la matriz Hessiana es
0 2 -1
Hf (1,1,0) = 2 =2 2
-1 2 -1

d) (0.5 puntos) Calcular la diferencial de la funcién fa (z,y, z) en el punto @ = (1,1, 0).
Solucién: La diferencial viene dada por la expresion

_9p

af (a) = 5

(a)
Usando que

Vfa(z,y,2) = ( —2zsen(y + 2z) e*cs+22) -y

de + —

L2 () 4y 4 2o

(a)dy + oy

dy

sen (y + 2z) €2 <5WH22) - cos (y + 2z) e* cosy+22) )



y evaluando en a

Vf2(1,1,0)=( 0, 0, cos3)

luego
df (1,1,0) = 0dz + 0dy + cos 3dz = cos 3dz
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