Capitulo 9

Resolucion de ecuaciones e
interpolaciéon

9.1. Ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales

Denominamos ecuacidn no lineal a una ecuacién del tipo
flz) =0

donde f es una funcién real de variable real no lineal. La funcién f puede ser polinomial, trascendente
(aparecen en su expresién funciones exponenciales, logaritmicas y trigonométricas) e incluso puede
ocurrir que no se disponga de una expresién explicita de f(z), pero que se conozcan las reglas para su
cédlculo, por ejemplo, una funcién descrita mediante una ecuacién diferencial.

Definicién 9.1 Liamamos raiz o solucion de una ecuacion no lineal f(x) =0 a un valor r tal que
f(r)=0. También se dice que r es un cero de f.

En general, las raices de una ecuacién no lineal no pueden ser calculadas de forma exacta. El
objetivo de este capitulo consiste en ofrecer métodos numéricos que permitan obtener aproximaciones
numéricas de las mismas.

En un proceso de cédlculo de raices de una ecuacién no lineal pueden distinguirse tres fases:

1. Localizacién

Interesa conocer la zona en la que se encuentran las raices. En general, podemos obtener esta
informacién bien a partir de una tabla de valores de la funcién, bien mediante un estudio analitico,
o incluso mediante una representaciéon grafica aproximada cuando la funcién sea demasiado
compleja. En la mayoria de los casos las ecuaciones provienen de un problema técnico o cientifico,
cuyo conocimiento nos puede ayudar en la localizacién de las raices.

2. Separacion

A veces, dos raices diferentes de una ecuacién estdn muy préximas. En estos casos, antes de
aplicar un método numérico, conviene separar las raices; es decir, conviene determinar intervalos
que contengan una y sélo una rafz de la ecuacién.

3. Aproximacién numeérica
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El objetivo de esta fase es construir una sucesiéon de valores que converja hacia la raiz buscada.
Esta sucesion se construye normalmente de forma iterativa a partir de ciertos valores o aprox-
imaciones iniciales que supondremos estén suficientemente cerca de la raiz buscada. A partir
de los valores xg,Tg_1,...,Tk—m, obtenemos el valor de =1, mediante una expresién del tipo

Tpr1 = G(Thy Th—15 -+, Thm)-

Uno de los teorema méds importantes utilizados en esta parte del cdlculo numérico es el teorema
de Bolzano que nos da condiciones suficientes para la existencia de una raiz en un intervalo.

Teorema 9.1 (Teorema de los ceros de Bolzano) Sea f : [a,b] — R, f € C([a,b]) con f(a)
f(b) < 0= 3 r € la,b] donde f(r) =0.

El siguiente resultado nos proporciona la unicidad de la solucién en un intervalo (separacién de
raices).

Teorema 9.2 Sea f : [a,b] — R, f € C1([a,b]) con f(a)- f(b) <0, si ademds f'(z) >0 (o f'(z) >
0); Vz € (a,b) = 3°r € (a,b) con f(r) =0.

Proposicién 9.3 Sea f : [a,b] — R, f € C!([a,b]) y supongamos que Im > 0 € R, con |f'(z)| > m
Vz € [a,b]. Entonces si T es una raiz de f(x) en [a,b] y a es una aproximacion de r, se cumple

r—af < M@
oom

Ejemplo 9.1 Consideremos la funcion f (x) = 2% — e* en el intervalo [—1,0]. Vamos a comprobar
que eziste una unica raiz de f (x) en ese intervalo, para ello evaluamos la funcion en los extremos del

mtervalo 1
f(=1)=—-1+et=-1+ - =—0,63212.. <0

fA)=0+e=04+1=1>0

puesto que toma valores de signo contrario en los extremos del intervalo y la funcion es claramente
continua, el teorema de Bolzano nos garantiza la existencia de una raiz de f (x) en ese intervalo. Por
otra parte, la derivada de la funcidon es

ff(x)y=1+e">e" >0

luego f (x) es creciente y la raiz es tnica.

9.1.1. Meétodo de aproximaciones sucesivas

Supongamos f (z) € C([a,b]) y supongamos que 3°r € [a, b] tal que f(r) = 0. Definimos la funcién
g () como

g(@) =z~ f(z)

si r es una raiz de f (z), entonces

glr)y=r—fr)=r—0=r

lo que hace que r sea un punto fijo de la funcién g ().

Tomemos zg € [a,b] y construyamos la sucesién {z,,} definida como

neNs

Tnt1 = 9(Tn) = Tn — f(Tn)
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Nos preguntamos en primer lugar si la sucesién asi construida es convergente y en caso afirmativo,
cudl serfa su limite. Supongamos que {z,},y tiene limite
lim x, = s
n—oo
como ¢ (z) es continua (ya que estd definida a partir de f(x), que es continua por hipdtesis) se
cumplird
lim g(xz,) =g ( lim xn> =g(s)
n—oo

n—oo

Como cualquier subsucesién de x,, tendrfa su mismo limite, se cumplirfa
lim zp41 =5
n—oo
pero teniendo en cuenta la construccién de la sucesién
s= lim x,41 = lim g (zy,)
n—oo n—oo
y por tanto se deberia cumplir

s= lim g(z,) :g(lim xn> =g(s)
n—oo n—oo

luego si la sucesién {z,}, oy tiene limite s, ese limite es un punto fijo de la funcién g (x) y por tanto

también serd una raiz de f ()

g(s)=s—f(s)=s= f(s)=0

Si la funcién f (x) solamente tuviera una raiz, entonces estd claro que deberia ocurrir 7 = s y el
problema estarfa resuelto.

El método de aproximaciones sucesivas se basa en la construccién, de forma recursiva, de una
sucesion {x, }nen a partir de un cierto valor inicial zg € [a, b]. A partir de este valor inicial calculamos
x1, el siguiente elemento de la sucesién, usando la funcién ¢ (z), como x; = g(xp); y en general
se calculard x,; a partir de z, utilizando la funcién g(z) como x,11 = g(x,). Si la sucesién asi
construida es convergente, lo hard a un punto fijo de la funcién g(z), es decir, a una raiz de la funcién
f(a).

La sucesién {z,} puede no ser convergente y en este caso hay que detener la produccién de valores
de la sucesién segun un criterio dado. El algoritmo del método se podria desarrollar como sigue:

1. Tomamos k=0, >0y xg € [a,b] y N, un valor para el nimero méximo de iteraciones.
2. Calcularmos zyy1 = g(zx) =z — f(xk)

3. Si la diferencia entre zj11 y xj es suficientemente pequena, es decir, si |zx41 — x| < €, entonces
ZTr41 serd la aproximacién a la solucién buscada, en caso contrario procedemos a comprobar
si el nimero de iteraciones, es decir, si el nimero de términos de la sucesién excede un valor
prefijado. Si (k+ 1) > N entonces hemos superado el nimero méximo permitido de términos
de la sucesion y el algoritmo se detiene. Si (k+ 1) <= N entonces cambiamos k por k + 1 y
volvemos al punto 2.

La superacion del nimero méaximo de iteraciones suele ocurrir por dos motivos: primero, puede
suceder que el nimero méximo de iteraciones sea insuficiente; en este caso podemos solucionar el
problema aumentando el valor de ese nimero méximo. En segundo lugar puede ocurrir que la sucesién
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4 Capitulo 9. Resolucién de ecuaciones e interpolacién

no converja a ningin punto fijo, en este caso la solucién de este problema pasa por la existencia o no
de la raiz. Si se ha demostrado la existencia de la raiz, podemos intentar cambiar el valor del término
inicial xg, y comprobar si la sucesién iniciada en ese punto es ahora convergente o no.

Los siguientes resultados garantizan el éxito del método de aproximaciones sucesivas.

Definicién 9.2 Sea g : [a,b] — R, diremos que g es contractiva si y sélo st 30 < L < 1 € R tal que

Va,y € [a,b] = |g(z) — g(y)| < Lz —y|

2

Ejemplo 9.2 Vamos a demostrar, usando la definicion, que la funcion g (x) = x* es contractiva en

el intervalo [0, ﬂ Para ello tomamos ¢,y € [0, i], es decir, se cumple

1

0< < —
_may_4

Entonces
9 () =g )| = 2" = | = (& —y) (x +y)| = - y)| - [(z + )]
usando la desigualdad triangular

pero como z,y > 0

1

y la constante de Lipschitz es 5.

Si la funcién es derivable, entonces podemos obtener una condicién tipo Lipschitz mds sencilla,
utilizando la primera derivada.

Teorema 9.4 Sea g(x) € C"([a, b))
Si 3 L tal que ‘g’(m)} <L<l=Vz,y€lab]:|g(x)—g(y) <L|x—y
es decir la funcidon g es contractiva.

Demostracién: Para demostrar esta implicacién se utiliza el teorema del valor medio. Si tomamos
x,y € [a,b], entonces utilizamos el teorema del valor medio

lg(z) —g(W)| = |¢" () (x—y)| = |9 (©)] - [(x —y)| < L]z —y|

Ejemplo 9.3 Vamos a demostrar, usando el teorema anterior, que la funcion g(x) = z? es lip-
schitziana en el intervalo [O, ﬂ Calculamos la derivada
g (x) =22

que es una recta con pendiente positiva, luego la funcion es creciente y alcanza el mdximo en el extremo

superior del intervalo, es decir
1 1 1
! <dJdl=Z])]=2-==
g(x) <y ( 4> 1- 3

como ademds x > 0, entonces g’ (z) = 2z > 0 y por tanto |¢' (z)| = ¢ (z) para z € [0, 3], luego se
cumple

g (z)| <

(NN
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9.1. Ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales 5

Teorema 9.5 (Convergencia del método del punto fijo o teorema de la aplicacién contractiva)
Sea g : [a,b] — [a,b] continua, entonces

1.- La funcién g (x) tiene al menos un punto fijo.

2.- Si g es contractiva en |a,b], entonces tiene un unico punto fijo. El punto fijo se puede obtener
como el limite de

lim z, =7r
n—oo

stendo x, la sucesion obtenida como

c.- Se cumplen las siguientes desigualdades

n

L
1-L

|zn — 7| < [T — Zp—1] < |z1 — o

1-L

Teorema 9.6 (Convergencia local) Sean g, ¢’ € Cla,b] y supongamos que g (x) tiene un punto fijo
r en [a,b]. Entonces si |¢'(r)| < 1=

e >0:Vag € r—e,r+e] = {Siz, =g(zn_1) = {2}, converge ar}

9.1.2. Meétodo de biparticién

El teorema de Bolzano asegura que, si f (z) es continua en [a,b] y f(a)f(b) < 0, entonces existe un
punto r € (a, b) que verifica f(r) = 0. En principio, podria existir mas de una raiz dentro del intervalo
[a, b], pero supondremos que sélo existe una, entendiendo que previamente se habrén efectuado procesos
de localizacién y separacién.

El método de biparticién construye una sucesiéon de intervalos encajados

(ao,bo) D) (al,bl) D...D (ak,bk) D...

de manera que cada intervalo contenga a la raiz buscada, mientras que la amplitud de cada uno de
ellos es la mitad de la del anterior. Cuando la amplitud del intervalo sea suficientemente pequena como
para satisfacer la precisién con la que queremos hallar la raiz, podremos considerar como una buena
aproximacioén de ésta, el punto medio de dicho intervalor.

La construccién del método consiste en dividir en cada iteracién el intervalo por la mitad. Tomemos
p = aT“’ y calculemos el valor de la funcién en ese punto. Puede ocurrir que f(p) = 0, en tal caso
habremos encontrado el punto fijo. Por el contrario si f(p) # 0, entonces o bien f(a)f(p) < 0y
elegimos como nuevo intervalo [a1, b1] = [a, p], o bien f(b)f(p) < 0y en este caso elegimos como nuevo
intervalo [a1,b1] = [p,b]. En cualquiera de estos dos caso se habra reducido la longitud del nuevo
intervalo a la mitad. Este mecanismo se repite con el nuevo intervalo, se construye asi la sucesiéon de
intervalos indicada al principio de la seccién.

El algoritmo serfa el siguiente: A partir de una funcién f : [a,b] — R; con f € C([a,b]) y f(a)f(b) <
0 y con una unica raiz en el intervalo [a, b], llamamos ag = a y by = b

1. Tomamos k=0, >0, N € N
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6 Capitulo 9. Resolucién de ecuaciones e interpolacién

2. Es k > N, el algoritmo termina indicando que se han superado el nimero de iteraciones méximas.

3. Elegimos
ag + by

2

4. Si f(p) =0 = pes laraiz de f(x)
5. Si f(p) 0=

a) Si f(a)f(p) <0 = [ak+1,bk+1] = [ak, D]
b) Si f(p)f(b) <0 = [ags1,bk11] = [p, b

6. Sila longitud del intervalo es suficientemente pequena, es decir, si |bg+1 — ag41| < € = Podemos

apy1+bry1
2

tomar como raiz de la funcién f, cualquiera de los puntos: agy1,bxr1 0 p = . En caso

contrario se cambia k por k + 1 y volvemos al punto 2.

Mediante este algoritmo se construyen dos sucesiones de puntos {a,} y {b,}. Por construccién, la
sucesion {ay} es creciente y estd acotada superiormente, por cualquiera de los elementos by, mientras
que la sucesién {by,} es decreciente y acotada inferiormente por cualquiera de los elementos a,,, por
tanto, ambas sucesiones tienen limite: a y 3, respectivamente. También por la construccién de los
diferentes intervalos tenemos que la longitud del intervalo [ay,, b,] es b;—n“. Por una parte tenemos

lim a, =«
n—oo b—a

= a—f= lim (b, —a,) = lim

n—00 n—oo 2N

=0

lim b, =6
n—oo

y por tanto a = 8. Teniendo en cuenta que se han elegido los extremos del intervalo de forma que la
funcién f (x) tome valores de signo contrario en ellos

lim f(an)f(by) <0

n—oo

Por otra parte como f (z) € C([a,b])) y a =0

0> 1im f(an) - f(ba) = f(lim ay)- f( lim by) = f(@)- F(5) = f(e)? >0

n—oo

expresion de la que se extrae

fla) =0

Analisis del error en el método de biparticién

En este algoritmo podemos determinar la cota de error absoluto que cometeremos al elegir un
punto como aproximacion de la solucién de la ecuacion. Si r es la raiz de la funcién f en el intervalo
[a, b], entonces el error cometido segun el punto elegido serd

T—ap < by —ap = b2—"a
<= Si elegimos como solucién algin extremo del intervalo
bn_rgbn_anzbg%a

b, —a b—a
<z 5 n < il <= Si elegimos como solucién el punto medio del intervalo

7,_an—i—bn
2
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9.1. Ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales 7

Si queremos determinar el nimero de iteraciones necesarias para alcanzar una precisién predeter-
minada & > 0, bastard con elegir la longitud del intervalo final de forma que

b— b—
| — | §2T+?<5:>2n+1>?a
y tomando logaritmos en ambos lados
b— log (b—a)—1
(n+1)log2 = log ¢ —n> o8 ( la)2 o8 (¢)
0g

9.1.3. Meétodo de Newton-Raphson

Se trata de hallar la unica raiz de f(z) = 0 en [a,b] donde f(a) - f(b) < 0, siendo f (z) derivable
en (a,b). La idea de este método consiste en sustituir la funcién f(z) por la tangente a la misma en
uno de sus extremos. Si elegimos, por ejemplo, la tangente en el extremo superior, su ecuacién toma
la forma

y = f(b) = f(b)(z—b)

Buscamos ahora el punto interseccién entre esta recta y el eje OX, donde y = 0, y lo llamamos x;.

—f(b) = f'(b)(z1 —b)
despejando x;
_ J()
f'(b)
Tomamos ahora ese nuevo punto, como partida para obtener el siguiente elemento de la sucesién. De
forma general si queremos calcular el punto z,41 a partir de z, utilizamos la expresién recursiva

Tn+1 = Tn — f’(ﬂ? )
n

:Zilzb

En este caso la funcién g(x) es

W)
W=

Teorema 9.7 (Teorema de la convergencia local) Si f” (z) es continua y f' (z) no se anula en
algin intervalo que contega a una raiz r de f(x) =0, entonces Je > 0 tal que el método de Newton es
convergente Yxo tal que |xg —r| < e.

Teorema 9.8 (Teorema de la convergencia global) Si f (z) € C?([a,b]) verificando

L f(a)- f(b) <0
2. Vz € [a,b] = f'(z) # 0 (mondtona estricta)

3. Vx € [a,b] = f”(x) no cambia de signo (f” (z)- f" (y) >0, Vz,y € [a,b])

Entonces, eligiendo como zg el extremo del intervalo que cumpla que f y f” tienen el mismo
signo, la sucesién de valores {x,} obtenida mediante el método de Newton-Raphson

Tpn41 = Tn — f, (.’IJ )
n

converge a la unica solucién de la ecuacién f (x) =0 en [a, b].
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8 Capitulo 9. Resolucién de ecuaciones e interpolacién

9.2. Interpolacién polinomial

El problema de la interpolacién consiste en evaluar el valor de una funcién en un punto cuando,
o bien no se conoce la expresién explicita de dicha funcién, o bien no es facil evaluar la expresion de
dicha funcién en ese punto. Una posible solucién para este problema es, por ejemplo, construir una
funcién més sencilla de evaluar y que coincida con la funcién objeto del problema en los datos que
conocemos sobre esta.

Generalmente, se obtienen los datos como un conjunto de puntos discretos, sin embargo a veces
se requieren estimaciones de puntos entre esos valores discretos. Trataremos alguna técnica de ajuste
de curvas de manera que con tales datos se obtengan aproximaciones intermedias. Ademads, a veces
se requiere una versién simplificada de una funcién complicada. Una forma de hacerlo es calcular los
valores de la funcién en un conjunto de datos discreto a lo largo del rango de interés, después se obtiene
un funcién més simple utilizando estos valores.

También, en problemas reales, es normal tener un conjunto finito (discreto) de puntos en los cuales
de un modo experimental, se ha observado el valor de una funcién, y siendo conveniente obtener una
aproximacion a dicha funcién, a partir de los datos conocidos. A esta idea se la conoce como interpolar,
y para el caso mds sencillo, la interpolacién polinémica, consiste en calcular polinomios que se ajusten
a los datos conocidos y nos proporcionen valores aproximados a la funcién en otros puntos.

Béasicamente hay que concretar dos cuestiones en un problema de interpolacién:

1. Los datos que se desea que sean comunes a la funciéon dada y a la funcién interpolante.

2. El tipo de funcién que se va a utilizar como funcién interpoladora o funcién de interpolacién.

9.2.1. Interpolacién polinomial de Lagrange

Supongamos que conocemos los valores de una funcién f (z) en (n + 1) puntos distintos, {zx};_,
dentro del intervalo [a, b]; el problema de la interpolacién polinomial de Lagrange consiste en hallar,
si existe, un polinomio P, (z) de grado < n tal que coincida con la funcién f (z) en los puntos x, es
decir, que ocurra

P, (z) = fx k=0,...,n

donde se ha utilizado la notacién
fe = f(z)

El caso més sencillo de interpolacion se nos presenta cuando sélamente tenemos un punto, zg, y
se conoce el valor de la funcién en dicho punto fy = f (x), obviamente este caso es trivial y el tinico
polinomio de grado 0 que pasa por ese punto es el polinomio constante Py (z) = fo.

9.2.2. Interpolacién lineal

El caso més sencillo de interpolacién no trivial es el de interpolacién lineal. Supongamos que
conocemos el valor de una funcién f (z) en dos puntos distintos z¢ y x1, tendremos por tanto dos
puntos en el plano

(o, f (20)) ¥ (21, f (21))

La ecuacion de la recta que pasa por esos dos puntos tiene la siguiente forma

y—f(w)  z—1x0
f($1)—f(1’o) z — 1z
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9.2. Interpolacién polinomial 9

despejando la variable y obtenemos

f(z1) — f (20)

T1 — Zo

y = f(20) + (z — o) (9.1)
Esta recta es un polinomio de grado 1 y pasa por los puntos (xo, f (zo)) v (z1, f (1)), cumple por
tanto con la definicién de polinomio interpolador, y = P ().

En la grafica 9.2.2 se ha representado la interpolacion lineal (en verde) entre dos puntos (en rojo)
obtenidos a partir de la funcién sin (z) (que podemos ver azul y linea discontinua), como se puede
apreciar este tipo de interpolacién no es muy preciso.

y 1.0

0.5 1

0.0 fF————————+——

-0.5—

Interpolacién lineal.

Ejemplo 9.4 Supongamos que conocemos el valor de una funcion f (x) en los siguientes puntos

f(0) = 2

fB) =5

y nos piden encontrar un valor aproximado para f (2) utilizando el polinomio interpolador de grado 1
adecuado.

Para ello utilizaremos la ecuacion 9.1, es decir, la ecuacidn de la recta que pasa por los puntos
(0,2) y (3,5). Sustituyendo en el lugar correspondiente se obtiene

f(3) — f(0) L, , 02
30 (w—O)—2+3_0x

Pi(z) = f(0)+

P(z) = 2+x
y el valor aprorimado de la funcion en el punto 2 utilizando esta interpolacion serd
fQ)~P(2)=2+2=4
Para la construccién del polinomio interpolador de primer grado es posible utilizar un método
alternativo. Este método es el siguiente: Sabiendo que el polinomio que pasa por (xo, fo), (1, f1) tiene
que ser de grado < 1, entonces tiene que tener la forma

Pi(x) =ap + a1z
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10 Capitulo 9. Resolucién de ecuaciones e interpolacién

Si ahora utilizamos las hipétesis que tiene que cumplir P (x), es decir, que debe coincidir con la
funcién f (z) en los puntos zg y z1, obtendremos

Pi(z0) = fo

Pi(r1) = fi
y al utilizar la expresion para P (x) resultard el siguiente sistema lineal

ap + a1zo = fo
9.2)
ap + a1z = fi

en las incégnitas ag y a1. Resolviendo el sistema 9.2 obtendremos los coeficientes ag y a1 y por tanto
la expresién del polinomio de interpolacién.
El sistema, lineal tendra solucidn si y sélo si el determinante de la matriz de coeficientes es no nulo

1
’ 0 :xl—x0#0<:>x17$$0

1$1

es decir, los puntos han de ser diferentes, tal y como se ha planteado en las hipdtesis iniciales.

Ejemplo 9.5 Vamos a repetir el ejemplo anterior utilizando este método alternativo. El sistema que

se obtiene es
apg+a; x0=2 ag =2 ag =2

= =
ag+ar*x3=5 apg+a; *x3=5 a1 =1

y de nuevo obtenemos
P (z)=a+az=2+x

Si tenemos un conjunto de puntos diferentes, {xj},_,, y conocemos el valor de una determinada
funcién f (z) en esos puntos, es posible aplicar interpolacién lineal entre cada par de puntos para
obtener una funcién polinomial a trozos de primer grado que aproxime a la funcién. No obstante, la otra
opcién es mejorar esta aproximacion mediante polinomios de grado superior a uno, ofreciendo ademds
la derivabilidad del polinomio interpolador en todos los puntos, hecho que no sucede si consideramos
el polinomio interpolador lineal a trozos, ya que en este caso el polinomio resultante, no serd derivable
en ninguno de los puntos xy.

9.2.3. Interpolacién cuadratica

En la linea de la seccién anterior, tratamos ahora de buscar un polinomio P, (z) de grado < 2 que
pase por tres puntos diferentes xg, 1 y x2, para los cuales conocemos el valor de una determinada
funcién f (x). Llamaremos polinomio de interpolacién cuadrética o pardbola de interpolacion asociada
a f (z) a una funcién P, () que pasa por los puntos:

(zo, f (w0)) , (z1, f (21)) , (w2, f (22))

al polinomio P, (z) dado por

Py (z) = Az=e@=ea) g0y 4 ((I*mow‘f (1) + ((l“*xowf (22) (9.3)

(xo—w1)(zo—x2) x1—w0)(T1—T2) x2—x0)(T2—71)
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9.2. Interpolacién polinomial 11

Es sencillo comprobar que Ps (x;) = f (zx) para k = 0,1, 2, por ejemplo para k =0

(zo—z1)(wo—22) (wo—z0)(zo—22) (zo—z0)(zo—21)

Py (@0) = Gomatmo—e) ! (@0) + emag)mi—ea) (P T (ama)oa—en) / (22)
= 1-f(z0)+0-f(z1)+0- f(z2)

= f(z0)

de forma completamente andloga se comprueba para los puntos 1 y x2. En la grafica 9.2.3 se ha rep-
resentado la interpolacién lineal (en verde) entre tres puntos (en rojo) obtenidos a partir de la funcién
sin (x) (que podemos ver azul y linea discontinua), como se puede apreciar este tipo de interpolacién
mejora considerablemente la interpolacién lineal.

10t

y

-

Interpolacién cuadrética.

Ejemplo 9.6 Calcularemos en este ejemplo el polinomio interpolador cuadrdtico que pasa por

F0) =1
f@ =3
1) = 2

y utilizaremos dicho polinomio para obtener el valor aproximado de f () en los puntos x =1 y x = 4.
Utilizamos formula 9.3 para obtener
(x —2)(x —5)

Po(x) 0-2)0-5 " 2-02-5"" (5-0)06-2)

_ (x — Qiéx —5) N x(x_Q 5) n x(ale) 2)2
= —%xQ + %x +1
El valor de la funcion en los puntos pedidos es
W = =2
) = P@=1
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12 Capitulo 9. Resolucién de ecuaciones e interpolacién

Si ahora tenemos en cuenta el razonamiento efectuado para el caso lineal, es posible obtener la
pardbola de interpolacién otro modo. Procediendo como antes, en primer lugar tenemos en cuenta que
el polinomio P, (z) debe ser de grado < 2, por tanto tendrd la forma

Py(x) = ag + a1x + asx?

En segundo lugar como ha de pasar por los puntos (zo, fo), (z1, f1) ¥ (z2, f2), se deben cumplir
las siguientes relaciones
Py(w0) = fo = ao + ar1wo + aza?

Py(x1) = fi=ap+a1z1 + agm% (9.4)

Py(z2) = fo = ap + a122 + a2}

Y la solucién del problema pasa por resolver el sistema lineal 9.4 en las incégnitas ag, a1 y az. El
sistema. tendra solucién tnica siempre que el determinante de la matriz de coeficientes sea distinto de
0

1z a3
1 x4 x% = (9 — x0)(x1 — o) (22 — 1) #0
1 x9 a3

condicién que de nuevo es equivalente a tomar todos los puntos distintos dos a dos.

Ejemplo 9.7 Para los datos del ejemplo anterior se obtiene el siguiente sistema
ap + a0+ ax0% =1 apg =1
ap+a124+a22=3 < ag+2a;+4ay =3

ap + ai1b + agh? =2 ag + da; + 25a3 = 2

cuyo matriz de coeficientes es

10 0
1 2 4
1 5 25
y cuya solucion es
10 0\ /1 1 ag
1 2 4 3 1= 23/15 | = a1
1 5 25 2 —4/15 as
y el polinomio es
Py (x) =ag+ a1z + asz® = 1+§x— i9:2
15 15

que, como no podia ser de otra forma, coincide con el encontrado anteriormente.

9.2.4. Interpolacién polinémica general. Polinomio de Lagrange.

Siguiendo con la idea anterior podemos buscar ahora, para un conjunto de puntos distintos {z };_,
en los cuales es conocido el valor de una funcion f () ,{fr = f(zx)};_o, €l polinomio interpolador de
grado < n que pasa por todos. Tendremos el siguiente teorema
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9.2. Interpolacién polinomial 13

Teorema 9.9 Sea {zg,z1,...,Tn} un conjunto de (n+ 1) puntos distintos dos a dos. Supongamos
que conocemos el valor de una funcion f(x) en esos puntos = 3° P,(x) polinomio interpolador de
grado <mn que pasa por los puntos

(w0, f(20)) s (1, f(21)) 5 - (@, f(20))

Yy puede exrpresarse como.

Pu(x) =Y fl) ] (= —=))

k=0 ik (T = 25)

Dicho polinomio se llama Polinomio interpolador de Lagrange de grado n que pasa por los puntos

{(x, f(@r)) }ieo-

Demostracion: La existencia de dicho polinomio es inmediata, puesto que por la construccién
de P,(z), es facil comprobar que se trata de un polinomio de a lo sumo grado n. Ademds también
podemos comprobar, sin més que evaluar el polinomio en xj, que pasa por los puntos (zy, f(zk))
k=0,1,.., n

Para la unicidad, vamos a suponer que existe otro polinomio @, (z) también de grado < n y que
también pase por los puntos {z;}p_y = Qn(zk) = fr Yk =0,1,...,n. Construimos el polinomio

R () = Pa(z) — Qn(x)

Por las hipétesis sobre P,(z) y Qn(x), la funcién R, (z) también es un polinomio de grado < n. Si
ahora evaluamos dicho polinomio en los puntos {zj};_, se obtiene

Ry(xr) = Po(wg) — Qulzr) = fk = fr=0 k=1,...,n

y Rn(z) es un polinomio de grado < n que tiene (n + 1) raices, pero recordando el Teorema Funda-
mental del Algebra, un polinomio de grado n tiene exactamente n raices, pero R, (x) es de grado < n
y tiene (n + 1), asi que la tnica opcién vélida es que R, (x) sea el polinomio nulo, es decir, R, (x) = 0,
de aqui se obtiene que los polinomios P,(x) y Qn(x) son en realidad el mismo polinomio.

Definicién 9.3 Sea el conjunto {xo,x1,...,zn}, una familia de (n + 1) puntos distintos dos a dos y
supongamos que conocemos el valor de una funcion f (x) en esos puntos. Definimos los polinomios de
Lagrange de grado n asociados a {xy};_; ,al polinomio Ly(z) para k =0,...,n, definido como

Li(z) = H (z—zj)

=0tk (g — x5)

(@ —zo)(@ —w1) - (& — Tp—1) (@ — Tppg1) -~ (& — )
(zk — o) (@k — 1) -~ (2h — Tp—1) (T — Tppt1) - -+ (T — Tn)

Se comprueba facilmente que los polinomios Ly (x) tienen la siguiente propiedad

0sik+#j
Ly(xj) =
1sik=j
Luego el polinomio interpolador P,(z) de los puntos {xg,x1,...,x,} se puede expresar como

Po(z) = foLo(z) + -+ + faln(x) =Y _ frli(x)
k=0
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14 Capitulo 9. Resolucién de ecuaciones e interpolacién

Igual que en los dos casos anteriores es posible encontrar el polinomio interpolador resolviendo
el sistema lineal que resulta de aplicar la hipdtesis del grado a P,(z) y a su paso por los puntos

(xka f('xk‘))Z:O
Por una parte, como P, (z) tiene grado < n, podré expresarse de la forma

Pn(ﬂf) =a0—|—alg;_|_...+anxn
y por otra, como P, (z) pasa por los puntos (x, f(zx)) para k = 0,...n, resulta P, (w) =f (xj)a es
decir
Pn(SUO) = fO =aog+ +aixg+---+ anxg _ fO
Pn(-Tl) = fl =ag+ +a1x1+ -+ an.’E? — fl

Pn(mn) = f'rL =ag+ +aix, +---+ anxz — f'rL

que es un sistema lineal cuya matriz de coeficientes es la llamada matriz de Vandermonde

1z ... g
1 o ... 2}
1z, ... )

y su determinante el determinante de Vandermonde y que es distinto de 0 si todos los puntos {xj}7_,
son distintos dos a dos.

Ejemplo 9.8 Cualcularemos el polinomio interpolador de Lagrange para el siguiente conjunto de puntos

fo) = 1
f@ =1
@ = 2
76) = 0

Después utilizaremos dicho polinomio para obtener un valor aproximado para f(1) y f(3).
Como hay 4 puntos, el polinomio interpolador serd como mucho de grado 3 y puede expresarse
como

Ps(z) = ag + a1z + agz?® + aza®

Como f (z) y P3(x) deben coincidir en los puntos dados.

ag+ar1-0+az-02+az-03=1 )

10 0 0 a 1
. .92 .93 — °
ap+a;-2+ay-22+az-22=1 fr2oa s ap | |1

1 4 16 64 ap | | 2
. 42 43 =
ap+ay-4+ay-4*+az 4> =2 1 6 36 216 as 0

a0+a1-6+ag~62+a3-63:0
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9.2. Interpolacién polinomial 15

Resolviendo el sistema se obtienen los valores de los coeficientes del polinomio ay

ag = 1
11
ag = ——
! 12
5
ay = =
2 8
1
a P _
s 12
El polinomio resulta
11 5 1
P3< )—1—ﬁ$+§w2—ﬁ$3

1 5 1 5

13
Ps _1—7+ _lg B
(3) 3 9 527= 3

~

w

~—
12

9.2.5. Estimacion del error de Interpolacion

Cuando la funcién f(z) es conocida, entonces podemos encontrar una expresién para el error
cometido entre el verdadero valor de la funcién en un punto y el valor que el polinomio de interpolacién
correspondiente toma en dicho punto.

Proposicién 9.10 Sean {z;};_o € [a,b], n + 1 puntos distintos. Supongamos que f € C"*1 ([a,b]).
Entonces

(n+1) n
Vz € [a,b]; 30, € [a,b] : E,(z) = f(z) — Po(z) = ‘m H(a: — T)
k=0

Demostracién: Consideremos un valor x # xj; j = 0,...n. Para ese valor fijo, construfmos la

funcion
n

o(0) = 1)~ Po(0) () — P T L2

- (@ — )

glzxy) = 0 k=0,...,n

gz) = 0
y tiene por tanto n + 2 raices distintas en [a, b]. Utilizamos ahora el teorema de Rolle generalizado
(aplicando sucesivamente el teorema de Rolle). A partir de estos (n+ 2) ceros de f (x), se deduce

que la derivada (n 4 1)—ésima de f(x) tendrd 1 cero, es decir, existird un cierto 6, € [a,b] tal que
g""(0,) = 0, es decir

n n n n+1 - t_ ad
0= g( +1)(6$) = f( +1)(0x) — P?E +1)(0$) - (f(x) - dtn—‘rl [H (x — g; ]
0 g )

—Vx
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16 Capitulo 9. Resolucién de ecuaciones e interpolacién

Como P,(t) es de grado n = P,gnﬂ)(:v) = 0.
Por otra parte como

n

t—x; 1 n—
H((:U—x)) B [T o(w—m')tn+1+ (3ot + bomat™™ o+ but + bo)
i=0 ! i= !

su derivada (n 4 1)—ésima serd

o [ @) e
dtntl (x — ;) o - [Tio(z — z4)

—Vzx

y sustituyendo en la ecuacién correspondiente

(n+1)!

0= 70 0:) = (&) = Pole)) iy

despejando, se obtiene ahora el resultado pedido.

Segtin el teorema de Rolle si f (z) € C ([a,b]) y f(a) = f(b) entonces 3¢ € [a, b] tal que f'(£) = 0.
Por tanto entre cada dos ceros consecutivos de f (), su derivada f’ (z) tiene uno. Por tanto, si f (z)
tiene n ceros diferentes = f’ (x) tendrd (n — 1) ceros y si ahora f (z) € C?[a, b], entonces f” (x) tendra
n — 2 ceros diferentes y asi sucesivamente.

Corolario 9.11 En las condiciones del teorema anterior f"+1(0,) = (n + 1)!- g(x), siendo

@R
g(@)={ . L),
f@-RE
L(z)

con L(x) = (x —xg) - (x — )

Demostraciéon: Trivial si x # x; y utilizando la regla de L’Hopital para = = z.
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