Capitulo 8

Ecuaciones lineales de orden superior

8.1. Ecuacién diferencial lineal de segundo orden con coeficientes
constantes

Definicién 8.1 Una EDO lineal de sequndo orden con coeficientes constantes es de la forma
y" (z) +ay (z) + by (z) =7 ()

Con a,b € R. La EDO se dice homogénea si r(x) =0, en caso contrario serd no homogénea.

Definicién 8.2 Definimos el polinomio caracteristico de una edo lineal de sequndo orden con coefi-
cientes constantes a

p(N) =X +a\+b

Como el polinomio caracteristico es un polinomio de segundo grado, sus dos raices pueden ser de
3 tipos:

1. Las dos raices son reales y distintas: A1, A2 € R, con A1 # Ao. Entonces la solucién general de
la EDO homogénea es de la forma

yn (z) = AeM® 4 Bet2®
donde A,B € R.

2. Hay una raiz real doble: 3A1, A2 € R, con A1 = A9. Entonces la solucién general de la EDO
homogénea es de la forma

yn (z) = AeM® 4 BreM®

donde A,B € R.

3. Las raices son complejas conjugadas: dJa+1i8 € C, con «, 5 € R. Entonces la solucién general de
la EDO homogénea es de la forma

yp (z) = Ae® cos fx + Be™ sen Sz

donde A,B € R.
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Ejemplo 8.1 Resuelve la siguiente EDO
y" =5y +6y =0

Su polinomio caracteristico es

p(A) =X —B5X+6

Y sus raices

AN =21=3
5i\/25—24_511:> 2

PN =0 -514+6=0c )=
2 2 5-1

son raices reales distintas, luego la solucion general de EDO es
yn (z) = Ae3® + Be?®,
Ejemplo 8.2 Resuelve la siguiente EDO
y' — 4y +4y =0

Su polinomio caracteristico es
p(A\) =X —4\+4

Y sus raices

4+£y16-16 40

PN =0XN—4\+4=0c )= 5 5

={ M=X=3=2
son raices reales e iguales, luego la solucion general de EDO es
yn (z) = Ae** 4 Bre?*.
Ejemplo 8.3 Resuelve la siguiente EDO
' =2y +2y=0

Su polinomio caracteristico es
p(A) =A% =2\ +2

Y sus raices

24 I—8 242 Av= 1+

pA) =0\ -2 \+2=0c )= 5 g =1l+i=

Ao=1—1
son raices complejas conjugadas, luego la solucion general de EDO es
yn (x) = Ae® cosx + Be” sen .

Para resolver la ecuacién no homogénea, necesitamos resolver la ecuacién homogénea y encontrar
una solucién particular y, () de la no homogénea, de este modo, la solucién general de la solucién no
homogénea serd

y(z) =yn () +yp ().
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La pregunta es ;jcémo podemos encontrar la solucién particular y, (z)? En algunos casos es posible
utilizar el método de los coeficientes indeterminados, que consiste en usar una solucién particular en
funcién de como sea el término r (x) y determinar los coeficientes. En la siguiente tabla se indican las
soluciones particulares que se proponen para cada uno de los valores de r (x)

r(x) yp ()

CeR KeR

Ce* CeR Ke* K eR

Cz™, CeR K0+K1:U+K2x2+~-+Knx",KjGR
Ccos(Ax), C,AeR Kicos Az + Kosen Az, K1, Ko € R
Csen(Az), C,A e R KicosAzx + Kosen Az, K1, Ko € R

Cet? cos (Az), C, A, € R Kiet® cos Ax + Koet¥sen Az, K1, Ko € R
Cel*sen (A\x), C, A\, u € R Kiel* cos Ax + Koel¥ sen Az, K1, Ko € R
P, (x) e"* cos (Az) " (Qr (z) cos (Ax) + Ry, (z) sen (Az))
P, (z)e!* sen (Ax) et (Qn (z) cos (Az) + Ry, () sen (Az))

Para encontrar los coeficientes adecuados, se sustituye la solucién particular adecuada en la ecuacién
diferencial no homogénea. Si y, (z) es solucién de la ecuaciéon homogénea, entonces se prueba con
zyp (z) 0 72y, (z), en el caso de raices reales distintas o dobles, respectivamente.

Ejemplo 8.4 Resuelve la siguiente EDO
Y+ 3y + 2y = 222
Primero resolvemos la EDO homogénea
' +3y +2y=0

Su polinomio caracteristico es
p(N) =2 +3\+2

Y sus raices

—3+£V0-8 _ 341 Ar= -1

PN =0 X +30+2=0& )= 5 5

Ay = —2
son raices reales y distintas, luego la solucion general de EDO es
yp () = Ae™ + Be 2%,

Para encontrar la solucion particular miramos el término independiente que es un polinomio de se-
gundo grado, por tanto tenemos que probar con

yp () = Ko+ Kz + Kox?
y la sustituimos en el EDO no homogénea. Necesitamos y; e yg
yl', = Ky + 2Ksx
Yy, = 2Ks
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por tanto
(2K5) + 3(K1 + 2Kox) 4 2(Ko + K1z + Koz®) = 227
\V—/ (. vl
vy Yp Yp
de donde

2Ko + 3K + 6Kox + 2Ky + 2Kz 4+ 2Ko1? = 222

(2K3 + 3Ky + 2Ko) + (6Ko + 2K1) x + 2Ko2? = 22°
e tgualando coeficientes

2Ky =
6Ko + 2K,
2Ky + 3K71 + 2K,

que tiene por solucidn

Ky, =1
K = -3

7
K0:§

La solucion particular es
7
by (2) = 5 — 30+ 7
y la solucion general de la EDO no homogénea seria

7
y(x)=yn(z) +yp(z) =A™ + Be " + 9 3z + 22
8.2. Ecuacién diferencial lineal de orden n con coeficientes con-

stantes

Definicién 8.3 Una EDO lineal de orden n con coeficientes constantes es de la forma
Y™ (@) + a1y (@) + -+ ary (@) + agy (2) =7 ()
Con ay, € R. La EDO se dice homogénea si r(x) =0, en caso contrario serd no homogénea.

Por ejemplo
n

v =y +y +y=0

es una EDO lineal de orden 4 con coeficientes constantes.

Definicién 8.4 Definimos el polinomio caracteristico de una edo lineal de orden n con coeficientes
constantes a
PO = A"+ a, A4 ad +ag

Para resolver la EDO lineal de orden n con coeficientes constantes homogénea, se procede como en
el caso de las de segundo orden. Tenemos que encontrar las raices del polinomio caracteristico. Estas
rafces pueden ser reales o complejas y pueden ser simples o miiltiples y para cada tipo se anade el
término correspondiente
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1. Si A\ € R, con multiplicidad m (A;) = m, entonces la solucién general de la homogénea lleva un
término de la forma

Y, (x) = C1eMT 4 Come™® 4 .o + O x™ LM
donde C; € R.

2. Si o + 18, € C, y junto con su compleja conjugada, tiene multiplicidad m (ax +i8) = m,
entonces la solucién general de la homogénea lleva un término de la forma

y, (x) = e*** (Cll cos Bz + C% sen Bx)+ze™t” (021 cos Bz + C3 sen Bx)+- - gm0k (C}n cos Bz + C2 sen 3
donde C}, C']2 e R.
Ejemplo 8.5 Resuelve la EDO
y©) — 3y®) — 2y 49/ 1 729" — 128y + 64y = 0
El polinomio caracteristico es
p(A) =A% —3X5 — 201 —4X3 + 72)2 — 128\ + 64

Usando Ruffini podemos determinar que p (\) tiene 6 raices:

A1 = 1 simple
A2 = 2 con multiplicidad 3
A3 = —242i simple

La solucion general de la EDO tiene los siguientes términos.

Raiz ‘ Multiplicidad ‘ Término

)\1 =1 1 Ae®

Ay =2 3 Be?® + Cxe?* + Da?e?®
a;tif; =—-2+2i 1 e™2% (E cos 2z + Fsen 2x)

es decir la solucion serd
y(z) = Ae® + Be*® + Cze®® + Dx?e® + 2% (E cos 2z + F sen 2z)

Para resolver la EDO lineal de orden n con coeficientes constantes no homogénea, se procede como
en el caso de orden 2, la solucién general serd de la forma

y () =yn (z) + yp (2)

donde yj, () es la solucién general de la EDO homogéna e y, () es una solucién particular que se
determina mediante el método de los coeficientes indeterminados, segin el término independiente r (),
la tabla coincide con la tabla incluida en la seccién correspondiente a las EDO de segundo orden.

Si r (z)es suma de varios de los términos, y, (z) serd la suma de los términos correspondientes.
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Ejemplo 8.6 Calcula la solucidon de la siguiente EDO
y" — 2y — 3y =2e” — 10senx
Primero resolvemos la EDO homogénea
y' =2y —3y=0

Su polinomio caracteristico es
p(A) =2 -2\ -3

Y sus raices

_2£VAFT2 244 AL =3

pA) =0 -22-3=0c )\
2 2
Ao = —1

son raices reales y distintas, luego la solucion general de la EDO homogénea es
yn (z) = Ae3® + Be ™.

Para encontrar la solucién particular miramos el término independiente que estd formado por una
exponencial y una funcion trigonométrica, por tanto tenemos que probar con una suma de los dos
términos una funcion exponencial y una combinacion lineal de funciones trigonométricas

yp () = Ce® + Dcosz + Esenx
que sustituimos en el EDO no homogénea. Necesitamos yl'7 e yg
y; =(Ce” — Dsenz + FEcosx

"
y, = Ce” — Dcosx — Esenx

por tanto

(Ce® — Dcosz — Esenxz) — 2(Ce” — Dsenx + Ecosx) — 3(Ce” + Dcosz + Esenx) = 2¢” — 10senx

~~

Yp Y Yp
de donde
e’ (C —2C —3C) +cosx (—D —2F —3D) +senz (—FE + 2D — 3F) = 2¢” — 10sen x

€’ (—4C) 4+ cosz (—4D — 2F) + senx (—4E + 2D) = 2e* — 10senx

e igualando coeficientes

—4C = 2
—4D —-2F = 0
—4FE+2D = -10
que tiene por solucidon
2 1
O = _— = ——
4 2
D = -1
E = 2
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La solucion particular es

yp (z) = _561: —cosx +2senx

y la solucion general de la EDO no homogénea seria
y () = yn () +yp (2) = Ae>* + Be ™™ — %ez —cosT + 2senw
Ejemplo 8.7 Calcula la solucion de la siguiente EDO
y" + 3y = €2 cos 3z

Primero resolvemos la EDO homogénea
y' +3y=0
Su polinomio caracteristico es
p(N)=X+3

Y sus raices

A\ = V3i
Ao = —/3i

son raices complejas conjugadas, luego la solucion general de la EDO homogénea es

PN =0 N+3=0c)\=+V3i=

yp () = Acos V/3z + BsenV3z.

Para encontrar la solucion particular miramos el término independiente que estd formado por el pro-
ducto de una funcidn exponencial y una funcidn trigonométrica, asi que hay que probar con una funcion
del mismo tipo, incluyendo ambas funciones trigonométricas

yp () = €** (C cos 3z + D sen 3z)
que sustituimos en el EDO no homogénea. Necesitamos yl’, e y;,’

Yy = 2e2% (C' cos 3z 4+ D sen 3z)+€** (—3C'sen 3z + 3D cos ) = €2 ((2C + 3D) cos 3z + (2D — 3C) sen 3z)

Yy = 2¢2* ((2C + 3D) cos 3z + (2D — 3C) sen 3z) +
e** (=3 (2C + 3D)sen 3z + 3 (2D — 3C') cos 3z)
= ¥ ((2(2C +3D) +3(2D — 3C)) cos 3z + (2(2D — 3C) — 3(2C + 3D)) sen 3z)

= ¥ ((12D — 5C) cos 3z + (—=5D — 12C) sen 3z)
por tanto

e** ((12D — 5C) cos 3z + (—5D — 12C) sen 3z) + 3¢** (C cos 3x + D sen 3x) = €2® cos 3x

-~

Yy Yp
de donde
e* (12D — 5C + 3C) cos 3z + (—5D — 12C + 3D)sen3z) = ¢€**cos3z
e** ((12D — 2C) cos 3z + (—12C — 2D)sen3z) = e* cos3x
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e igualando coeficientes

12D-2C =1
—-12C -2D = 0= D=-6C

que tiene por solucion

1
C = ——
74
3
D = —
37
La solucion particular es
(z) = e*® L cos 3z + 3 sen3z | = & (—cos 3z + 6sen 3x)
U iE) = 74 37 Bz
y la solucion general de la EDO no homogénea seria
6250
y (x) = yn (x) + yp (¥) = Acos V3z + Bsen 3z + 7 (—cos3x + 6sen 3x)

8.2.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales

8.2.2. Ejercicios
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