Capitulo 7

Introducciéon a las ecuaciones
diferenciales. Ecuaciones de orden 1

7.1. Introduccion

Definicién 7.1 Una Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO) es una ecuacion de la forma
F (w0999 y™) =0

donde y = y (x) representa una funcion e ', y", y", ...,y sus respectivas derivadas respecto de la
variable independiente x, es decir
y: I —R
F:IxR" R

Se denomina orden de la EDO al orden de la mayor derivada que aparece en ella.

Ejemplo 7.1 La ecuacion

y/ — 1‘+y100

es de orden 1, mientras que la ecuacion
y" +sen (y) =0
serd de orden 2.
También es posible plantear ecuaciones en las que la funcién depende de dos o més variables y en

las que aparecen las derivadas parciales respectivas, en este caso la ecuacién diferencial es en derivadas
parciales (EDP), por ejemplo, la siguiente seria una EDP de orden 2.

0%u N 0% 5

— 4+ — = 3zyu

0x?2 0y
También es posible tener dos o mds variables dependientes en un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias o de ecuaciones en derivadas parciales, por ejemplo

=xz+y

r_
y=x—-y
es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias donde z e y son funciones de t. Por ejemplo, las

ecuaciones que modelizan los circuitos eléctricos suelen ser sistemas de este tipo.
En este curso sélo usaremos y trateremos de resolver ecuaciones diferenciales ordinarias.



2 Capitulo 7. Introduccién a las ecuaciones diferenciales. Ecuaciones de orden 1

Definicion 7.2 Se denomina soluciéon de la EDO
F (rv,y,y’,y”,y’”,---,y(")) =0

en el intervalo I = (a,b) a una funcion g : I — R que admite derivadas hasta el orden n en I y que,
al sustituirla junto con sus derivadas en la EDO, ésta se transforma en una igualdad.
Resolver una EDO es integrar dicha ecuacion.

Ejemplo 7.2 La funcion y (z) = senz+cosx, es una solucién de la EDO de sequndo orden y”+y = 0.
Sdlo tenemos que derivar dos veces la funcion

v (r) = cosx —senx
y"(r) = —senx—cosz

y sustituir en la ecuacion
(—senz —cosz) + (senz +cosz) =0

Yy’ Y
Ejemplo 7.3 La funcion en forma implicita
22+ 92 —25=0
es solucion de la ecuacion diferencial de primer orden

/

x
y'=—— en [-5,5]

Y
Sdlo tenemos que derivar de forma implicita la ecuacion respecto de x

242y =0z tyy =0y =-—zey =
Y

7.2. EDO de primer orden
Consideremos una EDO de primer orden
F (:v,y,y' ) =0
donde z es la variable independiente e y = y (x) es funcién de x.

Observacién 7.1 Esta notacion suele emplearse para problemas espaciales, mientras que si el prob-
lema es de tipo temporal se utilizard la t como variable independiente y x como variable dependiente,
en ese caso la ecuacion seria de la forma F (t,z,2") = 0.

Teorema 7.1 (Existencia y unicidad) Sea la EDO de primer orden

y = f(z,y)

con f: U CR? - R, y U un abierto. Si f,g—g(a:,y) €eCWU) = VY(xo,y) €U =3y:1 — R,
solucion de la EDO con yo =y (xo) y siendo I un intervalo con xqg € I.

El problema de resolver una EDO que satisfaga una condicién (llamada condicion inicial) se
denomina Problema de Valor Inicial (P.V.1.) o problema de Cauchy.
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7.2. EDO de primer orden 3

Ejemplo 7.4 Sea la ecuacion
y=x+y

En este caso f(x,y) =x+y vy % = 1, que son funciones continuas en R?. El teorema garantiza la

existencia de una unica solucion y (x) que cumple ademdas y (xo) = yo para cualquier par (xo,yo)-

Ejemplo 7.5 Sea el PVI

y/ — 3y2/3 }
y(0)=0
. . . ) 0 =<0
Notar que en este caso hay infinitas soluciones, por ejemplo: y(z) = 0, y(z) = B x>0
> <0 . . . .

y(x) = 0 250" ¢ Quiero esto decir que se contradice el teorema? Obviamente, la respuesta es
no, lo unico que pasa es que no se cumplen las hipdtesis del mismo, porque aunque f (x,y) = 3y2/3 es
una funcion continua en [0,00, su derivada es i (x) = 2y~ 1/3 = % que no es continua (ni siquiera

existe) en xg = 0.

Definicién 7.3 Se llama solucién general de la EDO y' = f (z,y) a una funcién y(z) = g (z,C) que
depende de x y de una constante C, tal que

1. y =g (z,C) es solucion de la EDO, es decir, ¢’ (x,C) = f(x,g(x,C)) para cualquier valor de
C.

2. Para cualquier condicion inicial y (zo) = yo, siempre se puede asignar un valor Cy a la constante
C, tal que y = g (z,C) satisfaga la condicion inicial, es decir, g (xo,Co) = yo.

Definicién 7.4 Una solucién particular de una EDO es una solucion que se obtiene de la solucidn
general y cierto valor concreto para la constante C.

Ejemplo 7.6 Verifica que
y(z)=2>+C

es solucion de la EDO y' = 2x y encuentra una solucién particular que cumpla y (1) = 4.
Para ello calculamos la derivada de y (z) = ¢ () = 2z, luego se cumple.
Como debe ocurrir y (1) = 4, sustituyendo en la solucion general

y()=1>’+C=14+C=4C=3

Luego
yp (z) = 2> +3
es una solucion particular de la EDO.
Ejemplo 7.7 Demuestra que la ecuacion implicita x* + y?> = C?, es solucién de la EDO y = —% Y

encuentra la solucion particular tal que y (3) = 4.
Para comprobar que es una solucidn, lo inico que tenemos que hacer es derivar de forma implicita
en la ecuacion
2m+2yy':0<:>x+yy':0<:>yy’:—x<:>y’:—g

Y para encontrar la solucion particular tenemos en cuenta que si xy = 3, entonces y(xg) = 4,
luego
w+y (@) =C*=3F+4£2=C*=C=5

©SPH



4 Capitulo 7. Introduccién a las ecuaciones diferenciales. Ecuaciones de orden 1

7.3. Ecuaciones de variables separadas

Definicién 7.5 Diremos que la EDO y' = f (x,y) es de variables separadas si es de la forma

o bien de la forma
M (z) +N(y)y =0

El método de resolucién de una EDO en variables separadas es muy sencillo. A partir de la EDO,
podemos dividir por ¢ (y), suponiendo que es distinto de 0, ya que en caso contrario la solucién es
trivial (;por qué?), para poner

L
——y =p(z
q(y) )
Si encontramos ) (z), una primitiva de ¢ (z) y P (x) una primitiva de p (z), entonces podemos poner
y () /
=P (z
) W
y usando la regla de la cadena
d
— 1 =—|[P
Q@) =+ [P @)

de donde se deduce que
y por tanto

que define a y (z) de forma implicita.

Observacion 7.2 Aunque formalmente no sea correcto, a efectos practicos se escribe lo siguiente

y’zp(w)Q(y)@dx=p(w)Q(y)<:>q(1wdy=p(:v)d:r

/q(ly)d :/p(:c)dm

Este mecanismo no es formalmente correcto, puesto que estamos integrando respecto de variables
distintas en cada lado de la ecuacion.

e integrando

Ejemplo 7.8 Resuelve la siguiente EDO en variables separadas

1—y
/ pr—
y (x) Tz

Para encontrar la solucion es necesario que cada variable esté en un lado de la ecuacion. Siguiendo
el procedimiento practico que se ha descrito en la observacidn anterior, ponemos
d 1-— 1 1
W_"Y
dr 1+=z 1—y 1+z
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7.3. Ecuaciones de variables separadas 5

e integrando en cada lado respecto de la variable correspondiente
1 1
——dy = d
/1 —y y /1 +z v

—In(l-y)=In(l+2)+K

ambas son inmediatas

donde K es una constante. La ecuacion se puede expresar como

1
1 =In(1 K
no— ; n(l+z)+
Usando la funcion exponencial
Ty n(te) 4K Ty n(lte) K 1 L (1+41) K
-y
y poniendo C = e, entonces la solucion serta
1
——=(1+2x)C

-y

Podemos expresar y de forma explicita, despejando en la ecuacion como

Ejemplo 7.9 Resuelve la siguiente EDO
(z—4)y* -2 (*—=3)y' =0

Podemos comprobar que se trata de una EDO en variables separadas reescribiéndola de otra forma,
para ello hacemos el cambio vy’ = dy para poner
dx’

(z —4)y* — 23 (y2—3)3—i:0:>(x—4)y4dx—x3 (y2—3)dy:0<:>(m—4)y4dx:a:3 (y2—3)dy

de donde se deduce

($_4)d$_ (y2_3)dy

4 3(,2
(z—4)y'de =2’ (y° — 3) dy <= o ”

Integramos en cada lado de la igualdad

(z—4) _/(2/2—3) /14 _/13 1.2 02101
/ 3 dz = /i dy = R dr = 2y dy & x+x2+0_ y+y3’

Si se multiplica la ecuacion por z2y> y se agrupa, obtenemos la ecuacion implicita

P (C22%2) 4922 — 22 =0
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6 Capitulo 7. Introduccién a las ecuaciones diferenciales. Ecuaciones de orden 1

Ejemplo 7.10 Resuelve el siguiente problema de valor inicial
xy dr + e’ (y2 - 1) dy=10

y(0)=1

Comprobaremos que la ecuacion diferencial del problema es de variables separadas, para ello reor-
ganizamos los términos

—22 [ 2 (y2 - 1) 22 1 22
e (y—l)dy:—xyd$<:>Tdy:—a:e dr <— y—; dy = —ze” dx

y ya podemos integrar en cada lado de la igualdad

1 1 1
/<y—> dy:—/$6x2d:1:<:>y2—1ny:—em2—|—0
y 2 2

Usando la condicion inicial y (0) = 1, obtenemos el valor de C

L2 _ Ll 11 _
22/(0) —1In(y(0)) = 5¢ +C:>2— 2+C:>C_1

Con este valor obtenemos la solucidén del problema

%yz —lny = —%eIQ +1

Ejemplo 7.11 Supongamos que estd nevando con regqularidad (nieve constante). A las 12h sale una
mdquina quitanieves que en la primera hora recorre 2km, mientras que en la sequnda hora recorre
1Km (ihay mds nieve y el avance es mas lento!). Si consideramos que la velocidad de la maquina es
inversamente proporcional a la altura de la nieve ja qué hora comenzé a nevar?

Este problema se puede resolver como un problema de wvalor inicial. Supongamos que comenzd a
nevar en el instante tg. Como nieva con intensidad constante la cantidad de nieve que hay en el
instante t es proporcional al tiempo transcurrido desde que empezd a nevar, es decir, la altura de la
nieve h seria

h:kl(t—to) COTLtZt()

y k1 es la constante de proporcionalidad. Por otra parte la velocidad de la mdquina es inversamente
proporcional a la altura, por tanto podemos poner

ks
h o ky(t—to)

v = cont >ty

stendo ko otra constante de proporcionalidad. Finalmente la velocidad es la derivada del espacio re-
specto al tiempo, v = %, y por tanto podemos poner

ds ko

At kp(t—to)
écuacion diferencial ordinaria de variables separadas, que podemos resolver facilmente

ds kg ke R
dt ki (t—to) ey (t — to) (t—to)
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7.3. Ecuaciones de variables separadas 7

donde hemos puesto % = k.Integrando

k
/ds:/(t_to)dt(:)s(t):kln(t—to)+0.

Para encontrar los valores de k, C y to, tendremos en cuenta que, por una parte, la mdquina quitanieves
ha comenzado a las 12h, por tanto la distancia recorrida es en ese momento 0

s(12) =kIn(12—ty) + C =0
Cuando ha transcurrido 1 hora a partir de las 12 horas, la mdquina ha recorrido 2km, es decir
s(124+1)=s(13) =kln(13—-ty) + C =2
mientras que después de 2h, la maquina habrd recorrido (2 + 1) km, luego
s(14) =kIn(13 —ty) +C =3
Tendremos por tanto

kln(l?—to)—i—C =
kEln (13 —to) + C
kEln(14 —tg)+C =

Usando la primera ecuacion

C = —kln(l? — to)
que sustituimos en las otras dos

13—t

Eln (13 —tg) —kln(12—t;)) = 2=kln =2
12—t
14 — ¢
kln(14 —to) —kln (12— tg) = 3=kln 0—3
12 — ¢y
Dividimos las dos ecuaciones
klni3=le o Ing=h o 13—t 14—t 13— t5\° 14— t5\ 2
%:,:> }i:§g=f=>3ln3 0 —2In 0:>1n<3 0> :ln< 0>
kln o=t 3 In P 3 12 — ¢y 12 —¢g 12 — ¢ty 12 — ¢t
y por tanto

13—#\> <14—t0>2 (13 —t9)® (14 — t)? 5 )
= & = S (13 —ty)” = (14 — ¢ 12 — ¢

y desarrollando
2197 — 507ty + 39t3 — t§ = —t3 + 40t2 — 532t¢ + 2352 < t2 — 25t + 155 = 0
Ecuacion de seqgundo grado con soluciones

to = 25tY5 _ 13 61803398874989

_25i\/6257620_25i\/5:>

[
0 2 2

to = 25¥5 — 11,38196601125011
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8 Capitulo 7. Introduccién a las ecuaciones diferenciales. Ecuaciones de orden 1

La primera solucidn no sirve puesto que debe ocurrir que tg < 12, ya que empieza a nevar antes de
que salga la mdquina quitanieves, ast que la solucion es

to = 11,38196601125011
que en forma sexagesimal de horas minutos y sequndos seria
to = 11h 22" 55,078"

Ejemplo 7.12 Resuelve la siguiente FDO

y ="
y

- . d
Comprobamos que es una ecuacion en variables separables, expresando iy’ como d—g y transformamos

la ecuacion p
T
y_= = ydy = xdx
Yy

dzx

Integramos en cada miembro

1 1
/ydy—/xdx<:>2y2—2x2+0

y multiplicando por 2
y? — 22 =20

Ejemplo 7.13 Resuelve el PVI
2 (t) = —kz (¢)
z(0)=x0 R
__ dx

La EDO es de variables separadas, si ponemos ' = G

d—x = —kr & ldm = —kdt
dt T

e integrando
1
/dx = — / kdt & Inz = —kt + C & "% = M0 o g (1) = P = Ae™H
x

donde A = e©. Usando la condicién inicial
t(0)=zg=c(0)=A4e " =Aczg=A4

La solucion seria

z (t) = zoe kL.

Ejemplo 7.14 Resuelve el siguiente PVI
o' (t) = —2kz? (1)
X (0) =20 €R
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La EDO es de variables separadas, si ponemos x’ = %

1
9 op? o Ly — opar
dt 2

e integrando
1 1
/de: —Q/kzdt(:}— = -2kt+C
x x

es decir 1
O =om—c
Usando la condicion inicial
(0) = St
€T = — =T = —_——
-C 0 Zo
por tanto la solucion particular serd
1 o

x (t)

T kit L 2ktmo+ 1
Ejemplo 7.15 Resuelve el siguiente PVI

¥ =k(a—z)(b—1x)
z(0)=0

donde x = x (t).
La EDO es de variables separadas, si ponemos ¥’ = %

dx 1
E:k(a—m)(b—m)@mdxzk‘dt

ey el e

El primer término se resuelve mediante descomposicion en fracciones simples

1 A B
————dx = de = Al — Bln(b—
/(a—x)(b—x) v /(a—x+b—fc> v n(a—2)+ Bl (b—2)
siendo A y B

e integrando

A N B  Ab-z)+B(a—z) —x(A+B)+ (Ab+ Ba) 1
a—x b—x (a—z)(b—2x) N (a—z)(b—x) (a—z)(b—2x)
con
A+B=0=B=-4
!/ 1 1
Ab+Ba=1=Ab—-—Aa=1= A= = B =
b—a a—2b
de modo que
1 1 1 1 a—2x
— In(a—z)— In(b—z)=
/(a—x)(b—x)dm b—an(a z) b—an(b z) b—a b—a
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10 Capitulo 7. Introduccién a las ecuaciones diferenciales. Ecuaciones de orden 1

Volviendo a la solucion de la EDO
T—a

> = (b—a) (kt+0)

1 1 a—
— dx = | kdt 1 =kt 1
/(a_:t =) T / (:)b nb +C<«=1In

) —a —x x —

y usando la exponencial

r—a _ e(b—a)(kt+C)
T —b

7.4. FEcuaciones homogéneas
Definicién 7.6 Una funcion f : D C R? — R, se dice homogénea de orden o grado oo € R en
D <= f(Ax,\y) = X\ f(x,y) V(z,y) € D.
Definicién 7.7 Una EDO de primer orden de la forma
M (z,y)dz + N (z,y)dy =0
se dice homogénea, si las funciones M (x,y) y N (x,y) son homogéneas del mismo grado.

Para resolver una EDO homogénea haremos un cambio de variable en la variable dependiente, de
la forma
y(@)=a-v (@)
que transformard la EDO en una de variables separadas.
Si derivamos en la expresién anterior tendremos

Y (z) = v (2) + 20’ (2)

o en forma de diferenciales p p
o = dy = vdx + xdv
dx dz

y podemos sustuir en la EDO
M (z,y)dz + N (z,y)dy = 0 <= M (z,zv)dz + N (x,zv) (vdx + xdv) =0
Reagrupando términos
(M (z,2v) + N (z,2v)) dz + =N (x,zv)dv =0
teniendo en cuenta que M (z,y) y N (z,y) son funciones homogéneas del mismo grado

M (z,zv) = M(x-1l,x-v)=z*M (1,v)

N (z,zv) = N(z-l,z-v)=2N (1,v)
y sustituyendo en la ecuacién
(M (1,v) + vz N (1,v))dx + - z*N (1,v)dv =0
donde podemos simplificar % en toda la ecuacién
(M (1,v) +vN (1,v))dz+ N (1,v)dv =0

quedando una ecuacién en variables separadas de la forma

N (1,v) v:—l .
(M (1,v) +vN (1,v))d xd '
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7.4. Ecuaciones homogéneas 11

Ejemplo 7.16 Resuelve
(m2 — y2) dx + 3zydy = 0.

La ecuacion es homogénea, puesto que las funciones M (x,y) y N (z,y) son dos funciones ho-
mogéneas del mismo grado, grado 2, como podemos comprobar a continuacion

M (z,y) = 22—y =M Az, \y) = (Aa:)2 — ()\y)2 = 2222 =222 =)\ (x2 — y2) =M (x,y)
N (z,y) = 3zy = N (A\z, A\y) = 3 (\z) (\y) = 3)\23:y =\2 (3zy) = AZN (z,y)

Hacemos el cambio indicado
y = zv = dy = vdx + xdv

y la ecuacion quedard

(2? —y?)dz +3zydy = 0«
<m2 - (:L‘U)2) dz + 3z (zv) (vdx + xdv) = 0«

(:1:2 — :1321)2) dx + 3z%v%dz + 323vdv = 0
y reagrupando
(aj2 + 23:202) dx + 3z3vdv = 0 & 22 (1 + 21)2) dz + 32z3vdv = 0

podemos dividir por 2 para obtener la ecuacion
(1 + 21}2) dz + 3zvdv =0

que es de variables separadas

) 1
Y w=——d
1420277 T3, Y

y que integramos usando el procedimiento habitual

v 1 /1 1 4v 1 /1 1 1
dv=— [ ~de > | ———5dv=—- [ ~dz e ~In(1+20%) = —=1 C
/1+2v2” 3/953” 4/1+2v2” 3/xw g (1207 = —glna+

Podemos usar la funcion exponencial

1 1
fln(l—i—%?) = ——lhnz+C=>
4 3
2 4
ln(1+2v) = —glnx+C:>
In (1 +2v2) = e *P+C=
(1+20?) = Kz
donde se ha hecho el cambio K = €. Finalmente, procedemos a deshacer el cambio
_y(=)
v(z) =L

para obtener la relacion entre y y x de forma implicita:

2
1+2(£) = Kz o 2?4 2% = Ka?P® o 2?2 4+ 2% — Ka?3 = 0.
x
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12 Capitulo 7. Introduccién a las ecuaciones diferenciales. Ecuaciones de orden 1

Ejemplo 7.17 Resuelve la EDO
(mseny — 9 Ccos g) dx + x cos <£> dy=20
x x x

Es una ecuacion homogénea, puesto que

M (z,y) = zsen —ycosy =
x x

B Ay Ay Yy AN
M (Az,\y) = (Az)sen v (A\y) cos PV A (33 sen — — 1y cos ;) =AM (z,vy)

N (x,y) = z cos (%) = N (Az, \y) = (Az) cos % = Az COS% = AN (z,y)

son dos funciones homogéneas del mismo grado (1). Hacemos el cambio
Yy =2xv = dy = vdx + xdv

que transforma la EDO en

v xv v
(:17 sen — — (zv) cos ?) dx + x cos (;) (vdz + zdv) = 0&
(xsenv — (zv) cosv) dx + x cos (v) (vdx + xdv) = 0

y reagrupando
(zsenv — zvcosv + v cosv) dx + 22 cosvdv = 0 & zsenvdz + z2 cosvdv = 0

dividiendo por x

CcoS v
senvdx + x cosvdv = 0 < x cosvdv = —z senvdx &<

1
dv = ——dx
sen v T

que podemos integrar

CoS v 1 _ B
dv=— [ =dr < Insenv = —Inz 4 C & s = g~ Inefe _ —lnzee
sen v x

si hacemos el cambio e = K, podemos poner
senv = —Kx

y deshaciendo el cambio

sen? = Kz o Y = arcsin (-Kz) <y =zarcsin (—Kz) = —zarcsin (Kx)
T x

7.5. Ecuaciones diferenciales exactas: Factores integrantes

Otro tipo de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1 que podemos resolver ficilmente son
las ecuaciones diferenciales exactas.
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7.5. Ecuaciones diferenciales exactas: Factores integrantes 13

Definicién 7.8 Diremos que una EDO
M (z,y)dz + N (z,y) dy =0

es exacta, si existe una funcion f (x,y) con derivadas parciales continuas, tal que

of
et - M
5 (L0 Y) (2,9)
of
et - N
o @) = Ny
En este caso podemos poner
of of
M (z,y)de+ N (z,y)dy = 0 = == (z,y) dr + 3 (z,y)dy = 0= df (z,y) =0
que tiene como solucion
flzy)=C

con C una constante.
Para resolver una ecuacién diferencial exacta, usamos que
of
M (z,y) = 5~ (,y)

de forma que si integramos respecto de x

/M@wmz/g@mm

La constante de integracién serd en este caso una funcién de y, que llamamos g (y), puesto que la
derivada respecto de x de la expresién [ M (z,y) dx + g (y) es M (x,y) ya que la derivada de g (y) es
0 al no depender de x. Tenemos por tanto

f(z,y) =/M(x,y)da:+g(y)

La expresion de g (y) se obtiene utilizando que

of
N ==
(z,y) 3y (z,y)
asi que si derivamos respecto de y
af 0
@(m’y) = </M(l‘,y)da:+g(?/)> =

N(z,y) = £/</M(w7y)dw>+£/g(y)

Naw) = o ([MEnds) v o)
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14 Capitulo 7. Introduccién a las ecuaciones diferenciales. Ecuaciones de orden 1

y despejando ¢/ (y)
g (y) = N (z,y) - ;y (/M(x,y)dx)

e integrando respecto de y

90 = [ (N~ o ([Mepa) )

Veremos a continuacién un resultado que nos indica que la EDO es exacta.

Teorema 7.2 Sea f: D CR? — R, con derivadas parciales continuas en D. Entonces

M N
M (z,y)dz + N (z,y)dy = 0 es eracta <~ 88y (z,y) = %—x (z,9)

Si la EDO es exacta entonces

M (z,y) = g‘i(w,y)

N (z,y) = g‘g(ﬂc,y)

derivando la primera respecto de y y la segunda respecto de x, tendremos

9 o (0f O f
a9 (M (z,y)) = o <(‘3x (m,y)) = D20y (z,y)

9 9 [of O*f
5 (N (@) = o~ <3y (%y)) =y Y

y por el teorema de Schwartz-Clairaut

2 2
aaxgy (@) = 3(?/8]; (z,y) = 883/ (M (z,y)) = ;x (N (z,y))

Ejemplo 7.18 Resuelve la EDO
(zy? + z) dz + yzdy = 0

Primero comprobaremos que se trata de una EDO exacta utilizando el teorema anterior

oM
M (ay) =2 +o = G (o) = 20

ON
N (z,y) =yz* = 55 (1Y) =22y
0

se cumple 6% (M (z,y)) = 57 (N (z,y)) y la EDO es exacta, es decir, existe una funcién f(z,y) tal

que

0
M (z,y) = %(wjy) =z’ +x

integrando respecto de x

of _ 2 _lon 1,
ax(x,y)dx—/(xy +:1:)da:_§xy +52 +9(y)
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7.5. Ecuaciones diferenciales exactas: Factores integrantes 15

recordemos que la constante de integracion no depende de x, pero puede depender de y, por tanto

1 1
f@y) =22 + -2° + g (y)

2 2
Para encontrar g (y) utilizamos que N (z,y) = % (z,y)
of
N(@y) =5 (@y) &y’ =y +¢'(3)

de donde
gy =0=g(y =C
y la funcion f (x,y) serd
1 1
f(z,y) = 52%y" + a® + Cy
La solucion de la EDO es en forma implicita

f(xay) = CZ

por tanto
1 1
§x2y2 + 5562 +C1=Cyer?y? +aP =K

donde hemos multiplicado por 2 y se ha hecho el cambio 2(Cy — C1) = K, para reagrupar las dos
constantes en una sola.

Ejemplo 7.19 Resuelve la EDO
cosy dr + (y2 — a:seny) dy=20

Primero comprobaremos que se trata de una EDO exacta utilizando el teorema

M
M (z,y) = cosy = %(sc,y) = —seny
Yy

ON
N (z,y) = (y° = wseny) = 5 (v,y) = —seny

y la EDO es exacta, eziste una funcion f (x,y) tal que

M (w9) = 92 (2,9) = cosy

integrando respecto de x

0
8;};(g;jy)dg;:/(cosy)dx:mcosy—i-g(y)

como antes, recordemos que la constante de integracion no depende de x, pero puede depender de v,
por tanto
f(x,y) =xcosy+g(y)

Para encontrar g (y) utilizamos que N (z,y) = %]ye (x,y)

0
N (z,y) = ag]; (z,y) & (y* —zseny) = —zseny + ¢ (y)
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16 Capitulo 7. Introduccién a las ecuaciones diferenciales. Ecuaciones de orden 1

de donde 5
)

g’(y)=y2$g(y)=§+01

y la funcion f (z,y) serd
3
f(z,y) =xcosy + % +C

La solucion de la EDO es en forma implicita

f(z,y) =C
por tanto
rcosy + Z? +C1=Cy e 3zcosy+y> =K
donde hemos multiplicado por 3 y se ha hecho el cambio 3(Cy — C1) = K.
Ejemplo 7.20 Resuelve la EDO
(23:3/ — 3:82) dx + (a:z — 2y) dy=20

Primero comprobaremos que se trata de una EDO exacta utilizando el teorema anterior

M
M (z,y) = 2zy — 322 = aay(:c,y) =2

N (z,y) =2 -2y = %(Ly) =2z

y la EDO es exacta, existe una funcion f (z,y) tal que

0
M (a,9) = 9 2,9) = 2y — 322

integrando respecto de x

0
/J(m,y)d:p = / (2:L‘y—3332) dr = 2%y — 23 + g (y)
x
recordemos que la constante de integracion no depende de x, pero puede depender de y, por tanto

flzy)=2"y—2°+g(y)

Para encontrar g (y) utilizamos que N (z,y) = % (z,y)

N (z,y) = gg (z,y) & 2° =2y =2 + ' (y)
de donde
9y =-2y=9@)=-y+C
y la funcion f (x,y) serd
flay) =2y —2® -y + O
La solucion de la EDO en forma implicita es

f(xvy) =Cy

por tanto
Py—2? -+ =Chety— -y =K

donde se ha hecho el cambio (Co — C1) = K, para agrupar ambas constantes en una.
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7.5. Ecuaciones diferenciales exactas: Factores integrantes 17

Observacién 7.3 FEs posible integrar primero N (x,y) respecto de y y utilizar la otra igualdad.

Ejemplo 7.21 Resuelve el siguiente PVI
(cos:r: —xsenzt + y2) dx + 2zydy =0

y(m)=1

Primero comprobaremos que se trata de una EDO exacta utilizando el teorema

oM
M (z,y) = cosz — xsenx + y? = a—(ac,y) =2y
Y

ON
N -2 = -2
(z,y) = 22y = D (z,y) =2y

y la EDO es exacta, eziste una funcion f (x,y) tal que

N (z,5) = ggj(x,y) ~ 20y

en este caso, integrariamos respecto de y

gjyt (z,y)dx = /Q:Eydy =z’ +h (z)

pero ahora, la constante de integracion no depende de y, pero puede depender de x, por tanto

flay) =2y* + h ()

Para encontrar h (x) ahora, utilizamos que M (x,y) = g—i (z,y)
M (z,y) = g‘i (z,y) & (cosz — zsenz +y?) = y* + I (2)
de donde

h'(fL‘):cosx—:rsenx:>h(3:):/(cosm—xsen:n)dm:/cos:rda:—/xsenxdx

la sequnda integral se hace por partes, tomando uw = x y dv = senxdzx, con du =dx y v = —COST
/xsen:cdx =zxcosx + /cosxda: = —xCcosT +senx
de este modo

h(z) =senxz — (—xcosz +senx) = zcosz + Cy
y la funcion f (x,y) serd
f(z,y) =zy* + zcosz + C}
La solucion de la EDO es en forma implicita
f (337 y) = 02

por tanto
zy? +xcosz+CL=Co o ay’ +xcosz =K

donde se ha hecho el cambio 3 (Cy — C1) = K. El valor de K se obtiene usando la condicion inicial
y(m) =1, de forma que

my(m) +rcostr=Kor—n1=K&K=0
y la solucion particular vendria dada por la ecuacion implicita

$y2—|—$cosx:0<:>m(y2—|—cosm) :O<:>y2+cosm:().
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18 Capitulo 7. Introduccién a las ecuaciones diferenciales. Ecuaciones de orden 1

7.5.1. Factores integrantes

En ocasiones la EDO
M (z,y)dz + N (z,y)dy =0

no es exacta, pero es posible convertirla en exacta usando lo que se denomina factor integrante. Por
ejemplo, la EDO

2ydx + xzdy =0
no es exacta puesto que

oM

mientras que

oM
N(m>y) =T = a(mﬂy) =1

y por tanto, no coinciden. Sin embargo, si multiplicamos toda la ecuacién por z, la ecuacién resultante

yxdr + z2dy = 0

si que es exacta, puesto que ahora

mientras que
*

5 (@y) =22

N*(z,y) = 2* =
De este modo, podemos resolver esta ecuacién usando el procedimiento correspondiente

of
oz
8f * 2 / 2 /!

afy(x,y)zN (r,y) =2 +g (y)=2"=9g (y) =0=gy)=C1

(2,y) = M* (2,9) = 20y = f (2,) = / dwyde = %y + g (y)

siendo la solucion
f(z,y) = Cy = 2y + Cy = Cs.

La funcién p(z) = = que hemos utilizado para transformar la EDO inicial es un ejemplo de factor
integrante.

Definicién 7.9 Una funcion p(z,y) que admite derivadas parciales continuas en un dominio D de
R? es un factor integrante de la EDO

M (z,y)dz + N (z,y)dy =0

st y sdlo si la ecuacion
p(z,y) M (z,y) dx + p(z,y) N (z,y) dy = 0

es exacta.
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7.5. Ecuaciones diferenciales exactas: Factores integrantes 19

Ejemplo 7.22 Comprueba que p(x,y) = y—12

es un factor integrante de la ecuacion diferencial
ydx —xdy =0

La EDO no es exacta, puesto que

oM

dy
mientras que
oM
N(z,y)=—2= ——— (z,y) = —1
(z,y) 5 (&)
y no coinciden. Si multiplicamos la ecuacion por p(x,y) = y% obtendremos una nueva ecuacion
1 1 T
— (ydz —2dy) = 0= ~dz — —dr =0
Yy Yy Yy
que comprobamos que es exacta, puesto que
1 oM™ 1
M* (:E?y) == («T,y) )
y Oy y?
mientras que
x oM* 1
N*(z,y) = —— = — (z,y) = ——
ambas coinciden, la ecuacion es exacta y existird una funcion f (z,y) tal que
af 1
M* (z,y) = = (z,y) = —
(2,y) = 5 (2,9) "

integrando respecto de x
af 1 T
“J de = | =de = =
/(%(w,y) x /y v= 9

recordemos que la constante de integracion no depende de x, pero puede depender de y, de ahi que
elijamos g (y), la funcion f (x,y) serd

f(x,y)=§+g(y)

Para encontrar g (y) utilizamos que N* (x,y) = g—g (z,9)
of x x
N*(z,y) = o= (w,y) & —5 = =544 (y
A Ry )

de donde
9 W) =0=g(y) =0C
y la funcion f (x,y) serd
[(@y) = +0

La solucion de la EDO en forma implicita es

f(way) = CQ

por tanto

z +C1 =0y & z =K
Y Y
donde como siembre se ha hecho el cambio (Cy — C1) = K, para agrupar ambas constantes.
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20 Capitulo 7. Introduccién a las ecuaciones diferenciales. Ecuaciones de orden 1

Algunos factores integrantes

Para que la funcién p (x,y) sea un factor integrante, debe ocurrir que la ecuacién diferencial
(@, y) M (z,y) de + p(z,y) N (z,y)dy = 0 < M (z,y) dv + N (z,y) dy = 0

sea exacta, es decir, debe ocurrir

oM _ON O(p(z,y) M (z,y) _ 0(p(z,y)N(z,y))
o derivando cada producto
op (z,y) OM (z,y) _ Op(z,y) ON (z,y)

y reagrupando

) (G2 ONIEIY () P (o) P

Esta ecuacién es diferencial en derivadas parciales que a veces es mas dificil de resolver que la EDO
original, aunque en lagunos casos se puede simplificar.

Factor integrante p ()

Supongamos que la ecuacion diferencial M (z,y) dz + N (z,y) dy = 0, admite un factor integrante

u que so6lo dependa de la variable z, es decir, que u(x,y) = p(z). En este caso debe cumplirse
%ﬁ;’y) = 8‘5—;@ =0y % = a‘é—g) = u/ (z) y la ecuacién quedarfa

() <8M (z,y)  ON(z,y)

- ) =i @ N ()

de modo que

oy ox

p () N (z,y)
Como el miembro de la izquierda sélo depende de x, el factor integrante serd de esta forma si se cumple

(8Ma(ym,y) _ BNa(x,y))

N (z,y)

(3M($ay) 3N(3¢,y))

sé6lo depende de la variable x

€I ese Caso ponemos

OM(zy) _ 8N(mvy))
oy ox

h(a:):<

N (z,y)

y obtendremos la expresién del factor integrante

W (@) r = z)de =Inpu(z) =H (x ) = (@)
[ = @) s = @) = H @) = (@)

En resumen

©SPH
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Ejemplo 7.23 Resuelve la siguiente ecuacion diferencial usando un factor integrante de tipo p (x,y) =

p ()
(z +senx + seny) dx + cosydy = 0

En este caso

M
M(x,y):x+senm+seny:>8(9(g;'3’y):Cosy
N
N(x,y):COSyiw:O
oz

y por tanto no es una ecuacion exacta. Calculemos el cociente

OM(zy) _ ON(zy)
oy T Oz _ Ccosy — 0 _

N (z,y) cosy

1

que puede considerarse como una funcion sélo de x
h(z)=1
por tanto el factor integrante debe ser
1 (z) = e e _ fdr _ oo
La ecuacion diferencial que incluye el factor integrante serd
e’ (r+senzx + seny) dr + e cosydy = 0

que podemos comprobar que es eracta

M oM
M (z,y) = € (r + senx + seny) = a(m’y) — e% cosy
Y
v ON
N (z,y) = e®cosy = M — % cosy

ox

Y podemos resolver utilizando el procedimiento para este tipo de ecuaciones. existe una funcion f (x,y)
tal que
- of
N (z,y) = 3 (z,y) = " cosy
integrando respecto de y

gf (x,y)dx = /e’”cosydx =e"seny + h(x)
x

recordemos que la constante de integracion no depende de y, pero puede depender de x, por tanto

f(@,y) = " seny + h(x)

Para encontrar h (x) utilizamos que M (z,y) = % (z,y)
T of x x /
M (z,y) = 92 (x,y) < €” (r +senx +seny) = e“seny + h' ()
x

de donde
b (z) = ze” + e* senz = / (xe® + e’ senz)dr
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integral que hacemos por partes para obtener
eCE‘
/ (xe® +esenx)dr = 5 (senz —cosx +2(z— 1))+ Cy

y la funcion f (z,y) serd
eCE
f(z,y) =€e"seny + 5 (senx —coszx +2(x— 1))+ Cy

La solucion de la EDO es en forma implicita

f(mvy) =Cy

por tanto

T el‘

e’seny + % (senx —cosx+2(x—1))+C; =Cy < e’seny + ?(senaz—cosaj—i—Q(:c— 1) =K
donde se ha hecho el cambio (Cy — Ch) = K.

Factor integrante p (y)

Supongamos que la ecuacién diferencial M (z,y) dx + N (z,y) dy = 0, admite un factor integrante

i que sélo dependa de la variable y, es decir, p (z,y) = p(y). En este caso debe cumplirse %‘Z’y) =

L‘é;y) =p' (y)y L(-(;;’y) = L’égjy) = 0 y la ecuacién seria

() <8M (z,y) ON (z,y)

9 B ) = —p' (y) M (z,y)

de modo que podriamos poner

OM(z,y)  ON(z,y)
u’(y)__( dy Oz )

nly) M (z,y)

Como el miembro de la izquierda sélo depende de y, el factor integrante serd de esta forma si se cumple

<8M8(;:,y) _ 8N(m,y)>

N (z,y)

sélo depende de y

€n ese Caso ponemos

(8Ma(ym,y) _ aNa(;c,y))

M (z,y)

g(z) =—

y obtendremos la expresion del factor integrante

/l/i/((s))dy:/g(y)dyiln'u(y):G(y)éﬂ(y):eG(y)

En resumen

(8Ma(za/c,y) _ aNa(;;,y) )

p(z,y) = p(y) <= — N (@9 =g(y)
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Ejemplo 7.24 Resuelve la siguiente ecuacion diferencial usando un factor integrante de tipo p (x,y) =

1 (y)
%dm + (y3 —Inz)dy =0

En este caso

oM (z, 1
My = Lo SEEY
x dy x
ON (z,y) 1
N(z,y) = 3.1 = \Jd) _
(2,9) = (4 — ) > S0 = 2
y por tanto no es una ecuacion exacta. Calculemos el cociente
OM(z,y) _ ON(z,y) 1 1 2
9y oo _ 31— (-z) _2_2
M (z,y) y 2oy
que es una funcion de y y por tanto
2
9(y) =—-
Y
por tanto el factor integrante debe ser
2 - 1
p(y) = el 90y — o =5y — =2y _ ny™F 2 =

La ecuacion diferencial que incluye el factor integrante serd

1 1 1 1
—Qde+—2(y3—lnx)dy:O:>—dx+ <y—2lnm>dy:0
Yy Yy rY Yy

que podemos comprobar que es eracta

~ 1 OM (z,y) 1
M = — _— = ——
(z,9) w0y e
~ 1 AN (z,y) 1
N == - 71 _— = ——
(z,y) (y /2 nrc) = "

Y podemos resolver utilizando el procedimiento para este tipo de ecuaciones. existe una funcion f (x,y)

tal que
~ _of 1

integrando respecto de x

0 1 1
/ai(ﬂ:,y)dw Z/xydfr = gln(m) +9()
recordemos que la constante de integracion no depende de x, pero puede depender de y, por tanto
1
flzy) = gln(rv) +9()

Para encontrar g (y) utilizamos que N (1) = % (z,y)

0 1 1
N (2y) = ajycu;,y)@ (y—yglnm) St ()
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de donde
2

g’(y)=y=>/yda:=y2+01
y la funcion f (x,y) serd
1 2
f@y) ="+

La solucion de la EDO es en forma implicita

f(xay) = CZ

por tanto

L@+ L 0= o En(a) +
—In(z)+ = = —In(z
Yy 2 ' 27y

donde se ha hecho el cambio (C2 — C1) = K.

2
v
2

Factor integrante y (z) con z = z (z,y)

Supongamos que el factor integrante 1 depende de las variables z e y, relacionadas entre si mediante
una funcién dada z (z,y) € R es decir, p (z,y) = p (2 (x,y)). En este caso usando la regla de la cadena,

tendremos %ﬁ:y) =i (2) g—z y %ﬁ’y) =i (2) % y la ecuacién quedaria
OM (z,y) ON (z,y)\ _ , .\ 0z ;02 0z oz\ ,
ne (P A2 < N () (2) oM () () 5o = (N (o) 52 = 3 (00) 5 ) )

de modo que

Wi (N@nE-Meys)

n(z) <<'9M8(;,y) _ 8N§;f7y))

Como el miembro de la izquierda sélo depende de z, el factor integrante es de esa forma si

(N(@.y) & - M (2,9) )

(8M6(;,y) _ ONB(;L‘,y) >

sélo depende de z (z,y)

es decir el término de la izquierda se puede expresar en términos de z, la relacién entre x e y, en ese
€aso ponemos

(N @y & - M@y §)
(BM(x,y) _ 8N(x,y)>

k(z) =

oy ox

y obtendremos la expresién del factor integrante integrando respecto de z

JEE b= ks = () = K () = () = 5

p(2)
En resumen
p(z,y) =p(z(z,y) < i) Vo) =k (2)
( dy - ox )
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Ejemplo 7.25 Resuelve la siguiente ecuacion diferencial sabiendo que tiene un factor integrante de
tipo p(z,y) = p (2* +y?)
(x — zy) dx + (:U2+y)dy:()
En este caso OM (.1)
T,y
M(m,y)::v—wyéaiy:—x
ON (z,y)

=2
ox v

N (z,y) = (2* +y) =

y por tanto no es una ecuacion exacta.
El enunciado nos indica que hay un factor integrante de la forma

p(z) = p(a® +y%)
con z = 2% +y2,es decir la ecuacion
p(z) (@ —zy)de+ p(z) (2 +y) dy =0

es exacta, lo que quiere decir que

M (2,y) = 1 (2) (z — o) = Wa(yy) =u’(2)gZ(w—xy)—w(z)
Yy _

Nwo)=n() @ ) = 00D ) % 02 4g) o)
son iguales o, 5.

1 (2) gy (&) — o) = W (z) 5 (2% +y) + 200 (2)

pero como z = x2 + y2

por tanto, tendremos
2/ (2)y (x — wy) —ap(z) = 24 (2) @ (2% + y) + 2zp ()
y agrupando

W (z) 2y (z —zy) — 20 (2> +y)) = p(2)(z+2) e
1 (2) (2yz — 22y — 22° — 23y) = 3Bap(z) &
f(2) (—2zy* —22°) = 3au(z) &
=2z (2) (y® +27) = 3Bau(z)
24/ (2) (¥ +2%) = 3p(2)

=20/ (2)z = 3u(z)
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e integrando

/!
/M (Z)dz:—g/ldz@ln,u(z):—glnz:lnz_3/2<:>,u(z)22_3/2
z

de modo que el factor integrante es

" (x2 +y2) _ (ac2 +y2)—3/2

La ecuacion diferencial que incluye el factor integrante serd

(2 + yz)_?’/2 (z —2y)dz + (2* + 3/2)_3/2 (2? +y)dy =0

que podemos comprobar que es eracta

~ -3/2 oM T, z (2y% — 3y — 22
M (2,y) = (2% + %) " (@ —ap) = 8(y v _ ((x2+y2)5/2 )

AT 22_3_2
$2+y)j3N(x,y):ﬂ?(y y —2?)

~ —3/2
( Z @+

N (z,y) = (2% +9?)

Y podemos resolver utilizando el procedimiento para este tipo de ecuaciones. existe una funcion f (x,y)

tal que

W w,9) = 9 (29) =

(z — ay)
(a2 +4?)°

integrando respecto de x

of (z,y)dz = /($ — ) dx

— (1—y)/x(x2+y2)_3/2da:

= (1_2y)/2$ ($2+y2)73/2d33:

-y (@)
- 2 a1 TIW

_ 22 4 q2) V2
_ (121/)( ti//g toly)

(y—1)

= W‘i‘g(y)

recordemos que la constante de integracion no depende de x, pero puede depender de y, por tanto

(y—1)

f(z,y) = +9 )
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Para encontrar g (y) utilizamos que N (z,y) = % (z,y)
~ of 22 +y y + 22
N(w,y)zafy(w,y)@ ( ) _ +9'(v)

a2+ @+
de donde

y la funcion f (x,y) serd

faw =
La solucion de la EDO es en forma implicita
flay)=Co
por tanto
y—1) +C1 =0y & (y—1) =K

NEENT VAT

donde se ha hecho el cambio (Cy — C1) = K.

Ejemplo 7.26 Resuelve la siguiente ecuacién diferencial sabiendo que tiene un factor integrante de

tipo p(z,y) = p (zy)
y (229 + zy) do + x (2% — 1) dy = 0

En este caso

oM (zx,
M (x,y) =1y (:Jc2y2 + zy) = 22y + 2y = 8(yy) = 3z2y? + 2zy
ON
N (z,y) ==z (x2y2 -1) = By -z = 8<$, v) =32%% -1
x

y por tanto no es una ecuacion exacta.
El enunciado nos indica que hay un factor integrante de la forma

p(z) = p(zy)
con z = xy,es decir la ecuacion
1 (z) (29> + 2y?) do + p (2) (2%y* — ) dy = 0

es exacta, lo que quiere decir que

M (o) = 1 (2) (229 ) = P (2 82 (02 a?) + 10 (2) (30 + 200)
y .
N =n) (@2 —2) = P00 L) 92 (032 ) () (32 1)
son iguales
' (2) gz (z%y° + 29?) + 1 (2) (32°y? + 22y) = 1 (2) gz (z°y? — ) + p(2) (32%y* — 1)
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PETro como z = xyY

0 _ s
&Jc—yy@y_

por tanto, tendremos
W (2)z (2 + 2y®) + p(2) (327 + 2zy) = i/ (2) y (%0 — z) + p(2) (3z%y* — 1)

y agrupando

1 (z) (v (229 + 29?) —y (Py® —2)) = p(z)((82%2 — 1) — (32%y* + 22y)) &
w(z) (Y +ay) = —p(2)(2ey+1) &
pz) _  2zy+1  2z+1
p(z) 224wy 224z

y podemos integrar

/'u,(z)dzz—/22+1dz<:>1n(u(z)):—ln(z2+2) = 1In(p(z)) =In

w(z) 224z (224 2) Cz(z+1)

El factor integrante serd
1
zy (zy + 1)

La ecuacion diferencial modificada por el factor integrante seria

p(zy) =

(2%y® + zy?) (z%y? — z)
zy (zy + 1) v zy (zy + 1)

dy = 0=

zy? (vy + de z (z?y* — 1)

= 0=
xy (xy + 1) xy (xy + 1)
(zy —1) (zy +1)
ydx + dy = 0
y(zy +1)
-1
ydm—i—Mdy =0

1
ydw—|—<x—y>dy = 0

que podemos comprobar que es exacta:

— M
M(w,y)zyi(ag;’w:l

AT 1 Bﬁ(ac,y)

N =(z-= ZI) g
(z,y) <w y>=> 5

Y podemos resolver utilizando el procedimiento para este tipo de ecuaciones. existe una funcion f (x,y)
tal que

M('ray>:g£(x7y):y
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integrando respecto de x

B
é(x,y)dxz/ydxzmwg(y)

recordemos que la constante de integracion no depende de x, pero puede depender de y, por tanto

f(z,y) =2y +9g(y)

Para encontrar g (y) utilizamos que N (1) = %ch (z,y)

N(w,y)—g‘;(m‘,y)@ <x—;> =z+4 (y)

de donde

1 1
g’(y)z—gﬁ'y(y):—lan:ln§+(}1

y la funcion f (x,y) serd

1
f(z,y) :117y+ln§ +C
La solucion de la EDO es en forma implicita
f(z,y) =Ch

por tanto

1 1
zy+n—-+C1=C s ry+In—-=K
Y Yy

donde se ha hecho el cambio (C2 — C) = K.

7.6. Ecuaciones lineales

Una EDO lineal de primer orden es de la forma

a(z)y (x) +b(z)y(z) = c(2)

o dividiendo por a (z), que debe ser distinto de 0 o no habria ecuacién diferencial, se puede expresar
como

Y (z) =p(x)y(x) +q(x)

Si g =0, la ecuacién se dice homogénea, mientras que si ¢ # 0, la ecuacién es no homogéna.
Para resolver una EDO lineal de primer orden, primero resolvemos la ecuacién homogénea

que es de variables separables

Z,((z)) =p(z) :>/Z/((xx;dx:/p(x)dleny(x) =P(x)+C=y(x) — AeP@)

donde A = ¢ y P (x) es una primitiva de p (), obtenemos asf la solucién de la ecuacién homogénea

yp, () = AeP®)
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Para resolver la ecuacién no homogénea, utilizaremos el método de variacién de las constantes y
consideraremos que la solucién general de dicha ecuacién viene dada por una expresién de la forma

donde B (x) es una funcién a determinar. Para encontar el valor de esa funcién hacemos uso de la
hipétesis para esta y (x) de ser solucién de la EDO, por tanto si calculamos ' (z)

Yy (z) = B' (2) e"®@ + B (2) e"@ P (2) = B' (z) ’® + B (z) " @p (z)
y sustituimos en la EDO

B’ () P@ 1B (x) ep(x)p () =p(x) B (z) eP@) 4 q(r) = B'(x) P @) = q(z)

-~

y' () y(z)

por tanto

donde K € R.

Observacién 7.4 Una ecuacion lineal de orden 1 también puede resolverse usando un factor inte-
grante. Si expresamos la EDO lineal como

%=p(x)y(w)+q(x)@dyz(p(x)y(qu(x))dw@(p(x)y(x)+q(x))da;—dy:0

donde M (z,y) = (p(z)y(x) + q(x)) y N (z,y) = —1, si calculamos el cociente

oM ON
9y —ox _p(x)—=0

N -1

—p ()
que es funcidn solo de x, por tanto usariamos como factor integrante el siguiente
(o) =i
y resolveriamos la ecuacion
() (p(2)y(x) + q(z) de — p(z)dy =0
que nos conduce al mismo resultado.
Ejemplo 7.27 Resuelve la siguiente EDO lineal
y —y=3e*

Resolvemos en primer lugar la ecuacion homogénea

/

/
y'—y:0<:>y':y<:>?;zlﬁ/idm:/dm@hﬁ(y):mjtc

y usando la funcion exponencial

Un :eﬂc—i-C :eC’ez — Ae®
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Para calcular la solucion de la ecuacion no homogénea, hacemos variacion de constantes y suponemos
que la solucidn es de la forma

por tanto
Y (z) = B ()" + B (x) "

y sustituyendo en la EDO
(B' (z)e" + B(x)e") — B(x)e" = 3e**
N —_——
y'(x) y(z)

y simplificando
B (z)e” =3¢** = B' (z) =3¢ = B(z) =3¢ + K

por tanto la solucion general buscada es de la forma
y(z) = B (z)e” = (3¢ + K) e” = 3¢** + Ke”

Ejemplo 7.28 Resuelve la siguiente EDO lineal

2
Y+ —y =327
x

Resolvemos en primer lugar la ecuacion homogénea

2 2 ! 2 ! 2 1
y'+y:0<:>y':—y<:>y:—@/yda::—/da:@ln(y):—anx—i-C:lnz—i-C
T T Y T Y T T

y usando la funcion exponencial

Para calcular la solucion de la ecuacion no homogénea, hacemos variacion de constantes y suponemos
que la solucidn es de la forma

y() = B(x)
por tanto . )
Y (@)= B'(2) = — B(a) 5

y sustituyendo en la EDO

y simplificando

1 1
B (z) - = 32" = B'(z) = 32" = B (z) = 5:zcﬁJrK
T
por tanto la solucion general buscada es de la forma
1 16 1y 1
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7.6.1. Ecuacién de Bernouilli

Una ecuacién es de tipo Bernouilli si es de la forma

y' () =p(x)y(x) +q(@)[y(@)]" neNn#0,1

Si hacemos el cambio de variable

por tanto
peoy L ﬁ_u’m_luxﬁu’l‘
Y (@) = [ @) (@) = [u (@) T (),
y sustituyendo en la EDO
@] (@) = p(@) @] g (o) | @)
n —— N—_——
V() y(x) y(x)
Cfu @) (@) = p(@) @) 4+ g (@) [ (@)

1—n

Si ahora multiplicamos la ecuacién por

[u ()] T
obtendremos
1 _n_ _n_ 1 __n n __n_
T @ (@) T () = p (@) [w(@)] T [u (@) g (@) [u (@) T fu (@)
L
(@) = pl)uln)+a)
-n
que es una EDO lineal.
Ejemplo 7.29 Resuelve la siguiente ecuacion de Bernouilli
y =2y+y°
Para esta ecuacion n = 3, por tanto hacemos el cambio
1 1 , 1 3,
y=ul-3 =u 2=y :—§u 29

y sustituyendo en la EDO

1 s, 1 173 1 s, 1 _3

—iu 2u = 2u 2+{u 2} S ——u 2u =2u 2 4u 2

y'(z y(z)*

multiplicamos por u?
1 3 3, 13 3 3 1, ,
—iu 22y = 2u 2u? +u 2u2 @—iu =2u+lsu =—4u—2
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que es una edo lineal en u. Resolvemos en primer lugar la ecuacidon homogénea
o o’
u/:—4u<:>:—4<:>/da::—4/d:r<:>ln(u):—4a:+A
U U

y usando la funcion exponencial

up = 6—4J:+A — eAe—4az — 06—455

Para calcular la solucion de la ecuacion no homogénea, hacemos variacion de constantes y suponemos
que la solucidn es de la forma

u(z)=C(x)e ™™

por tanto

y sustituyendo en la EDO

C' (x)e ™ —4C (z) e = —4C (z) e - 2
~~ —
u/(x) u(z)

y simplificando

C'(z)e ™™ =-2=C"(z)= -2 = C(z) = —%e‘*m + K

por tanto la solucion general buscada es de la forma
—4x 1 4z —4x 1 —4x
u(x)=C(x)e ™ = —3¢ + K |e :—§+Ke

y teniendo en cuenta que y = u”3 la solucion y (z) buscada es

1 1
y(@)= 7= —F—=
u2 K674x _ 1
2
Ejemplo 7.30 Resuelve la siguiente ecuacion de Bernouilli
zy —y =1y senz
Para esta ecuacion n = 2, por tanto hacemos el cambio
1
y=u—z =u =y = —u %/

y sustituyendo en la EDO

_ — 112 _ _ _
—U 2U,—U 1 = [U 1] SsenT < —u 2UI—U 1:u 2S€nl’
—_—— = \

/

multiplicamos por u?

2, =2

—ulu 2, —1

u'—uu IUQ’UJ_QSGIIZ'@—U,—’UJ:SGHZC

que es una edo lineal en u. Resolvemos en primer lugar la ecuacion homogénea —u' —u =0
!/

!/
u':—u<:>u:—1<:>/uda::—/d:v<:>ln(u):—g;+A
u

u
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34 Capitulo 7. Introduccién a las ecuaciones diferenciales. Ecuaciones de orden 1

y usando la funcion exponencial
up =e Tt = e = Ce "

Para calcular la solucion de la ecuacion no homogénea, hacemos variacion de constantes y suponemos
que la solucion es de la forma

por tanto

y sustituyendo en la EDO

—C'(x)e ™ -C(x)e®—C(z)e * =senx
~ ~—_———

y simplificando
1
C'(x)e ™ =—senz = C'(r) = —e"senz = C (x) = iex (senx —cosz) + K

por tanto la solucion general buscada es de la forma

1 _
u() = C(z)e™ = (269” (sena — cos ) + K) LSl L

y teniendo en cuenta que y = u~'la solucion y (x) buscada es

1 2
u SeNI_COST | [{o—a "~ 2Ke % +senx — Cosx

7.7. Ejemplos

Ejemplo 7.31 Resuelve la siguiente ecuacion diferencial

24 yem
2y — xe®y

El primer paso es determinar el tipo de ecuacion, para ello expresamos y' = Z—Z

dy 2+ ye™

dr 2y —weww (2 +ye™)dz — (2y — ze™)dy =0

Claramente no es de variable separadas. Veamos si es exacta

oM
M (z,y) = (2+ye™) = —— (z,y) = "V + zye™

oy
= . ON - N
N(z,y) = = (2y —we™) = 2e™ =2y = —— (z,y) = e + aye™
T
efectivamente
oM  ON
oy Oz
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Por tanto debe existir una funcion f(x,y) tal que M = % y N = %5' Para encontrar f usamos la
primera igualdad e integramos respecto de x

f(:n,y):/gidm:/M(m,y)dm:/(2+ye$y)dm:2x+e$y+g(y)

Usando la otra igualdad

N = 30 = —(2y — xe™) = 2™ + ¢’ (y)
Y

de forma que

g (y) =—2y=g(y) =y

por tanto
f(zy) =22+ —y?,

y la funcion y se describird mediante la ecuacion impicita
2 + ™ — % = C.
Ejemplo 7.32 Resuelve el siguiente problema de valor inicial
y=@w+1z

y(0)=4

Resolvemos la ecuacion diferencial, que es de variables separadas

!
Y :xjiy:wda:
+y 14y

y=@w+1)z= i

podemos integrar

dy x2
W[4 n(l+y) =2 +C
T+ s /mx(z)n( +y) 5 T

y usando la funcidn exponencial
(14y)=Ae"? = y(z) = Ae”/? — 1
Para encontrar la solucion particular que cumple la condicion inicial sustituimos x = 0,y (0) = 4
y(0)=4d<—= A—-1=4<= A=5

y la solucion es
y(x) =ber — 1.

Ejemplo 7.33 Resuelve la siguiente FDO
(:c + ye%> dx — xe%dy =0
Podemos comprobar que se trata de una EDO homogénea
M (z,y) =z +yer = M Az, \y) = (A\z) + (\y) Xt = (Az) + (Ay)er = A (az + ye%) =M (z,y)
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36 Capitulo 7. Introduccién a las ecuaciones diferenciales. Ecuaciones de orden 1

N (z,y) = —zer = N (Az, \y) = — (A\z) e% = —(\z) er = \ (—:Uye%) = AN (z,y)

Hacemos el cambio
Yy =2V <= dy = vdx + xdv

por tanto

(a: + (zv) e%> dr — zes (vdz + zdv) = 0=

(x + (zv) €') dx — ze’ (vdx + xdv) = 0<=
(x4 2ve’ — zve’)dr — 2?edv = 0 <=
zdr — r?e’dy = 0=

dr —ze’dv = 0

que es de variables separadas

1
dr = ze’dv < —dzxr = e"dv
z

Integramos
1
/dx = /e”dv <~ In(z)+C=¢"
x

y deshaciendo el cambio

ln(x)—i—C:e%

que define a y como funcion implicita de x.

Ejemplo 7.34 Resuelve
zy =y+ Va2 —y?

Reescribimos la ecuacion para poner

xdy = <y+\/$2—y2) dr & (y+\/$2—y2) dx — xdy =0

y podemos comprobar que se trata de una EDO homogénea

(y+ Va2 — y2> = M Az, \y) =y + \/()\:16)2 — (Ay)? = Ay + /A%22 — \%y2
= Ay + /A% (22 —92) = Ay + \/z2 — 2 :)\(y+\/x2—y2) =AM (z,y) .

N (z,y) =2 = N (Az, \y) = Az = AN (z,y)

M (x,y)

Hacemos el cambio

Yy =20 <= dy = vdx + xdv
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que transforma la EDO
(y+ \/W) de —zdy = 0& <xv +1/ 22— (asv)2> dx — z (vdx + zdv) =0
& (:m; + Va2 — x2v2> dx — zvdx — z%dv =0
& (xv + xﬂ) dz — zvdr — 22dv = 0
& xﬂdw — 22dv =0
& de —zdv =0

que es de variables separadas, que podemos poner

ldaj—édv
S

Integramos ambos miembros de forma directa
Inz + C = arcsinwv

y deshaciendo el cambio
Inz + C' = arcsin g.
x

Ejemplo 7.35 Resuelve

<3xy + o8 ($)> dx + <2CL’2 + Senx) dy =0
x xy

probando previamente que admite a u(x,y) = xy como factor integrante.
Primero multiplicaremos la EDO por el factor integrante

senx

cos () o > dy =0« (3q;2y2 +ycosz) dr + (23:3y +senz) dy =0

xy <3xy + x) dr + xy <2x2 +

que podemos comprobar que es exacta

oM
M (z,y) = (3x2y2 +ycosz) = m (z,y) = 62y + cos
Yy

ON
N (z,y) = (2$3y + Sen:L“) = —— (z,y) = 622y + cos

ox

efectivamente
oM _oN
oy Oz

Por tanto debe existir una funcion f(x,y) tal que M = % y N = (‘% Para encontrar f usamos la
primera igualdad e integramos respecto de x

f(x,y):/g“id:c:/M(x,y)dx:/(3x2y2+ycosa¢)d:c:a:3y2+ysen:1:+g(y)
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Usando la otra igualdad

0
N = a—f < (22%y +senz) = 22y +senz + ¢’ (y)
Y

de forma que
gWy)=0=g@)=C

por tanto
f(z,y) =23y* 4+ ysenz + C

y la funcion y se describird mediante la ecuacidn impicita
3,2 _
z’y” +ysenx + K = 0.

Ejemplo 7.36 Resuelve
1
2 (y2 + y> dx + 3zydy =0

probando previamente que admite a u(x,y) = xy como factor integrante.
Primero multiplicaremos la EDO por el factor integrante

1
2xy (y2 + > dz + 32%y*dy = 0= 0 < 2 (zy® + ) do + 32y’ dy = 0
)
que podemos comprobar que es exacta

OM
M (z,y) =2 (zy° + 2) = N (z,y) = 6ay®

ON
N (z,y) = 32°y* = — (z,y) = 6zy?

ox

efectivamente
oM _on
oy Oz

Por tanto debe ezistir una funcion f(x,y) tal que M = % y N = %' Para encontrar f usamos la
primera igualdad e integramos respecto de x

f(wvy)=/gidw:/M(w,y)dw=/2($y3+w)dw=x2y3+x2+g(y)

Usando la otra igualdad

0
N = 6?3]; = 32%y* = 32%y* + ¢ (y)

de forma que
gy =0=g(y=C

por tanto
flzy) =22+ 22+ C

y la funcion y se describird mediante la ecuacion impicita

2P+ 2 + K =0.
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Ejemplo 7.37 Resuelve la siguiente FDO
2eyy +x? —y? =0

Expresamos la ecuacion como
(x2 — y2) dx + 2zxydy =0

Los términos son dos funciones polinomiales de grado 2, vamos a comprobar que es una EDO ho-
mogénea

M (z,y) = - y2 = M (Az, \y) = ()\x)2 — ()\y)2 =\ (x2 — y2) =M (z,9)
N (z,y) = 22y = N Az, \y) = 2 (\z) (\y) = 2X2zy = A2 (22y) = AN (z,v)

Asi que hacemos el cambio
Yy = 2V <= dy = vdx + xdv

por tanto

(acz—yQ)dw—i—Q:L'ydy = 0=0<=

(:U2 - (l’U)Q) dz + 2z (zv) (vdz + zdv) = 0<=

(1:2 — 2% + 2x21)2) dz + 223%vdv = 0 <=
($2 + 3:21;2) dz + 22%vdv = 0 <=
(1+ %) de +2zvdv = 0=
que es de variables separadas
1 2v
——dx = ——dv
z 1+ 02

Integramos

1 2v 9 1 9
—/xdaz:/Hqﬂdv@—ln(m)—kC:ln(l—kv)(z)ln(x>+C:1n(1+v)

tomando exponenciales en ambos miembros

y deshaciendo el cambio

que define a y como funcion implicita de x.
Veamos que también podemos utilizar un factor integrante, para ello calculamos

oM

oy T W
ON
o - Y
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que indica que no es una ecuacion diferencial exacta, pero si tomamos

oM ON
oy —or  —2y—(2y) -4y 2

N 2xy 2xy T

Por tanto admite como factor integrante a
M(CU) — e*f%dx _ g2z _ Jnz™* _ °

y la ecuacion diferencial

Lo o 1 v Y
—2( —y)d$+—22xydy:()<:) 1—=)dz+2=dz =0
x x x x

que es exacta puesto que

—~ 2 oM 2
M (x,y) = <1—ig> = Ty(x’y) -2

22
_ y\ _ ON 1
N (o) = (22) = 5 @ =2 (- 53)
efectivamente . N
031 _ 0N
oy  Ox

Por tanto debe existir una funcion f (z,y) tal que M = % Y N = %' Para encontrar f usamos la

primera igualdad e integramos respecto de x

f(:c,y):/gidx:/z\?(x,y)dx:/O_ﬁ)dxzwf+g(y)

Usando la otra igualdad

de forma que

por tanto
2

ﬂ%w=w+%+a
y la funcion y se describird mediante la ecuacion impicita

2

x—|—y—+K:0<:>m2—|—y2+Kx:0<:>y2:Ax—xQ.
x
donde hemos puesto A = —K, para obtener la expresion que hemos hallado antes.

Ejemplo 7.38 Encuentra el valor de k para que la EDO de primer orden
(y3 + kay* — 2:5) dx + (3xy2 + 203:23/3) dy=10
sea exacta. Resuelve la EDO para dicho valor.
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Para encontrar el valor de k, la EDO debe ser exacta, por tanto, debe cumplir

oM  ON
87 =5 = 3y +4l€:ny = 3y —|—40xy = 4]{;:1:3/ = 40xy
Y

Yy por tanto
k=10

Para ese valor y como la EDO es exacta debe existir una funcion f (z,y) tal que M = ﬂ y N = %
Para encontrar f, tomamos k = 10 y usamos la primera igualdad, que integramos respecto de x

0
fz,y) = 8fda:—/M wy)dx—/(y + 10zy* —2$)dm—$y + 522yt — 2% + g (y)

Usando la otra igualdad

9
N = 5;; = 3zy® + 202%y° = 32y + 202%y° + ¢/ (y)

de forma que
g W) =0=g@)=C

por tanto
f(z,y) = zy® + 5%yt — 2® 4+ C,

y la funcion y se describird mediante la ecuacion impicita

zy + 5%yt — 2 + K =0.

7.8. Ejercicios

Ejercicio 7.1 Determina si el teorema de existencia y unicidad de la solucion implica que los sigu-
ientes problemas de valor inicial tienen solucion unica:

y’:x3y3} Yy +cosy — senm:O} yy—4m}
a b
@ yo=c ;7 ym=o “ y0)=0
Ejercicio 7.2 Resuelve las siguientes EDO

(a) (14 y?) (e*dz — e¥dy) — (1 +y)dy (b) y' + sen (£3¥) = sen (%5Y)

(c) (1+e*/¥) dx + /v (1 - %) dy =0 (d) (z* + y?) dz — yzdy = 0

(e) xy =y+\/y? — a2 )y = £
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