Capitulo 6

Integrales multiples de Riemann

6.1. Integracién sobre rectangulos

FEl objetivo de este tema es extender a varias variables el concepto de integral de Riemann, in-
troducido en una variable. Para ello necesitamos definir el concepto equivalente de particién de un
intervalo visto en el caso de una variable para el caso de n variables. Por claridad y para simplificar
los célculos usaremos el caso n = 2, que se extenderd de forma natural para cualquier n > 2.

Definicién 6.1 Se define rectangulo de R? al conjunto definido como
R =[a,b] x [e,d] ={(z,y) e R" |a <z <bjc<z<d}
Definicién 6.2 Se define el drea o medida del rectdngulo R, al nidmero
1(R) = (b—a) (c—d)

Definicién 6.3 Se llama particién del rectangulo R a un conjunto P = P1 X Pa, donde Py es una
particion del intervalo [a,b] y donde Py es una particion del intervalo [c, d].
Por tanto si la particion Py tiene m subintervalos y estd definida como

Pr={a=xzy<z1 <...<xpy =b}
y la particion Py tiene n subintervalos y estd definida por
Po={c=go<wpn <...<yp=d}
entonces la particion P estard formada por m x n subrectdngulos de la forma
Ry = [zj-1, 2] X [yr—1, Y]
para j=1,...myk=1,...n.

Definicién 6.4 Dado R un rectingulo de R? y sea P una particion del mismo, definimos su norma,
que representamos como ||P||, al valor mdzimo de las medidas de cada uno de los subrectdngulos en
los que P dividie al rectdngulo R, es decir

|P|| = max {p (Rjr) | Rjx subrectingulo de la particion P}



2 Capitulo 6. Integrales miiltiples de Riemann

Definicién 6.5 Dado R un rectingulo de R? y sean P =P1 x Py y Q = Q1 x Qa, dos particiones
del mismo. Diremos que P es mas fina que Q, si cada P; es mds fina que la correspondiente Q;, para
i=1,2, ysi||P|| < Q| es decir, si todo subrectingulo de @ es unidn de subrectingulos de P. Para
indicar que una particion es mds fina que otra se puede utilizar la notacion

P/Q

Definicién 6.6 Sea f : R C R?> — R una funcion acotada con f (x,y) > 0 sobre R un rectingulo
de R? y sea P una particion de R. Llamaremos suma inferior de f (x,y) respecto a la particion P a

m n

s(F,P) =D myn(@p — 1) (ye —yp—1) = Y > mypin(R;

J=1 k=1 j=1 k=1

siendo
y llamaremos suma superior de f (x,y) respecto a la particion P a

m n m n
=3 My (e — ) (s — k1) = Y > Myp (Rjp)
=1 k=1

Jj=1k=1

siendo
Mj, = méx {f (z,y) | (z,y) € Rjx}

Como en el caso de una variable, las sumas inferiores y superiores dan una aproximacién por
defecto y por exceso, respectivamente, del valor real del volumen bajo la gréfica.

Proposicién 6.1 Sea f: R C R?2 — R una funcién acotada con f (z,y) > 0 sobre R un rectdngulo
de R? y sea P una particion de R. Si V es el volumen bajo la grifica z = f (x,y) entonces se cumple:

1.

2. St definimos m = min{f (z,y) | (x,y) € [a,b] x [cd]}

3. Si definimos M = méx {f (z,y) | (z,y) € [a,b] x [ed]}
S(f,P) < Mu(R)
De la proposicién se deduce que
mu(R) < s(f,P) <V <S(f,P) < Mp(R)

es decir cualquier suma inferior estd acotada superiormente por My (R) y cualquier suma superior
estd acotada inferiormente por mpu (R).

Proposicién 6.2 Sea f : R C R? — R una funcién acotada con f (z,y) > 0 sobre R un rectdngulo
de R2. Sean P y Q dos particiones del rectangulo, siendo P £ Q, entonces se cumple:
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6.1. Integracién sobre rectangulos 3

s(f,P)zs(f.Q)

S(f,P)<S(f, Q)

Proposicién 6.3 Sea f : R C R?2 — R una funcion acotada con f (z,y) > 0 sobre R un rectdngulo
de R%. Sean P y Q dos particiones del rectingulo, entonces se cumple:

s(f,P) <5(f,Q)

De esta forma si tomamos particiones cada vez mds finas de R y con norma tendiendo a 0, se
obtiene una sucesién mondtona creciente de sumas inferiores y una sucesién monétona decreciente de
sumas superiores. Como ambas sucesiones estdn acotadas superioremente e inferiormente por my (R)
y Mu (R) respectivamente, ambas sucesiones serdan convergentes y tiene sentido la siguiente definicién:

Definicién 6.7 Sea f : R C R?> — R una funcién acotada con f (x,y) > 0 sobre R un rectdngulo
de R2. Si consideramos una sucesion de particiones P, = Pni X Pna cada vez mds finas de R, con
su norma ||Py|| — 0, definimos la integral inferior de Riemann de f en R como

lim s(f,Pn)Z/R_f

[Pnll—0

y se define la integral superior de Riemann de f en R como

oS Pn) = / /Rf

Definicién 6.8 Se dice que f : R € R?> — R, con f(z) > 0 y acotada en el rectdngulo R es

A este valor comin se le denomina integral doble de Riemann de f en R y se representa por

/ /R f () dady

También se le denomina integral de drea y se representa como

//Rf(w,y)dA

Aunque el planteamiento inicial es el cilculo del volumen que se encuentra debajo de la grifica de una
funcion z = f(xz,y) con f(x,y) > 0, las definiciones anteriores se pueden generalizar a funciones
f (z,y) independientemente de su signo, con la condicion de que la funcién f (x,y) sea acotada en el
rectdngulo R.
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4 Capitulo 6. Integrales miiltiples de Riemann

6.1.1. Sumas de Riemann

Proposicién 6.4 (Criterio de integrabilidad de Riemann) Sea f: R C R?2 — R, con f (x) >
0 y acotada en el rectangulo R, entonces

f es integrable Riemann en R <= Ve > 0= 3P = P1x P2 particion de R tal que S (f,P)—s(f,P) <e

Definicién 6.9 Sea f: R C R? — R, una funcién acotada e integrable en sentido Riemann en el
rectdngulo R y sea P = P1xP2 una particion del intervalo con

Py = {a=wmp,21,...,Tm = b},

PZ = {c:yoaylv"-ayn:d}

Si tomamos (fj,nk) € [xj—1,2;] X [Yp—1, Yk] = Rjk, se define la suma de Riemann de f en R asociada
aP a

n m n

Z @ﬂ?k Z fgank (5 — xj-1) (Y& — Yi—1)

Por la definicién de mj, y Mjy, se cumple

mje < f (&) < My,

y por tanto

Esta claro que si la funcién es integrable entonces el limite de s(f,P) y de S(f,P) coinciden
cuando se hacen particiones cada vez més finas y se deduce que, si f es integrable, el limite de
Sk (f,P) también serd el mismo (regla del Sandwich) y podemos poner

i se(rP) = [[ f(@)dady

Como en el caso de una variable, la ventaja que da el uso de las series de Riemann es que, si la
funcién es integrable, entonces la particién que tomemos no importa y tampoco importard el punto
que tomemos dentro de cada subintervalo en la particién, por tanto, se eligen particiones y puntos
intermedios féciles de manejar. Por ejemplo, la particién del intervalo se podria hacer dividiendo, cada
intervalo [a,b] y [c,d] en, respectivamente, m y n partes iguales

b—a b—a h—
Pim = {a=$0,$1=a+ xg—a—|—27 cey T = CL:b}
m m m
d—c d—c d—c
732’” N {C_y07y1_c+’y2_c+2 yeesYn=cCc+n :d}
n n
es decir
b—a
LL’O:(J,yJIj:ZCj_l—l- 7‘7:]_7 ,m
' d
—c
Yo=CY Yk = Tp—1+ s k=1,...,n
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6.1. Integracién sobre rectangulos

de esta forma la particién dependeria de m y n

pm,n = Pl,m X PQ,m

Todos los intervalos tienen el mismo tamano, lo que hace que su norma sea

= (50) (5°)

lim ||Pmn| =0.

m,n— 00

y en este caso que

También por simplicidad, se tomarfa como punto intermedio en cada subrectdngulo R

, alguno de los
siguientes

Esquina inferior izquierda

Esquina inferior derecha

M =yp—1 = c+ (k—1) &<

Esquina superior izquierda

Me =y = ¢+ k=< k=1,...,n
5]:% a+]‘b_wa ]:]—7 , TN

Esquina superior derecha
M =y = ¢+ kL=~
o finalmente el centro del rectdngulo
+ . .
fj:xj ;5] 1:a+(j_%)b

Punto medio del intervalo

Tp+Tr—1

nk:f:a{—(kj—l)b_a E=1,...,n

Siempre que f fuera integrable en R podriamos poner

//f )dady = lim ZZf &5sm) (25 — 1) (Yr — Y1)

j=1 k=1

Ejemplo 6.1 Probar que f (z,y) = e*™Y es integrable en [0, 1]

x [0,1] y calcular el valor de su integral
mediante sumas de Riemann.

Dividimos el rectangulo, respectivamente, en m y n partes iguales
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6 Capitulo 6. Integrales miiltiples de Riemann

la particion seria

)

1 1 1
le = {a:(),xl:7«T2:27-‘-737m:m:1}
m m

1 1 1
732,m = a:()?yl:*7y2:2*a"'ayn:n*:
n n n

§=%=m

de forma que
i
f (53777/%) = em+
Calculamos la suma de Riemann para esta particion P, = Pim X Pan

n

- i okl J k
F (&) (@5 — w50 (e — 1) =SS emer 2L — L1y a3k
1 -

j=1 k=1 j=1 k=1

SR (f7 7)m,n) - Z
j=1k

k
. . 1 . P P
La suma interior, % E Z:l (en> , s la suma de una progresion geométrica de razén en

n n 11 1
(l)k enen —en  en(e—1)
en = =

T 1

k=1 en _1 en —1

y por tanto

= em —1
Finalmente
llen(e—1)<n 5 1len(e—1)em(e—1)
Sk (. Prn) = —— I
& (f;Prm.n) nm es _1 * c nm er —1 em —1

Si ahora hacemos (m,n) — oo obtenemos

11en(e—1)em(e—1)
lim Sk (f, Pmp) = lfm —— S " E

1
(m,n)—oo nm en —1 e

como
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6.1. Integracién sobre rectangulos 7

usando infinitésimos equivalentes

1 1
/™~ 14— sim—oo=el/" -1~ =
m m
1/n : 1/n 1
e ~ 1l+—sin—oc0=e’"—1~—
n n
sustituyendo en el limite
L1en(e—1)em(e—1) L1len(e—1em(e—1)
lim ——° 16 ¢ 16 = lim ¢ 61 ¢ 61 = lim en (e—l)ei (e—1)=(e—1)
(mmn)—oco MM  en — 1 em — 1 (m,n)—oco0 I M - pees (m,n)—o0

6.1.2. Propiedades de las funciones integrables

Las integrales dobles en sentido Riemann cumplen propiedades andlogas a las funciones reales de
una variable real y las resumimos en las siguientes proposiciones.

Proposicién 6.5 Sea f: R C R? — R, acotada en el rectingulo R, entonces se cumple:

1. Si f € C(R) = f es integrable en R.
2. Si f es mondtona (creciente o decreciente) = f es integrable en R.

3. Si f es continua en R salvo una cantidad finita de discontinuidades = f es integrable en R.

Proposicién 6.6 Sea f,g: R C R?> — R, dos funciones integrables dobles en sentido Riemann en
el rectingulo R, entonces se cumple:

1. Si o € R = af es integrable en R y

//Raf(:c,y)d:cdy:a//Rf(x,y)dxdy.

2. Las funciones f £+ g son integrables dobles en sentido Riemann sobre R y ademds

//R(fj:g)(m,y)dmdy://Rf(:n,y)d:ndyj://Rg(:n,y)d:ndy
3. Sif(ey) >0 enR —
//Rf(x,y)dxdyZO
4. Sif(2,y) <glay) enR—
//Rf(:c,y)d:cdyg//Rg(m,y)dmdy

5. La funcion |f (x,y)| es integrable en R y

‘//Rf(x,y)dq:dy‘S//R|f(x,y)|dxdy
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8 Capitulo 6. Integrales miiltiples de Riemann

6. El producto (f - g) (x,y) también es integrable en R, aunque en general se cumple

J[ ¢ @) dady (//Rf(x,wdxdy)-(/Ag(w)dxdy)

7. Sig(z,y) #0, para todo (z,y) € R, entonces el producto (5) (z,y) también es integrable en R.
8. Si P es una particion del recténgulo R en m rectdngulos Ri, ..., Rm, entonces f es integrable

en R <= f integrable en cada Ry y se cumple

/Af(a:,y)dmdy:é//mf(m,y)dmdy

Teorema 6.7 (Teorema de la Media Integral) Si f : R — R, es continua y acotada en el rec-
tangulo R = 3 ({,n) € R tal que

//Rf(x’y)dxdy:f(faﬁ)u(R).

6.1.3. Integrales iteradas: Teorema de Fubini

Teorema 6.8 (Teorema de Fubini en un rectdngulo) Sea f: R — R, acotada e integrable en
R =la,b] x [¢,d]. Supongamos que para cada x € [a,b], la integral fcdf (z,y)dy eziste y vale A (x).

Entonces la integral fabA (z) dz también existe y su valor coincide con [[ f (z,y)dxdy, es decir

//Rf(x,y)dxdyZ/abA(a:)dx:/ab </cdf(x,y)dy>dx

Andlogamente, si suponemos que para cada y € [c,d], la integral fff(m,y) dz existe y vale B (y),

entonces también existird fch (y) dy y su valor coincide con [[ f(x,y)dzdy, es decir

//Rf@,y)dwdy:/ch(y)dy:/cd </:f(w,y)dw) dy

A las integrales ff (fcdf (z,9) dy) dr y fcd (fff (z,y) d;n) dy, si existen, se les llaman integrales
iteradas de f en R. Si f es continua, entonces ambas integrales existen y son iguales y en este caso
es indiferente el orden de integracién que se realice, es decir, podemos integrar primero respecto de z,
considerando a y constante, y el resultado respecto de y, o viceversa, primero respecto de y y después
respecto de .

Ejemplo 6.2 Vamos a calcular la siguiente integral

//R (16 —z? - 2y2) dxdy

en R =[0,2] x [0,1]. Vamos a calcular las dos integrales iteradas y comprobaremos que ambas dan el
mismo resultado. Si integramos primero respecto de x, considerando al y como constante

3 =2

2
/ (16 — 2® — 2¢°) dz = [16x—§—2y2m] = [32—2—43/2] — 0] = — — 4¢?
0

=0
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6.2. Integrales miiltiples 9

y el resultado, que es una funcion de y, la integramos respecto de esa variable :

1 31y=1

88 88 Ay 88 4

— P ) dy = | —y — === —[0] =28
/0(3 y)y [33/ 3];,0 [3 3] o

Si ahora integramos primero respecto de y

2 46

1 293 y=1
/ (16—m2—2y2)d$:[16y—$2y—] :|:16—$2—:|—[0]:—:L'2
0 3 ], 3 3

y el resultado, que es funcion de x, lo integramos respecto de esa variable

2746 46 2377 46, 8
| =)= [3e-5] = [5e-5] -

Ejemplo 6.3 Vamos a calcular la siguiente integral

//R (x +y) dzdy

en R =[0,1] x [0,2]. Integramos primero respecto de x, dejando y fija
1 2 z=1
1 1
/ (x+y)dx:[$+xy] :[—Fy}—[O]:#—y
0 2 0 12 2

y después respecto de y

2 27Yy=2 2
1 1 Y 1 2
/0 <2+y) Y {2y+ 2]y:o {2 " 2}

Se deja al lector que compruebe que la otra integral iterada proporciona el mismo resultado.

6.2. Integrales miiltiples

Todo el desarrollo tedrico que se ha realizado en funciones de dos variables se puede extender al
caso de tres o més variables de forma completamente equivalente, definiendo tanto los rectdngulos R
de R™

R = la1,b1] X [ag,ba] X -+ X [an,bp] = {(x1,...,2,) ER" | a <z < by}

como su medida
p(R) = (b1 —a1) (ba —az) -+ (bn — an)

En este caso, la particion P de un rectdngulo R serfa de la forma P = Py X Py X -+ - X Py, donde Py
es una particién del intervalo [ag, bg]. Por tanto si la particién Py, estd definida como

_ _ .k k Eo_
Pk—{ak—xo <z <...<Tp, —bk}
con my, subintervalos, la particiéon P estard formada por mj - mg - - - - my, subrectdngulos de la forma

L 1 1 2 2 n n
R1112~~~1n - [mikﬁ'rh} X [xizﬂ’xiz} x X |:xin717min:|
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10 Capitulo 6. Integrales miiltiples de Riemann

No es necesario repetir todos los resultados y procedimientos vistos en el caso n = 2, el mds importante
de los cuales es el Teorema de Fubini que permite intercambia el orden de integracién

b; biy,
//"'/f(x17--~axn)d$1"'dxn:/ 1( f(x17'-'axn)dxin>"'d$i1
R a. a.
1

n

Veamos el resultado con un ejemplo para una integral triple.

Ejemplo 6.4 Vamos a calcular la siguiente integral

// /72 (zy + =) dadyd:

en R =[0,1] x [1,2] x [2,3]. Podemos integrar respecto x, dejando fijas y y z
1 .1)2 z=1
/ ($y+2)dw=[y+zx] :[Q+z}—[0]=g+z
0 2 x=0 2

después respecto de y
2 2 y=2 2 2

Viz)ay= | B e I I O RV .
/1 <2+z Y {4+zy]y:1 [44-,2 4+z z+ 27 z+4

y finalmente respecto de z

/3 3y, z2+3 =3 132 L3y 92 NEAIRE
z4+ - |dz=|—+ -2 =|=—4+-3| - |=+-2| =—.
) 4 2 T47|_, |27 2 4 1

El lector puede comprobar que cualquier secuencia de integracion daria el mismo resultado

/12 (/23(/Ol(my+z)dm>dz>dy:---:/l2 (/01 (/j@wz)dz)dz)dy

Obviamente es aconsejable elegir las iteraciones de forma que el cdlculo de cada una de las integrales
iteradas sea el méds sencillo posible. Esta recomendacién cobra mds importancia cuando el recinto de
integracién no es un rectdngulo sino una regién més complicada.

Se suele emplear la notacién

biy bip_1 biy,
//'--/f(xl,...,xn)da:l--~da:n:/ dz;, |- / dz;, fzr, ... xn)dx;,
R a; a, a,
i1 7 1 n

n— 7

que indica claramente el intervalo de integracién de cada variable. En el caso de la integral del ejemplo,

se expresaria como
3 2 1
/// (a:y—l—z)da:dydz:/ dz/ dy/ (xy + 2) dx.
R 2 1 0
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6.3. Integracién sobre regiones mas generales 11

6.3. Integracion sobre regiones mas generales

Si la regién de integracién en R? no fuera un rectangulo, sino un conjunto D cualquiera y la funcién
f D — R fuera continua, podriamos extender sin dificultad el teorema de Fubini si este conjunto
cumpliera ciertas condiciones de regularidad".

Supongamos que queremos calcular la integral doble de una funcién f (z,y) sobre una regién planta
D como la de la figura

——

El procedimiento es construir un rectdngulo R que contenga al conjunto D y definir una funcién
f* (z,y) definida como

f(z,y) si(z,y) €D
[ (zy) =
0 si (z,y) ¢ D

y se define la integral de f sobre D como la integral de f* sobre el rectdngulo R:

/ /D f (@) dody = | /R 1 (@,y) dady

¥
> ~N
f D )
o u,/'
e
R

Teorema 6.9 (Teorema de Fubini en dominios regulares) Sea h,g : [a,b] — R dos funciones
continuas con h(z) < g(z) Vz € [a,b], sea D = {(z,y) eR* |a <z <bh(z)<y<g(z)}. Sif:
D — R, es una funcion acotada y continua en D, entonces f es integrable en D y se cumple

//Df«c,y)d:cdy:/abdx (/hj:)f(w,y)dy>
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12 Capitulo 6. Integrales miiltiples de Riemann

La afirmacién de este teorema es vilida para regiones de las formas indicadas en las siguientes
gréaficas

Para hallar los limites de integracién primero observamos la variacién de la variable z (a < x <b) y
para cada valor de x, la ordenada y variard entre h (z) y g ().

Ejemplo 6.5 Vamos a calcular [ [, zydzdy, siendo D la region del cuadrado [0,1]x [0, 1] comprendida
entre la recta y = = y la curva y = x2. La region D estd definida como

D:{(x,y€R|0§$§1;az2§y§az)}

estd representada en la siguiente figura

=== ==== — — =
y I
I

I

05T I

: I

I

D I

I

I

0.0 : : ; |
0.0 0.5 1.0

X

Esta claro que la variable x varia entre 0 y 1, mientras que para cada valor de x fijo, la coordenada y
varia entre h (x) = 2% y g (z) = =, luego pondremos, usando la notacién correspondiente

1 g(z) 1 x 1 ny y=x
// zydedy = / dx/ (zy)dy = da:/ (zy) dy:/ dx [] dy =
D 0 h(z) 0 @2 0 2 ]y
3 4 =1

/ ! [a: xT |::L' 3:6} “ 1 1 1
= — = —|dr=|——— == — — = —
o L2 2 8 12, 8 12 24
Del mismo modo, podemos considerar dominios de la forma

D={(z,y) eR* | h(y) <z <g(y).c<y<d},
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13

de forma que si f : D — R, es una funcién acotada y continua en D, entonces f es integrable en D

y se cumple

[ szt = [an( [ s )

Como antes, esta afirmacién es vdlida para regiones de las formas indicadas en las siguientes graficas

J I

g(y)

X

v

1 a(y)

X

v

a(y)

X

En este caso, para hallar los limites de integracién primero observamos la variacién de la variable y
(c <z <d)y para cada valor de y, la coordenada x variara entre h (y) y g (y).

En la préactica se fija una variable y se hace variar la otra segin convenga. Podemos comprobar,
como en el ejemplo anterior, es indiferente la variable elegida.

Ejemplo 6.6 Vamos a calcular [ [, zydzdy, siendo D la region del cuadrado [0,1]x [0, 1] comprendida
entre la recta y = x y la curva y = x2. Utilizando las relaciones entre x e y,podemos definir D en este
caso como

D={(z,yeR|y<z< y;0<y<1)}

La region D estd representada en la siguiente figura

y

=== —— = - — = =
|
|
|
05T l
: |
|

D |

|

|

0.0 ; : |
0.0 0.5 1.0
X

y la integral doble seria, como antes

1 Vi 1
[of ome=[ |
0 Y 0

{II2y

|

=/y 11,2 3
o=y 0 2 2

y=0

y=1

"6

24"

Ejemplo 6.7 Vamos a calcular ffD xydxdy, siendo D la region definida por la interseccion de los

dos circulos 22 +y?> <1y (z — 1)2 +y? < 1. En la grifica siguiente estd representada la region D
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14 Capitulo 6. Integrales miiltiples de Riemann

y
// /—\\
Ve \
/ \
- —
\ / X
\ /
\\ /\_//

Los puntos de corte de las dos circunferencias se obtienen resolviendo el sistema
(e -1+ =1

s 1 V3 1 /3
dando por solucion los puntos (5, 7) Y (5, —7>.
Si, por ejemplo, hacemos que el valor de la x sea el que varie entre 0 y 1 tal y como se indica en

la figura.

vemos que las funciones que estdn por encima (verde) y por debajo (azul) dependen del valor de x.

Ast, para 0 < z < 1 la curva que estd por encima es g1 (x) = /1 — (x — 1)2, mientras que la que estd
por debajo es hy (z —/1—(x— 1 . Para el intervalo % <z <1, la curva que estd por encima es

g2 (z) =vV1—22y la que estd por debajo seria he () = —v/1 — 22, de esta forma podriamos poner

//D:rydxdy—/ ( \/l(zill)(xy)dy> +/;dx (/_Z(my)dy)
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6.3. Integracién sobre regiones mas generales 15

Integramos primero respecto de y

1 2 y=v/1—(z—1) 1 2 y=v1-a?
/ / zydxdy = / dx [m] + / dx [x] dy
D 0 2 y=—v/1—(z—1)? % 2 y=—v1—22

1 1
= / Oda:—i—/ Odx =0
0 3

V3 V3

También es posible fijar la variable y que recorrerd el intervalo —¥%5> < y < 52, en este caso la

circunferencia que hay a la izquierda (azul) es la definida como h(y) = 1 — /1 —y? (se obtiene al
despejar de la circunferencia (z — 1)? + y2 = 1), mientras que la que estd a la derecha (verde) es la
definida por g (y) = \/1 — y? (se obtiene al despejar de la circunferencia % +1y?> =1),
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16 Capitulo 6. Integrales miiltiples de Riemann

la integral se puede expresar como

2 2
_ /3
3/27Y="%
_ [_y?_u v?) ] T
4 3
y=—¢

Ejemplo 6.8 Calcula

22
/ / xe v dxdy
D

donde D es la porcion del plano delimitada por x =0, y =22, y=1, y = 2.
Representamos el conjunto D

————A———i_o— — — — -

X L

En este caso lo mds sencillo es variar la y entre los valores 1 y 2, y después variar la x entre x = (
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6.3. Integracién sobre regiones mas generales 17

(azul) y la pardbola y = z?

22 2 VY 22 2 y _a? T=\/y
// re vdxdy = / dy re vdx :/ [——e_y] dy =
D 1 0 1 2 =0

r=y/7

en verde, es decir, v = \/y, luego

6.3.1. Integrales triples

El teorema de Fubini en dominios més generales puede extenderse con relativa facilidad a integrales
triples, donde dichos dominios pueden expresarse como

V=A{(zyz)eRla<z<bh(z)<y<g@)u(zy <z<v(y)}

o los correspondientes conjuntos en cada uno de los ejes. De esta forma

b 9(x) v(z,y)
/// f(w,y,Z)dwdyd2=/ drc/ dy/ f(x,y,2)dz
Vv a h(x) u(z,y)

Ejemplo 6.9 Consideremos la piramide limitada por los planos x =0, y=0, z=0yx+y+z=1.
Vamos a estudiar cémo podemos definir este conjunto que vemos representado en la siguiente figura

1.0

FEsta claro que 0 < z < 1. Si tomamos z = 0, entonces debe cumplirse t+y =1y como = € [0,1] debe
ocurrir que y = 1 — x € [0,1], luego debe cumplirse

0<y<l-=z

para otro valor de z debe cumplirse
0<z<l—z—y
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18 Capitulo 6. Integrales miiltiples de Riemann

Luego el dominio V' puede definirse como
V=A{(z,y,2) e R|0<2z<1;0<y<1l—-z;0<z<1-—2zx—y}

Ast por ejemplo si queremos calcular

1 1-z l-z—y
/// zdrdydz = / da:/ dy/ zdz =
1% 0 0 0
1 1—x 929 2z=1l—-x—y
- L) el
0 0 2].—0

Ejemplo 6.10 Calcula

J[[] zteaua:

siendo V el tronco de cilindro x> +y% =1

limitado por los planos z =0 y z = 1. En este caso estd claro que la variable z es la que usaremos en
dltimo lugar con
0<z<1

Para las variables x e y es indiferente ya que hay simetria en las mismas, usaremos que —1 <y <1
y por tanto mediante la ecuacion del cilindro pondremos que —+/1 —y2 < x < /1 —y2 y la integral
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6.3. Integracién sobre regiones mas generales 19

triple se puede poner como

1 1 V1-y?
/// zdxdydz = / dz/ dy/ zdr =
14 0 -1 —/1—92
1 1
z=+/1—y2
= d d
[ [
1 1
/ dz/ 2z/1 — y2dy
0 -1
el valor 2z no depende de y, asi que lo pasamos a la dltima integral

1 1 1 1
/ dz/ 2,2\/1—y2dy:2/ zdz/ V1 —y2dy
0 -1 0 -1
y la integral
1
/ V1 —yidy
-1
se hace con el cambio de variable

y =sent = dy = costdt —

T

por tanto

1 w/2 /2 w/2 1 SOt
/ V1—y2dy = / V1 —sen?tcostdt = / cos? tdt = / jLCidt
-1 —7/2

—7/2 —7/2 2

t=n/ sen (2% T sen (—2%
_ r+wmw] 2_<wz% @»)_(_m+ (2»>_

>
2 T R 2 4 2 4 2

1 27 2=1
™ ™2z T
zdzxdydz = 2/ —z2dz = [] -2
///V o 2 22| 2
Ejemplo 6.11 Calcula

/// 22y dadydz
1%

siendo V' el sdlido limitado por el plano y = 0 y las superficies Sy : (a: — %)2 +y? = % (cilindro) y
Sy : 2% = 4z (paraboloide)
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20 Capitulo 6. Integrales miiltiples de Riemann

La ecuacion del cilindro determina que las coordenadas x e y deben estar en el rectingulo [0,1] x
[—%, %] , obviamente si fijamos el valor de x, entonces y estd determinado por esta ecuacion. Es decir

s10 <z <1, entonces
1 1 2< _ 1 1\?2
1 \"79) =Y¥=\17\" 2

pero como estd limitado por el plano y = 0, suponemos y > 0 y la relacion seria

0<y<i| 1?
=Y=\7 "3

junto con la ecuacion z*> = 4x, el conjunto estd definido como

1\ 2
—(x—§> ;—2x < 2z < 2x

| =

V=<(z,y,2) eR|0<2<1;0<y<

y la integral seria

1 \/l—(:c—l)2 2x
/// 2?yldedydz = / dm/ ) ’ dy/ 2?y23dz
v 0 0 —2x
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6.3. Integracién sobre regiones mas generales 21

[ awiuz

Siendo Vel sdlido limitado por el paraboloide z = 2z + 2, y el cilindro parabdlico: z = 4 — y?, dentro
del primer octante. Representamos el conjunto:

Ejemplo 6.12 Calcula

Veamos la interseccion del cilintro y el paraboloide
0= (222 +9%) — (4—9?) =227 + 22?2 — 4 = 2 =2 + ¢
por tanto estd claro que podemos poner

—V2<z<V2

mientras que para la y
—V2—-22 <y < V22?2

y para la z, tenemos que ver si el paraboloide va por encima del cilindro o viceversa, para ello
planteamos la desigualdad

(2 +9*) < (4—9?) = 22"+ 2* <d =" +y* <2

que es correcto siempre que —V2<z< \/§y —V2< y < \@, que es precisamente la regidn que hemos
determinado. También se puede comprobar en la grifica. Por tanto, podemos poner

202 + 92 < 2 <4 -y

Calculamos el valor de la integral
V2 V2—z2 4—9?
/// dxdydz :/ dx/ dy/ dz
\% -2 —V2—a2 2x2+y2
Integramos en z
2

4—y a2
/ dz = [Z]z;;xzy+y2 = (4 - y2) — (2:E2 + y2) =4 —922% — 2y2
2$2+y2
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22 Capitulo 6. Integrales miiltiples de Riemann

de este modo
V2 V2—z2 4—y? V2 V2—x2
/ d:z:/ dy/ dz = / da?/ 4 — 222 — 22dy
vz Jovamm T oy vz Jovraz

Integramos en y

V2—x2 93 y=v2—x2 4
/ (4—2x2—2y2) dy = [4y—2m2y—y] =——V2— 22 (2332—4)
G ) 3 y=—2—22 3

De forma que

V2 V2—a? V2
/ d:c/ 4—2x2—2y2dy—/ <—4\/2—:c2 (2x2—4)> dx
vz a2 3

-2
Y finalmente integramos en x. Para ello hacemos el cambio de variable
T = \@sent
22 = 2sen’t =
dx = \/2 cos tdt

mientras que los extremos de integracion

x:—ﬂ:>—ﬂ:\/isentésent:—lét:—g

m:2:>ﬂ:\/§sentz>sent:1:>t:%

luego

/ﬁ <_4M(2x2—4)> . /”/2 (_;l\/m(4sen2t—4)\@cost> dt

3

V2 —7/2
w/2 4
= / -3 2cost(4sen2t—4) V2 cos tdt
—7/2
92 w/2
= —3— cos? t (senzt — 1) dt
3 —7/2

92 w/2 w/2
= —3— / cos®tsen’t dt —/ cos®t dt
3 —7/2 —7/2
w/2 2 w/2
= —g / sen” 2¢ dt—/ cos’ t dt
3 —7/2 4 —7/2

Y usando las férmulas del dngulo doble

w/2 29 1 w/2 1 w/2 1_ 4 1 w/2
/ Sen tdt = / sen22tdt:/ COStdt:/ 1 — cos4t dt
—m/2 4 4 —7/2 4 —7/2 2 8 —m/2
1 [t sen 4t]t7r/2 oo
8 4 t=—m/2 8
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6.3. Integracién sobre regiones mas generales

w/2 /2 1 2 1 24 t=m/2
/ cos®t dt = / ﬂdt = [t + Sen ] _T
—7/2 —7/2 2 2 4 t=—m/2 2

y sustituyendo

V2 /2 2 /2
/ <—§M(2x2—4)) dr = _32 / sen” 21 dt—/ cos’t dt

3 3 \Jorpe 4 —n/2
-2

Ejemplo 6.13 Calcula

// dxdydz
\%4

siendo V' el sélido limitado por los cilindro x> +y?> =1 y 2% + 22 = 1, en el primer octante.

De la ecuacion del primer cilindro tenemos, por estar en el primer octante
0<x<1

y por tanto
0<y<vV1—2?

De la ecuacion del seqgundo cilindro tenemos, por estar en el primer cuadrante

0<z<+1—22

1 V1—z2 V1-z22
/// dxdydz :/ dw/ dy/ dz
\% 0 0 0

Integramos primero respecto de z

y la integral serta

de forma que

1 V1—x2 1 V1—1x2
/// drdydz = / dx V1—22dy = Vi1-— a:zd:c/ dy
v 0 0 0
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24 Capitulo 6. Integrales miiltiples de Riemann

Integramos la sequnda respecto de y

Vi—a?
/ dy = [ o ‘1 @ =+/1— 22
0
de forma que
1 V1—z2 1 372=1 1 9
/ﬂdaz/ dy:/ (l—mz)da::[x—m] =1—-=-==.
0 0 0 3 .0 3 3

6.4. Cambio de variable en la integral doble
Recordemos la definicién de cambio de variable que se vio en temas anteriores para el caso n = 2.
Definicién 6.10 Se dice que la aplicacion ¢ : A C R? — R2, es un cambio de variable si cumple:
1. ¢ es inyectiva.
2. p € CL(A).
3. La matriz Jacobiana de ¢ es no singular, es decir

det (Jo (u,v)) #0, ¥ (u,v) € A

Ejemplo 6.14 Por ejemplo, podemos definir la aplicacion
w:A=(0,1) x (0,7) — R?

como
o (r,0) = (rcosf,rsend)

Veamos que @ es un cambio de variable.
1. sp es inyectiva?: Supongamos que tenemos dos valores (r1,01) y (r2,02) tales que

@ (r1,01) = ¢ (r2,02)

es decir
71 cos 01 = ro cos By

(ricosfy,risenfy) = (rgcosfa, o senfy) =
r1sen i = rosen by

Elevando al cuadrado y sumando

2 2

72 cos? 01 = r3 cos? 05

o2 =12

r? sen? 01 = r2 sen? 0y

pero como 11,72 > 0
T =T2

por tanto st
r1cosf1 = rycosfly = cosf1 = cos s

pero 01,05 € [0, 7|, por tanto
01 = 05
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6.4. Cambio de variable en la integral doble 25

2. s es de clase C' (A)?: Si, de hecho es de clase C* (A).

3. 4l J(r,0)] # 07

% 8521 cos) —rsend 9 9
det (Jo (r,0)) = 82 000 | = | cond reosg | =T COS 0+rsen“d=r#0
or o0

Observacion 6.1 Normalmente los cambios de variable se representan como

x = x(u,v)

Yy = y(u,v)

0 (z,y) _ % g%

9 (u,v) = 5
Teorema 6.10 (Cambio de variable en integral doble) Sea A C R? y D = ¢ (A), siendo ¢ :
A — R2?, un cambio de variable. Sea f : D — R acotada e integrable. Si denotamos por

y la matriz Jacobiana como

z = ¢ (u,0)

y = ¢2(u,0)

entonces la funcion
(fop)-|det (Jo)|

es integrable en A y ademds se cumple la formula del cambio de variable

//Df(x’w dfﬂd@/://A (f o) (u,v) - |det (Jo (u,v))| dudv

Ejemplo 6.15 Calcula
// e_($2+y2)dxdy
D

D = {(as,y) eR? |22 +4% < 1,m,y>0}

donde

descrito en la grifica
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26 Capitulo 6. Integrales miiltiples de Riemann

usamos el cambio de coordenadas a polares

con

det (Jp) =

luego, por el teorema anterior usando que

22 42 = 2
tendremos
// ef(x2+y2)dazdy = // e " rdrdf
D A
stendo .
— 2 -
A_{(r,e)eR |0<r<1,0<0< 2}
theta |
A
I T T T N I"l
luego

) /2 1 )
// e " rdrdd :/ d@/ re " dr
A 0 0

e integrando primero respecto de r

y por tanto

[ ['retar= [ (L= )= Ty

Ejemplo 6.16 Calcula

Il (=1
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6.4. Cambio de variable en la integral doble 27

donde D es el triangulo formado por los ejes coordenados y la recta x + y = 1, realizando antes el
cambio de variable

U+ v

x fry
2
. u—v
Yy =

El conjunto D estd definido como
D={(z,y) eR*|0<2,0<y,0<z+y<1}

que podemos representar graficamente

Podemos comprobar que el cambio de variable indicado es vdlido

1. Inyectividad

u1+v1 . u2+v2 o
=S5 U V1 =1U v
up v up—v1\ (U2 +v2 Uz — 02 2 2 1+ v =uz +v2
2 7 92 9 2 —

7“151]1 = 7“2;1}2 < U] — V1 = U — V2

Sumando
2u1 = 2ug = U1 = U

y restando
201 = 2v9 = V1 = Vg

2. Obviamente es de clase C (Rz) .

3. Y finalmente la matriz Jacobiana

ST N
N[
N
~_
Q.
)
o+
N
Q|
|
g8
SEINS
S— | —
~_
Il
|
=
|
=~ =
Il
|
N =
N
(@)

tiene determinante no nulo.
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28 Capitulo 6. Integrales miiltiples de Riemann

Vamos a describir ahora el conjunto A = ¢ (D) con las nuevas coordenadas. Usando la definicion
de D

u-+v

0 < z=0< >0<u+v=—-u<vw

0 < yéog?éogu—v:vgu

de donde se deduce que
—u<v<u

como ademds

O§x+y§1:>0§(U;U>+<u;v)<1:>0§u§1

y el conjunto A estard definido como

A:{(u,v)eRQ\Ogugl,—ugvgu}

que podemos representar graficamente

Usando el teorema del cambio de variable

=y (x(u,v)—y(u,v))
// e<$+y>dazdy://e 7 (w,v) +y (v, v) "det <B(az,y)>) dudv,
D A a(uvv)
donde N B
r(u0) —y(uy)  H-t
z(wv)+y(wo) 40t 5w
por tanto

v

<x_y>
—1
//e Tty dmdy://eududv
D A 2

vy que podemos integrar facilmente aplicando el teorema de Fubini

Bl 1 u gl
//AeUQdudv:/O du/_ueu2dv
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6.4. Cambio de variable en la integral doble 29

integrando primero respecto de v

V=U

w U 1 ueg ue wue ! e—e 1
/ ¢ 2dv 2 2 2 u( 2 ) uSh (1)

u

v=—Uu

y después respecto de u

/01 du/:; eZ;dv _ /01 (wSh (1)) du = [U; Sh(1)} u=1 ) Sh2(1)

Ejemplo 6.17 Calcula
// dxdy
R

donde R es la region del plano limitada por las grificas fi :y =22, fo 1y =22 fs v =9%, fa: 2 = %
Realiza la integral en coordenadas cartesianas y mediante el cambio de variable

A continuacion realizamos la representacion del conjunto R

Y| f2/) f1 f4
f3
1 R
A
AB C D X

Podemos buscar los puntos de corte A, B,C y D, descartando el origen que es comun a todos

.2 _
{ T , = $:y2:(2.%'2)2:4$4<:>.%'(4.%'3—1):O<:>{ :L‘—(;/S @A:<2_2/3,2_1/3)

y =2z r=2"

=5 2 (222) —0

T = _y 9.4 3 1) _ z _ (9-1/3 51/3
{y=2§2 = =T =g = & (2 1)-0@{36:2_1/3 <:>B—<2 2 )
{;fi = w=y2=(w2)2=m4w(m3—1)=0<:>{ii? & C=(11)

_ @)t =0

r=13 _¥ _ —— 3_1) = :(1/3 2/3)
{y:x2 = =73 5 2<:>9:<2x 1> O(:){m:21/3 < D 2772
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30 Capitulo 6. Integrales miiltiples de Riemann

Para usar el teorema de Fubini tenemos que tener en cuenta que la funcion que va por encima (verde)
y por debajo (azul) depende del rango de valores de la x, viendo la grifica podemos distinguir
9—1/3

f2 1 fa Ja
// dedy = / dm/ dy+/ dm/ dy+/ dx/ dy
R 2-2/3 3 2-1/3 3 1 T

A<z<B Bg}rgc C<z<D
222 1 V2zx V2
= / da:/ dy+/ dx/ dy+/ dm/ dy
2—2/3 \/E 2—1/3 \/E 1 x2
2-1/3 1

- /22/3 (227 — V) do + /21/3 (\/ﬁ - \/5) dr + /121/3 (\/ﬁ - SUQ) dx

01/3

2—1/3 21/3

[2563 2x3/2] z=2"1/3 93/2,,3/2 2:::3/2] v=1 93/2,,3/2 $3] =21
= |= - + — +|— =
3 3 7=2—2/3 3 3 x=2-1/3 3 3 z=1
3—\/2>3+3f—4+3—\/2>3_1
6 3 3 6

Vamos a calcular la integral usando el cambio de variable indicado. Para encontrar el Jacobiano de este
cambio de variable (z,y) = (z (u,v),y (u,v)) usaremos el teorema de la funcion inversa, calculando

-1
primero el Jacobiano gé?;g y teniendo en cuenta que ggif{; = (ggzg)
0 (u,v) Qu - gu 2z —% 0 (u,v) 2 —%
= ] = vy Y :>det< ’ )z Vo o |=4-1=3#0

por tanto

0 (z, y)) 1 1
det = ==
(8 (u,v) det (gggzg) 3

Usando el cambio, las nuevas variables cumplirdn las siguientes igualdades

_ 2 _ 22 _ 2 _
2 Y=z = u-y—xQ—l
U= — <
Y _ 2 oz oz 1
2 2
V= —
x 2 2 2
T — Yy _ Yy _
rT=5 = ufmfy2/2f2

y el nuevo conjunto estard definido por
2 ].
A= (u,v)ER\§§u§1,1§v§2

que como vemos en la siguiente grifica es bastante mds sencillo que el conjunto D original
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6.4. Cambio de variable en la integral doble 31

y usando el teorema de Fubini la integral seria

o = J o G - o [ 3

- /1/12;(2—1)@:;(2—1) <1—;> :%

bastante mds sencillo que con el sistema de coordenadas anterior.

6.4.1. Cambio de coordenadas polares

El cambio de coordenadas mds habitual en integrales dobles es el cambio a coordenadas polares
que ya hemos visto, y se utiliza especialmente cuando el dominio D es algin sector circular o la funcién
del integrando es simétrica respecto al origen. Como sabemos este cambio viene dado por

r = rcosf

= rsenf

de forma que el Jacobiano seria

_O(zy) ( cosf —rsenf

- d(r,0) “ \ senf rcosf >:>|det(J)|:r

siendo el cambio en la integral dado por

// f(x,y)dxdy—/d& f(rcosf,rsenf)-r-dr
D D’

En la mayor parte de los casos se usard r como primera variable, de forma que la integral serfa

02 ra(0)
//f(:z,y)dmdy:/ dH/ f(rcos@,rsenf)-r-dr
D 01 r1(0)

Ejemplo 6.18 Calcula

// V4 — 22 — y2dzdy
D
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32 Capitulo 6. Integrales miiltiples de Riemann

siendo D el conjunto limitado por la circunferencia
=1,
con paso a coordenadas polares. En coordenadas rectangulares el conjunto D estaria descrito por

D:{(m,y)€R2|—1§$§1,—\/1—m2§y§\/1—:L‘2}

de forma que

1 V1—z?
// \/4—x2—y2dmdy—/ dx V4 — 2?2 —y?dy
D -1 —V1-z?

La integral, aunque simple, es bastante laboriosa, sin embargo, si hacemos el cambio a polares, el
dominio vendria expresado pot

A=p(D)={(r0)eR*|0<r<1,0<6<2r}

La integral se transforma en

27 1 1
[ VimE= sty = [ VIm@EAasay = [[ Vi = [Tao [ - ar

que respecto de r es inmediata
1 4 — 42)3/2 r=1 4132 (4032
/T(4—T2) dr:!—( T) ] :_( ) +( 0) 8 V3
0
r=0

3 3 3 3
e integrando ahora respecto de 6

/Ozﬂdefolr(zx—r?)%dr—/:ﬂ (2—\/§>d9—2ﬂ(§_\/§>

Para el caso de un dominio definido mediante circunferencias de tipo general centradas en un punto
(a, B) y radio r de ecuacién

N[

(z—a)+(y—B)° =r
se realizaria el cambio de coordenadas

r = «o-+rcosb

= [B+rsenf

mientras que el Jacobiano serfa el mismo.
Si el recinto estd definido mediante elipses de centro («, 3) y semiejes a y b, el cambio vendria dado
por

r = «a+arcosf

y = [B+brsent

siendo el jacobiano

o(z,y) acosf —arsenf d(z,y)
a(r,0) (bcos9 br cos )j'det<8(r,9)

‘det ( acos@ —arsenf

_ 2 2 i
bsend  brcos6 )‘_ }abrcos 0+ abrsen“f| =abr
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Ejemplo 6.19 Calcula

/] dad

siendo D el conjunto limitado por la circunferencia
2?4+ y? = 2z,
La ecuacion de la circunferencia es
Py —2r=0=(z-1)>4+42=1
con centro (1,0) y radio 1. El cambio a coordenadas polares seria

z—1 = rcosf

y = rsenf
Con este cambio, el dominio serd
A={(r0) eR*[0<r<1,0<0 <21}

y la integral

27 1 27
// dazdy:// |detJ(r,0)]drd9:/ d@/ rdrd@z/ [T
D A 0 0 o L2

Ejemplo 6.20 Calcula

/[ dad

siendo D el conjunto limitado por la circunferencia
x2+y2:2x, Y x2+y2:4x

y las rectas y =z, y = 0.
El conjunto estd definido en la siguiente grifica
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donde se puede comprobar que hay dos regiones: la primera con 1 < x < 2, en el que la curva y = x
estd por encima (verde), mientras que la circunferencia de ecuacion x*+y? = 2z, estd por debajo (en
azul y en este caso y = V2x — x2). Y otra region con 2 < x < 4, en el que la curva que va por encima
es la circunferencia de ecuacion x? + y* = 4x (en este caso y = V4x — 22) y la curva y = 0, va por
debajo. La integral sobre D seria

2 pr 4 p\Ar—2?
// dedy = // dydac—i—// dydz
D 1 V2x—a2 2 0
2

4
o y=x y=+v4x—12
= /1 [y]y:\/m dx + . [y]y:[) dzx

2 4
= / <m—\/2x—w2>dac+/ (\/4x—x2>dx
1 2
2 2 4
= /xdw—/ \/2:E—:E2dx+/ VAdzx — 2%dx
1 1 2

Calculamos cada integral por separado. La primera integral es directa

2 272=2
4
/ xzdx = [m] = - —
1 2 z=1 2
Para la sequnda y teniendo en cuenta que 2z — 22 = 1 — (x — 1)%, hacemos el cambio (x —1) = sent

con dx = costdt y2z—2% = 1— (v — 1)2 = 1—sen?t = cos®t, mientras que los extremos de integracion
se obtienen parat =0 (cuando x =1) yt= 5 (cuando v = 2)

2 z ™ ™ t==
1 3 2t t sen 2t 2
/ \/2x—x2da::/2 \/cos2tcos7fdt:/2cos2talt:/2 <+C%> dt = {_Fsen } _T
1 0 0 0

2 2 4,

N =
[\

y para la tercera es similar, teniendo en cuenta que 4v — x? = 4 — (x — 2)2, hacemos el cambio
(x —2) = 2sent con dx = 2costdt y 4w — a2 =4 — (x — 2)? = 4 — 4dsen?t = 4 cos? t, mientras que los
extremos de integracion se obtienen parat =0 (cuando v =2) yt = 5 (cuando x = 4)

4 jus jus s
1 2t t 2t
/ \/4m—x2dm:/2 V4COS2t(2COSt)dt:/2 4(:05275617324/2 <+COS> dt =4 [2+sen ]
2 0 0 0

2 4

y la integral seria

3 7 3m+6 3
dedy=2—" 47 = =2 (12
//D wdy =5 — o+ 1 4(7T+)

Si se hace el cambio a coordenadas polares

x = rcost

y = rsenf

entonces podemos comprobar que el dngulo 0 debe cumplir
T
0<h<~—
- T4

mientras que para el radio, que depende de 0, se cumple

2cosf <r <4cosf
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6.5. Cambio de variable para integrales triples 35

y el dominio con estas nuevas variables viene definido por

A= {(r,&) €R2|2c059§r§4c059,0§0§ %}

y la integral

T 4cos0 T 72 r=4cos 6
// dedy = // |det J (r,8)| drd6 :/ do rdrdf :/ [] do =
D A 0 2cos 0 0 2 r=2cos 0
f1 : : 2019~
/42[1660520—400529] dg = /4660520(19:/43(1+00820)d9:3[Q—I-Sen }
0 0 0 0=0

3[77 1} :37T+6

42 4

6.5. Cambio de variable para integrales triples
Como en el caso de dos variables, es posible realizar cambios de variable en integrales triples.
Definicién 6.11 Se dice que la aplicacion ¢ : A C R — R3, es un cambio de variable si cumple:
1. ¢ es inyectiva.
2. peCL(A).
3. La matriz Jacobiana de ¢ es no singular, es decir

det (Jo (u,v,w)) # 0, V(u,v,w) € A

Observacién 6.2 Normalmente los cambios de variable se representan como

x = z(u,v,w)
= y(uv,w)

= z(u,v,w)
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36 Capitulo 6. Integrales miiltiples de Riemann

y la matriz Jacobiana como

or  dr oz
Oy2) [ % 8 %
0 (u,v,w) bie 50 %Y
Du B ow

Teorema 6.11 (Cambio de variable en integral triple) Sea A C R® y V = ¢ (A), siendo ¢ :
A — R3, un cambio de variable. Sea f:V — R acotada e integrable. Si denotamos por

x = ¢ (u,v,w)
= @2(”7’071‘))

= ¥3 (uv v, w)

entonces la funcion
(f o) - [det (Jo)|

es integrable en A y ademds se cumple la formula del cambio de variable

[ 1 @vydeavaz = [[[ (7o) o) 1aet (76 (w00 dudvas

6.5.1. Cambio a coordenadas esféricas

Uno de los cambios de coordenadas méds habituales en integrales triples es el cambio a coordenadas
esférica que viene dado por el cambio de coordenadas

r = rsen¢cosb
= rsen¢senf

z = rcos¢

y se emplea habitualmente caundo en la frontera del dominio V intervienen superficies esféricas y
cénicas del eje OZ.de forma que el Jacobiano serfa

0 (z ) sen¢cosf —rsengsenf 71 cos@cosb
J=—"2"0—| sen¢senf rsenpcosf rcospsend | = |det(J)| =r?sens
" cos ¢ 0 —7rsen ¢

y el cambio en la integral viene dado por

f(z,y,2)dedydz = f(rsengcos®, rsengsend,rcose) - r2sen - drddde
JI ot ey [ 1 >
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Ejemplo 6.21 Calcula

/// V2 +y? + 22dzdydz
\%

siendo Vel volumen de la parte de las esfera x> + y? + 22 < 1, contenido en el primer octante. La
representacion grifica del conjunto seria

El conjunto en coordenadas esféricas esta definido como

A={(0,6) R} [0<r <10<0< T50< <

}

[[[ Ve st = [[[ r(2sen) aranao = [[] 15 senoaranas

y usando el teorema de Fubini

w/2 /2 1
/ / / r3 sen ¢pdrdfde = / do / sen ¢do / r3dr
A 0 0 0
1 4qr=1
sy |7 _1
/0 rdr = |: 4 :|r0 a 4
w/2 w/2 1 w/2 w/2 1
/ do / sen ¢do / r3dr = / do / = sen ¢ddo
0 0 0 0 0 4

st ahora integramos respecto a ¢

m/2 1 1 p=rz
/0 1 sen ¢pdop = [—4 cos qb] oo =1

/2 /2 1 /2 1 T

/// Va? 4 y? + 22dzdydz = T
% 8

Nl 3

T
2

por tanto

Integramos en r

de forma que

de forma que

por tanto
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r0.2) !

6.5.2. Cambio a coordenadas cilindricas

Otro de los cambios de coordenadas més habituales en integrales triples es el cambio a coordenadas
cilindircas que viene dado por el cambio

T = rcosf
= rsenf
z = z

y se emplean frecuentemente cuando volimenes cuyas fronteras estdn determinadas por volimenes de
revolucién de eje OZ.de forma que el Jacobiano seria

9 (z.y, 2 cos@ —rsenf O
J=—=2"""=1| senf rcos 0 | =|det(J)|=r
d(r,0,z) 0 0 1

y el cambio en la integral viene dado por

///Vf(fﬂayaz)dfdydzz///Af(rcose,rsene,z)-r-drdadz

Ejemplo 6.22 Calcula
dxdydz

M v

siendo Vel volumen limitado por las curvas z = 0 y z = 4 — 22 — y?. En la siguiente grifica vemos
una representacion del conjunto, siendo la parte del paraboloide que estd por encima del plano z = 0.
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6.5. Cambio de variable para integrales triples 39

El conjunto en coordenadas cartesianas estaria definido por:
D = {(:L‘,y,z) ER|0<2<4; —Vi—z<z<Vi—z—\Vi—-z—22<y< \/4—z—$2}
mientras que el conjunto en coordenadas cilindricas estaria definido como

A={(r0,2)eR*|0<0<2m 0<2<4; 0<r<+V4d—2z}

///V¢$;Ty2d$dyd2=//f4frdrd0d¢=//fqzdrdzda

y usando el teorema de Fubini

2r 4 Vi—z
///zdrdzd&z/ dG/ dz/ z dr
A 0 0 0

Va—z
/ zdr=[2r]l2Y"F = 2VA— 2
0

27 4 Va—z 2 4
/ d9/ dz/ sz:/ d9/ zV4 — zdz
0 0 0 0 0

Para realizar la integral respecto de z, hacemos cambio

por tanto

Integramos en r

de forma que

4—z=t’=2=4—1% ydz = —2tdt

la integral queda

2 2
—2/(4—t2) tzdt—Q/(t4—4t2) dt=2 S =22 Sg
5 3 5 3
por tanto
4 z=4 6 6
VA= 2dz = |Z (4— — - (4- = (4232 ) = (- ) =2
/OZ w [5( S 5 3 5 3) 15

st ahora integramos respecto a 6

27 4 27
/ d9/ z2V4 — zdz = / EdG = @
0 0 o 15

15

por tanto
2561

drdydz = .
xdydz 15

M v

///dedydz

siendo Vel volumen limitado por la region del cilindro z® + y?> = 2y que es interior a la esfera
2 + 9% + 22 = 1. En la siguiente grifica vemos una representacion del conjunto,

Ejemplo 6.23 Calcula
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40 Capitulo 6. Integrales miiltiples de Riemann

La ecuacion del cilindro se puede poner como
P2+ y-1)>%=1

La esfera en cartesianas seria

E = {(m,y,z) eER?|-1<z< 1;—ﬂ§y§ \/1—1‘2;—\/1—1'2—,22 <z< m}
mientras que el cilindro, también en cartesianas, seria

C={(x,y,z)eR?’\—leSl;l—mgygl—i—m;—lgzgl}

La interseccion entre E y C' es
V:{(x,y,z)€R3|—1§x§1;1—\/1——x2§y§ \/1—:62;—\/1—:62—z2§z§ m}

donde para los intervalos de cada variable se ha tomado el mayor de los extremos inferiores como
extremo inferior y al menor de los extremos superiores como extremo superior

mfn{1+\/1—:c2,\/1—a¢2}:\/1—332
méx{l—\/l—aj2,—\/1—:):2}:1—\/1—1:2

en cartesianas tmplicaria calcular la siguiente integral

1 Vi-z? V1-z2—y2
/ da:/ dy/ dz
—1 1-v1-22 —V1—22-22

En coordenadas cilindricas

V:{(m,y,z) €R?| -1 < Rcosf <1;1 —+/1—R2cos?0 < Rsenf < V1= R2cos20; —\/1 - R2< z<+\/1— R

Ejemplo 6.24 Calcula
/// zdxdydz
v

Vi{(r,y,z2) eR |2 +y2 < 2% 22442 +22<1; 2>0}

siendo V' la region definida como

En la siguiente grdifica vemos una representacion del conjunto,
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Calculamos la interseccion de las dos superficies

:132-|-y2:z2 .
=922=1=22="=S2=4——

224242 =1 2 V2
como z > 0, tenemos que usar z = % y el corte entre las dos superficies es el circulo
1
2
x ==
+y 5

Esta claro que la variable z cumple
0<z<1

Si ocurre 0 < z < \/Li’ entonces estamos dentro de la porcion de paraboloide que hay dentro de la

esfera, es decir se cumple x* + y? < 22, por tanto podemos tomar
—z<z<z

mientras que para y se debe cumplir

—w/z2—x2§y§~’z2—x2

=l - VI
/\/§ dz/ dm/ zdy
0 e Sy
1

Si ocurre 7 < z < 1, entonces estaremos en la esfera que cae dentro del paraboloide, es decir se

La integral en este conjunto es

cumple, 2% +y? + 22 < 1, por tanto podemos tomar

—V1-22<zx<+y1—22

mientras que para y se debe cumplir

—V1-a?2-22<y<y1-—2a2-22
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42 Capitulo 6. Integrales miiltiples de Riemann

y la integral en este caso es
V122 V1—z2—22
/ dz / / zdy
V1—z2 Vi—z2—22
No obstante si utilizamos coordenadas cilindricas, entonces, se simplifican bastante los resultados. En

el primer conjunto, en el paraboloide dentro de la esfera, se cumple x> + y?> < 22, en coordenadas
cilindricas equivale a 0 < r < z y tendremos

7

y la integral seria

27 1 z 27
/ de/ﬂdz/ zrdT:/ Tw=T
; ; A ) 32 16

mientras que en el sequndo conjunto, en la esfera dentro del paraboloide, se cumple > + % + 22 < 1
y en coordenadas cilindricas equivale a

1
— < z<1
ﬁ — i
0 < 6<2r
0 < r<+1-—22

stendo la integral
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6.6. Aplicaciones de la integral miiltiple

6.6.1. Integral doble
Caélculo del volumen bajo una superficie

Sea f: D C R? — R, acotada y positiva en D, el volumen limitado por esa superficie y el plano
OXY viene dado por la integral doble
// [ (@,y) dxdy
D

Ejercicio 6.1 Obtén el volumen de la piramide limitada por los planos coordenados y el plano x +
2y + 3z = 6. (Solucion: 6)

~f—t
/AN

La piramide corta en los ejes coordenados con los puntos (6,0,0), (0,3,0) y (0,0,2). Fijamos el valor
x, estd claro que 0 < z < 6. Si tomamos z = 0, entonces debe cumplirse x + 2y =6 y como x € [0, 6]
debe ocurrir que y = % (6 —z) € [0,3], luego debe cumplirse

1
0<y< 5(6—33)
y para z debe cumplirse
1
0<z< 5(6—33—29)
Luego el dominio V puede definirse como
1 1
V= {(a:,y,z)eR\Oéxs&ogys5(6—w>;0§z§ g(ﬁ—w—2y)}
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44 Capitulo 6. Integrales miiltiples de Riemann

Para calcular el volumen debemos calcular la integral triple sobre el conjunto

6 %(G—I) %(6—1—23;)
/// dxdydz = / dx/ dy/ dz =
\%4 0 0 0

%(6_1) z:%(G—m—2y)

dy [Z]ZZO

I
S
=
S—

_ /06 (; 6(;(6—1-)) —x<;(6—x)> _ (;(6—3:)>2>>da:

R J@-621"" [6-06)? 0—-6)>°] 6
- feora [ -[5[05

36 | 62
Ejercicio 6.2 Halla el volumen del sélido limitado por el paraboloide z = x%+1y?, el cilindro 2% +y* = 1
y el plano OXY . (Solucidon: 7).

El conjunto estd representado en la siguiente figura

=6.

117

T

Se pide

// dxdydz
D

La interseccion entre el paraboloide y el cilindro es
=z=1
z? + y2 =z
mientras que el plano OXY tiene de ecuacion z = 0, por tanto podemos poner 0 < z < 1. Una vez que
se fija el valor de z, entonces dClaramente la variable donde

D={(z,y,2) eR|0<2<1}
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Ejercicio 6.3 Halla el volumen del sélido comprendido entre las superficies z = zy, el plano OXY y

los cilindro 22 + y> =1 y (x — 1) + (y — 1)* = 1. (Solucion: 3z

Caélculo del drea de recintos planos

Para una regién plana D comprendida entre dos curvas, se cumple

Area(D) = //D dzdy

Cailculo del volumen de un cuerpo

Para hallar el volumen se utiliza la integral triple

Volumen (V') = / / / dzxdydz
v
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