Capitulo 5

Aplicaciones del calculo diferencial de
funciones de varias variables

En este capitulo vamos a extender al caso multivariable los resultados visto en el cdlculo diferencial
de una variable sobre polinomio de Taylor y extremos de funciones.

Recordemos que para el caso de una variable: Si f € C™ (I) y xg € I; entonces podiamos construir
el polinomio de Taylor de orden m como

Tonf (50) = f (20) + 11" (20) (& = 0) & 51" (z0) (& = 0)? + -+ 1™ (o) (& = 20)"

junto con el resto en la forma de Taylor

1

mf(m) (&) (= — ﬂffo)mJrl .

Tmf ($§ xO) =

Para el caso de n variables tenemos una expresién parecida.

5.1. Polinomio de Taylor para funciones de varias variables

5.1.1. Polinomio de Taylor de orden 1: el plano tangente.

Definicién 5.1 Sea f: A C R" — R, con A abierto. Supongamos que f tiene derivadas parciales
hasta el orden 1 en A y sea a € A, definimos el polinomio de Taylor de orden 1 en d, o centrado en
a, a la funcion definida por

L7 +Z O @y wi—a =@+ L @ @)+ 2 (@) (- an),

Usando la definicion de gradiente de f podemos poner
Tf(z,d)=f(a)+Vf(ad) (¥ -d).
Como caso particular para una funcion de dos variables el polinomio de Taylor para f (z,y) en (a,b) €

R?, seria

Iif ((=y),(a,0) = f(a;b) + 57 (a,b) (fﬂ—a)+g(a,b) (y—b)
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Esta expresion es la ecuacién de un plano en R3, que se denomina plano tangente a f (z,y) en el punto
(a,b)

z:f(a,b)+gi(a,b)(x—a)—kg‘;(a,b)(y—b):f(a,b)+Vf(a,b)-(az—a,y—b)

Ejemplo 5.1 Calcula el plano tangente a la funcion f (x,y) = 14 — 22 — y? en los puntos (1,2) y
(0,0).
Necesitaremos las derivadas parciales de f (x,y)

_ of _
87(3:’:”) =2z y gy(wvy) = —2y.

Y para el punto (1,2) tendremos

F(1,2) = 14-1-4=9
Vf(,2) = <g£(1,2),g£ (1,2)> = (—2,—4)

luego el plano tangente vendria dado por
z o= Nif(zy)=f12)+Vf(1,2) (-1y—-2)=9+(-2,-4) (- 1y-2) =
= 9-2(z—-1)—4(y—-2)

= 19—-4y -2z
La ecuacion del plano tangente seria en forma implicita
2 4+4y+2=19
En la grifica 5.1 podemos comprobar grificamente como el plano es tangente a la superficie definida
por f(x,y)

Para el punto (0,0) se procede de la misma forma, evaluando cada funcion en ese punto:

£(0,0) = 14

V£(0,0) = <g£ (0,0), gi (0,0)> = (0,0)

y el plano tangente vendria dado por
Tof (z,y) =14 = z = 14.
que es un plano constante y que podemos ver en la grifica 5.2
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5.1. Polinomio de Taylor para funciones de varias variables 3

Figura 5.1: Plano tangente a la funcién f (z,y) = 14 — 22 — 2 en el punto (1,2)

5.1.2. Polinomio de Taylor de orden 2

Definicién 5.2 Sea f: A C R" — R, con A abierto. Supongamos que f tiene derivadas parciales
hasta el orden 2 en A y sea @ € A, definimos el polinomio de Taylor de orden 2 en @ o centrado en
a, a la funcion definida por

of 1 — 8%f
Tof (7, @ )+ Z oy (D @i—a)+ 5 3 5o (@) @i = a) (@5 - 0)
7j_ !

que usando las expresiones del Gradiente y del Hessiano de f en el punto @ se puede expresar como

Tof (7, @) = [ (@) + VI (@) (T @) + = (T - @) Hf (@) (T - D)

21
donde
92 o2
873;%‘ (?) o 81‘16{1371 (7) IL‘1 - CL1
(7 - @) Hf (@) (7 - @)= (z1—a,...,Tn — an) :
92 52 _
gt (@) - a*f (@) In = An

Claramente, el polinomio de Taylor de orden 2 se obtiene a partir del polinomio de Taylor de orden 1
al que le anadimos el término correspondiente a las sequndas derivadas

Lf (7, @) = Thf (7,77) + 5 (7~ @) Hf (@) (7 - @)

Por clarificar la expresién dada, veremos como queda para una funcién de 2 variables, es decir,
para n = 2

Tof ((z,y), (a,b) = f (a,0) + LD (@ — a) + 220 (y — a)
a a a 2 a
3 (4 @ - 0) + 5D (0 - a) (v — ) + T2 (0 - 0) (y - 1) + L (y - v)°)
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4 Capitulo 5. Aplicaciones del calculo diferencial de funciones de varias variables

Figura 5.2: Plano tangente a la funcién f (z,y) = 14 — 22 — 2 en el punto (0, 0)

Si las derivadas parciales segundas son continuas, entonces

0% f 0% f
(av b) =
0xdy Oz, Ox

(a,b)
y por tanto

Tof ((2,y),(a,b) = f(a,0) + G (a,b) (x — a) + 5L (a,0) (y — a)

2 2 2
+h (G4 @0 -0+ 20 L @) - a) = 0) + 54 (@) (-0

o bien en forma matricial quedaria como

_ o, S hab) 2L\ (a—a
T2f ((w7y) | (a’ b)) B f(a7 b)+Vf (a7 b) (w o b)+2 (w " b) < agzgx (CL, b) %J;y(a, b) ( Yy — b ) .

Ejemplo 5.2 Calcula el polinomio de Taylor de grado 2 en (0,0) para f (z,y) = (:c2 - 3:5) ¥, Nece-
sitamos las derivadas parciales primeras y sequndas

( 2
O () = 20
T
O (0y) = (22— 3) e =
61’ 62f 5
82
, S (0:0) =20 (20~ 3) e
3_:75 (z,y) =2y (* — 3z) eV’ =
2
g—yJ; (x,y) = (2 (ac2 — Sx) + 492 (:1c2 — 3:U)) v’
\
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0% f B 0% f
oxdy  Oyox’

Notar que de forma que

Vi(zy) = <(2x_3)€y2,2y(x2—3x)692>

_ 2¢v” 2y (22 — 3) v’
Hf (%y) - ( 2 (233 . 3) ey2 (2 (x2 _ 3:1:) + 4y2 (x2 _ 3-75)) ey2 )

Evaluamos todas las funciones en el punto (0,0)

(0,00 = 0
Vf(0,0) = (-3,0)

i = ()

Con estos valores, el polinomio de Taylor de orden 2 buscado serd

0
0

N——

Tof (.9) = £(0,0)+V(0,0) (5= 0,5~ 0)+ 2 (— 0,y —0) Hf (0,0 ( )

_ (_3,0)-(x,y)+;(x’y)(§ 8) <§>

= —3x+ a2

En la grafica 5.8 podemos ver cémo cerca del punto (0,0) ambas funciones son my parecidas

Figura 5.3: Polinomio de Taylor de orden 2 de la funcién f (z,y) = (2? — 3z) ¥’ en el punto (0,0).
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6 Capitulo 5. Aplicaciones del cdlculo diferencial de funciones de varias variables

Ejemplo 5.3 Calcula el polinomio de Taylor de grado 2 en (1,1,0) para la funcion f(x,y,z) =

% — ze”. La expresion del polinomio de orden 2 en (1,1,0) seria

z—1
Tgf(sc,y,z)=f(1,1,0)+Vf(1,1,0)(:C—l,y—1,z)+%(x—l,y—l,z)Hf(l,l,O) y_]-
z

Calculamos las derivadas parciales primeras y sequndas

( 82f

a2 (x,y,2) = —ze®

of » 9?
($,y,z):i—ze = 8x;:y(a:,y,z):—yl2

&l

e
\ Ozaz Y T E

( 32f 1
%(%yvz) =T

af 82 f

87y($>y>z):_y%:> @(xvyaz):%
0% f
8yaz <flf,y,Z) =0
782f (x,y,2) = —e”
920z Y F T

af . 0% f

& (‘T7y7’z) =—e = 828y (xaya Z) -
0% f

L @(‘/E?y)'z)zo

De forma que

8

Vf (CC,y,Z) = (1 — z€ 7_;27_6:1:)

Y
—ze* —y% —e”
Hf(wyo)=| & % 0
—e® 0 0
y evaluamos todas las funciones en el punto (1,1,0)’
f(1,1,0) = 1

vf (1a1a0) = (17_17_6)
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5.1. Polinomio de Taylor para funciones de varias variables 7

0 -1 —e
Hf(1,1,00= -1 2 0

Sustituimos estos valores en la expresion del polinomio de Taylor de sequndo orden para obtener

rz—1
1
TQf(l',y,Z) = f(1,1,0)+Vf(1,1,0)(IE—1,y—1,2)+§(3}—1,y—1,Z)Hf(1,1,0) yil
z
1 0 -1 —e z—1
= 1+(1,—1,—e)(a:—1,y—1,z)+§(x—1,y—1,z) -1 2 y—1
—€ z

0
0

1 1—y—ze

— 14 (@-D-@-D-e)t5@-Ly-12) | —o+2y-1
l—a:

= 1—|—:L‘—y—ez—{—(m—y—i—ze—my—i—yQ—mze)

= 142z —2y—ay+y>— zze.

5.1.3. Polinomio de Taylor de orden n

Los polinomios vistos en el apartado anterior son casos particulares del caso general del polinomio
de Taylor de orden n, que viene dado por la siguiente definicion.

Definicién 5.3 Sea f: A C R" — R, con A abierto. Supongamos que f tiene derivadas parciales
hasta el ordenn en A y sea @ € A. Sea @ € A, definimos el polinomio de Taylor de orden n en @, o
centrado en @, a la funcion definida por

— L 1N~ 0f L~ &f
TS @ T) = J@) 452 g ()= a) g 3 g (@) ) @ - oo
1= i,j=1
1 o f —
+% Z a:L‘lla:L"Lg' amzm(a)($7’1_all)(xm_aZZ)H.(‘TZm_aZm)‘

115y im =1

Se trata de una funcién polinomial de grado n y por su construccion estd claro que

Tof (7, a)=T,1f (2, a)+ ml N ZZ;L 4,04, - Oxy, (@) (zsy — aiy) (T3, — aiy) (T, — @iy,)

Veremos un ejemplo practico para calcular un polinomio de Taylor de orden n = 3.

Ejemplo 5.4 Halla el polinomio de Taylor de grado tres para la funcion f (z,y) = z¥ en un entorno
del punto (a,b) = (1,1). Usa este desarrollo para calcular de forma aprovimada el valor de 1,11:02.
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Capitulo 5. Aplicaciones del cdlculo diferencial de funciones de varias variables

Necesitaremos las derivadas parciales primeras, sequndas iy terceras.

82
5 8;; (z,y) =y(y—1)av?
O (2,y) = yav 1 =
8(13 an
900y (r,y) =2v"1(1+ylnx)
82
5 ay(‘)fx (r,y) =2v"1(1+ylnx)
or (x,y) =a¥Ilnz =
83/ aZf 9
8y2 ($7y) =¥ (lnx)
0% f 0% f

Notar que

50 (z,y) = 500 (z,y) para las derivadas cruzadas de orden 2 y también ocurrird lo
xdy yox
mismo para todas las derivadas terceras

03f O3f O3f

3:E28y (ﬂf,y) = axayO’w (:C’y) = ayala (-’L“,y) = :L'y_z <2y + y2 Inz — ylnx — 1)
1 ?f 0 f y-1

a2 = = 54" =qxY7" (2 1 1

920,72 (z,9) 9020y (z,9) By20z (z,y)=2Y" (2+yhhz)hz

mientras que

03

ajé(w,y) = yly-1)(y—2)a¥?
3

Sy = o)’

Si ahora evaluamos todas las funciones en el punto (1,1), tendremos
f(1,1) =1

Vil,1) = <g£(1,1),%(1,1)>:(1,0)

0% f 0% f
Hf(l’l)_ 82f 82f - 1 0
5y0s D 5z (LD
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5.2. Miaximos vy minimos de funciones de varias variables 9

y para las terceras derivadas

ai;{ﬂ LD = ayaagjay 1= aizgm 1) =0
gi‘é (1,1) = 0
(;?’y]; (1,1) = 0
Sustuimos estos valores en la expresion del polinomio de Taylor de orden 3

of o) = £ 1.1) + (L0 @y 2 )+

2 2 2
3 (E @ -1 2850 e - D -1+ HE w-17%)

T

3 3 2 3
3 (B @ - 1P+ 35D (- 12 (- 1) + 350 (- 1) (- 17 + TG (y - 1)°)

Y usando los valores obtenidos

Tif (z,y)=1+(1-(z—-1)+0-(y—1))+
—G—%(0-(33—1)2—1—2-1-(m—1)(y—1)+0-(y—1)2)

+31 (0~(x—1)3—|—3-1~(x—1)2(y—1)—|—3-0~(:U—1)(y—1)2+0-(y—1)3>
obteniéndose el valor del polinomio
1
Tsf (w,y) = 1+@-D+@-DE-D+5@-1)*y-1)

R PR S SP g
T o T TRy TRt YT oY

que como vemos es de grado 3.
Ahora podemos calcular el valor 1,1%92. Para ello tenemos que el polinomio se ha obtenido en el
punto (1,1)

=11 1 1 1 1
11902 50 TT N o 11102) == +1.1—=(1.02) + = (1.1)2(1,02) — = (1,1)% = 1,1021
: y = 1,02 (1,1,1,02) 5 T L 2(,)Jr2(,)(,) 2(,) ,

5.2. Maéaximos y minimos de funciones de varias variables

En esta seccién se introducen técnicas bédsicas para resolver problemas elementales de optimizacién
matemaética. Optimizar una funcién es encontrar los valores méaximos y minimos que toma dentro de
un determinado conjunto. Segin el conjunto en el que se buscardn los maximos y minimos de la
funcién distinguiremos problemas de optimizacién sin restricciones, problemas de optimizacién con
restricciones de igualdad y problemas de optimizacién sobre compactos.
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10 Capitulo 5. Aplicaciones del cdlculo diferencial de funciones de varias variables

Definicién 5.4 Sea f: A C R" — R una funcion real de n variables, sea @ € A.

1. Diremos que f tiene un minimo relativo o local en @ <= 3¢ > 0: f () < f (@), VT €
B(@,e)NA<=Je>0VT cAcon |7 -7d||<e=f(a)<f(T).
2. Diremos que f tiene un méximo relativo o local en @ <= 3¢ > 0: f(a) > f(Z), VZ €

B(d,e)NA<+=Je>0Vr cAcon |7 —7d|<e= f(a)<f(T).
3. Diremos que f tiene un minimo absoluto o global en @ <= f (@) < f (%), V2 € A.

4. Diremos que f tiene un méximo absoluto o global en @ <= f (@) > f (@), VZ € A.

Un punto que es maximo o minimo de una funcién se dice que es un extremo de la funcién, y puede
ser local o global.

,Cémo podemos calcular estos extremos? Si la funcién tiene, por ejemplo, un minimo, deberia
suceder que en cualquier direccién en la que nos moviéramos a partir de ese punto la funcién deberia
aumentar su valor, al menos localmente.

5.2.1. Problemas sin restricciones

Buscamos condiciones para encontrar los extremos locales de una funcién sobre todo su dominio que
supondremos un conjunto abierto, aunque en caso contrario, siempre podemos considerar su interior.

Teorema 5.1 (Condicién necesaria de primer orden) Sea f: A CR"™ — R, f diferenciable en
— . . . . — .
a € A. Sila funcion f tiene un extremo relativo en o, entonces debe ocurrir

df (@) (Z)=0;V7 € A

Se deduce directamente que si f € C'(A), entonces como df (@) (Z') = Vf () (T) y la condicion
necesaria es equivalente a:

Vi(a)=0

. e — L . . .
Definicién 5.5 Un punto @ € A que cumple la condicion necesaria de primer orden se demomina
punto critico.

La ecuacién anterior es una ecuacion vectorial y equivale a que cada derivada parcial de f se anule

—

en el punto «a
of

—~ (a)=0,Vk=1,...
8$k(a) ) ) 7n

Las soluciones de este sistema son los posibles candidatos para ser extremo (maximo o minimo).

Por 1ltimo, indicar que el teorema es una condicién necesaria, en el sentido de que un punto que
no la cumpla, no puede ser extremo; pero por otra parte que un punto cumpla la condicién no significa
que sea extremo, exactamente como pasaba en el caso de las funciones de una variable.

Definicién 5.6 Un punto critico de una funcion f que no es un extremo se denomina punto de silla
y verifica que respecto a una determinada direccion es un minimo relativo y con respecto a otra, €s un
mdaximo relativo. sTe suena la imagen de la figura 5.4
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11

Figura 5.4: Punto de silla. Mientras que en la direccién del eje OX hay un maximo en el origen, en la

direccion del eje OY se trata de un minimo.

Ejemplo 5.5 Vamos a calcular los puntos criticos de la funcion
f (:I"ay) = _332 + 233y - 2y27

para ello plantearemos el sistema V f (x,y) =0, es decir

af B B
92 (,y) =0= —22+2y=0
of B
% (r,y) =0=22—-4y =0

En este caso es un sistema lineal que tiene por solucion unica el punto (0,0), luego este es el unico

punto critico.
—2 4 22y — 20°
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12 Capitulo 5. Aplicaciones del cdlculo diferencial de funciones de varias variables

Notar que la funcion f se puede expresar como
f@wﬁz—w”+%y—%ﬁ=—<@—yf+yﬁ

luego siempre se cumple f(z,y) < 0, el mdzximo se alcanza en aquellos puntos donde se cumpla
f(z,y) =0, es decir,

z—y=20
—((x—y)2—|—y2>:0<:> Sr=y=0
y=20

es decir, el mdazimo se alcanza en el punto (0,0) que como vemos es el inico punto critico de f (x,y) .
Ejemplo 5.6 Vamos a calcular los puntos criticos de la funcién
flz,y, 2)=a%+9y°+42%2 — 222+ 224+ 2yz — 3

Para ello, planteamos el sistema V f (x,y,z) = 0, es decir

0
%(w,y,z):02>2x—2z:o
of
—(2,4,2) =0=2y+22=0
9y (x,y, 2) y+ 2z

of

a—(:ﬂ,y,z):():>8,z—2x—|—2+2y:0

z
Cuya solucion se obtiene facilmente, ya que de la primera ecuacion x = z y de la sequnda y = —z.

Estas igualdades llevadas a la dltima ecuacion la transforman en
1
82—22+2—2z:02>4z:—2=>z:—§

Yy por tanto

PR 1 —_—
Ty Y7

N 11 1
a =\|—55'"5
2°2° 2

Ya hemos comentado, que como pasaba en una variable, esta condicién es necesaria, pero no
suficiente. Sin embargo este resultado nos ayuda para calcular los extremos relativos puesto que nos
da los candidatos a ser extremo. Necesitamos una condicién suficiente para decidir si un punto critico
dado es un extremo y también como en el caso de una variable, tenemos que recurrir a las segundas
derivadas.

El tnico punto critico es

Teorema 5.2 (Condiciones suficientes de segundo orden) Sea f: ACR" - R, f € C2(A) y
@ € A un punto critico de f. Sea la sucesion de menores principales asociados al Hessiano de f, es
decir, sea

siendo .y o/
— —>
Tﬁ(a) axlaxk(a)
Apf (@)= : )
Pf (= O2f (—
8zk8x1(a) Tz,%(a)
entonces:
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5.2. Miaximos vy minimos de funciones de varias variables 13

1. Si Apf (@) >0, Vk = d es un minimo relativo estricto.
2. 8i (—1)* Apf (@) >0, Vk = @ es un mdzimo relativo estricto.

3. SiARf (@) #0, Yk, pero no se cumple ninguna de las dos opciones anteriores = @ es un punto
de silla.

4. En otro caso, no podemos afirmar nada sobre la naturaleza del punto critico @ .
Ejemplo 5.7 Vamos a determinar los extremos relativos de
flay,2) =2+ + 22 —ay+ 0 — 22

Primero calculamos sus puntos criticos

( gic(m,y,z):()2>2x—y+1:0
2 1
Z‘;(ac,y,z):0:>2y—x:0 ixz—g,y:—g,z:l
of
| a(x,y,z):022z—2:0

Sdlo tiene un punto critico

N 2 1
=(-2,-2-1
“ ( 33
Calculamos ahora el Hessiano
92f  82f 9%
@ 8r28y 8m282 2 -1 0
0 0 0
Hf (:L‘,y, Z) = 8y8fx 8751]; Bygz = -1 2 0
9% f 9% f 9% f 0 0o 2

0z0x  0z0y 022

— .
que evaluamos en el punto @ (no cambia porque es constante)

2 -1 0
2 1
0 0 2
Los menores principales son
Aif(a) = 2
2 -1
AQf(a) = ‘_1 9 ‘—4—1—3
2 -1 0
Asf(a) = -1 2 0]=6
0 0 2

— ., . L. . .
Luego en el punto @ la funcion f(x,y,z) tiene un minimo relativo estricto.

Proposicién 5.3 (Condiciones suficientes para el caso n =2) Sea f: ACR? =R, f € C?(A)
y (a,b) € A un punto critico de f. Se H f (a,b) el hessiano evaluado en dicho punto critico, entonces:
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14 Capitulo 5. Aplicaciones del cdlculo diferencial de funciones de varias variables

1. Si|Hf (a,b)] >0y % (a,b) > 0 = (a,b) es un minimo relativo estricto.

2. St|Hf (a,b)| >0y % (a,b) <0 = (a,b) es un mdzimo relativo estricto.

3. Si|Hf (a,b)] <0 = En (a,b) no hay extremo, es un punto de silla.

4. St |Hf (a,b)| =0 = No podemos asegurar nada de la naturaleza de (a,b).

Ejemplo 5.8 Habiamos obtenido como inico punto critico de la funcion
f (:Ev y) = _1,2 + 21’y - 2y27

que era el punto (a,b) = (0,0). Si ahora usamos el Hessiano

Hf (z,y) = < _22 i)

por lo que

A1f(0,0) = —2<0

Asf(0,0) = ‘

Luego el punto (0,0) es un mdzximo relativo, tal y como se habia deducido de forma alternativa.

Ejemplo 5.9 Habiamos obtenido como tunico punto critico de la funcion

f(l’ayaz):$2+y2+422—2$z—|—22+2yz—3,

el punto @ = (—%, %, —%) El Hessiano se obtiene facilmente a partir del gradiente ya calculado

2 0 -2
Hf(wy2)=| 0 2 2
-2 2 8
por lo que
A1f(0,0) = 2>0
2 0
A2f(070) = 0 2 =4>0
2 0 -2
Asf(0,0) = 0 2 2 |=32-8-8=16>0
-2 2 8
Como todos los menores principales son positivos el punto @ = (—%,%

estricto.

,—%) es un minimo relativo
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5.2. Miaximos vy minimos de funciones de varias variables 15

5.2.2. Problemas con restricciones de igualdad

En esta seccién vamos a resolver problemas con la siguiente estructura

Optimizar f(7)
Sujetoa  h(Z) =0

donde f,h : A C R" — R, es decir, buscamos los extremos (maximos o minimos) de la funcién
f ('), entre todos los puntos que cumplen la conidicén h (') = 0, en este caso se denominan extremos
condicionados.
Supongamos que @ € A es un extremo que cumple h (@) = 0 y consideremos una curva o (t) en R"
definida como
o :[-ege¢ — R
t oo () = (z1 (), mn (1)

de forma que se cumpla:
l.o(0)="Ta.
2. o (t) cumple la restriccién del problema, es decir, h (o (t)) = 0, Vt.

Consideremos ahora la funcién compuesta (foo) (t) = f (o (t)) = f(z1(t),..., 2, () € R.

Obviamente si @ es un minimo de f (') con h; (') = 0 entonces, en particular, también lo es sobre
la curva o (t), es decir f (o (t)) tiene un minimo en ¢ty = 0 y por tanto si definimos ¢ (t) = f (o (t)),
entonces debe ocurrir ¢’ (0) = 0. Usando el teorema de la funcién compuesta

F e @) =VF(o®)-o ()= W%%ﬂé““”%i

y evaluando en tg =0
Vf (o (0)-0' (0) = 0= VF (@) o' (0) =0

lo que indica que esos dos vectores son perpendiculares.
Recordemos ademds que h (o (t)) = 0; Vt, luego usando de nuevo la regla de la cadena y derivando
respecto de ¢
Oh (o (t)) Ox1 Oh (o (t)) Oy,
hio®)] = ——2 L4 222 g
e == ot T T om, a
e igualando en tp =0

Oh (a) 0x1 Oh (a) Oz, N
0z, dt +- 0z, Ot =0=Vh(a)- -0 (0)=0

luego estos dos vectores también son perpendiculares entre si, lo que implica que Vh (@) y Vf (@)
estdn en el mismo subespacio vectorial, es decir, son linealmente dependientes y por tanto, debe existir
A € R, que cumple

Vf(d)+AVh(d)=0.

Este razonamiento se puede realizar de forma andloga cuando el nimero de restricciones es mayor que
1, y conduce al siguiente resultado.

Teorema 5.4 (Teorema de los multiplicadores de Lagrange) Sea f : ACR" — R, f € C! (4).
Si @ € A es un extremo local de f (x) condicionado por las restricciones (ligaduras)

hi(z1,...,2y) =0 i=1,...,m<n
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16 Capitulo 5. Aplicaciones del cdlculo diferencial de funciones de varias variables

siendo h; : ACR" = R, con h; € C* (A);i=1,...,m = I\,...,\m € R, llamados multiplicadores
de Lagrange, tales que @ es un punto critico de la llamada funcién Lagrangiana definida por

m

L(ml,...,mn,/\l,...,)\m):f(:cl,...,xn)+Z)\ihi(az1,...,xn)
i=1

es decir, se cumple

VL (7) =Vf (E)) + Z:il AiVh; (?) =0
VL(d)=0=
V)\L(?) = hi(xlv"'aa:n) =0

N
donde V, y V representa las derivadas de L respecto de las componentes de @ y X respectivamente.

Observacién 5.1 Como en los resultados precedentes, el teorema nos da las condiciones necesarias
— ., .. . .

para que un punto @ sea un extremo de una funcidn codicionado a unas restricciones, pero no son

suficiente, su cumplimiento no garantiza que el punto sea realmente un extremo condicionado.

—_

L33 . . —
Observacion 5.2 Tanto los valores de los multiplicadores X = (A1,..., ) como los de @ =
(a1,...,ayn) son desconocidos y se obtienen al resolver el sistema de n+m ecuaciones que proporciona
la condicion estacionaria

0L (@) =0= 5L (@) + M9 (@) + XZ2 (@) + -+ An P2 (@) =0

Oz 01 dx1 1

VﬂcL(?) = 0= :
P (@)= 0= 2L (@) + ML (@) + 232 (@) + -+ + Ao (@) =0
gTLI(E}):OifM(E}):O

VoL(d) = 0=

(@) =0=hy(d)=0

Ejemplo 5.10 Calcula la minima distancia de P = (1,2) a Q = {(z1,22) € R? : 2} + (2 + 2)? = 1}.

Solucién: Tenemos que resolver el problema

Minimizar d (P, (z,y))
Sujeto a  (z,y) € Q

0 en ecuaciones

Minimizar +/(z — 1)2 + (y — 2)2 . Minimizar +/(z — 1)2 + (y — 2)2
Sujetoa 2?4+ (y+2)%2=1 Sujetoa 2?2+ (y+2)2-1=0

Vemos la representacién grafica del problema en la figura 5.5.Se trata de un problema de Lagrange
que procedemos a resolver utilizando los multiplicadores de Lagrange, construimos el Lagrangiano,
incorporando a la funcién del problema la restricciéon x2 + (y + 2)2 — 1 = 0, usando un multplicador
de Lagrange, A

L(:B,y,)\):\/(93—1)2+(y—2)2+)\(aj2+(y+2)271)
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.12

X, L

Figura 5.5: Representacién grafica de la distancia del punto (1,2) a la circunferencia 22+ (y + 2)2 =1

y buscamos los puntos criticos de L (z,y, A)

oL _ (2—1) _
oz - Ve T =0 )
oL (y—2)
i 2 2) = 2
oy~ Vg TAW+2) =0 @)
aL _ .2 2 _
=7 +(y+2)°—-1=0 (3)

Despejamos A de la ecuacion (1)

= 11—z
2/ —1)2+ (y - 2)2

y también de la ecuacién (2)

e igualando

2—y

A=
2(y+2)/(z—1)2+ (y - 2)?

11—z _ 2—y
20/(z =12+ (y -2 2(y+2)/(z— 17+ (y—2)?°

simplificando el 2 y la raiz cuadrada

de modo que
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y sustituyendo en (3)
1
1'2+(y+2)2—1:0<:>332+(4l‘)2—]_:O<:>17:1;2—]_:0<:>g;2:T?’

y tendremos por tanto dos puntos

1 _ M9 — 4 1 4—2\/ﬁjp 1 4-2V17
€r= —— = 4r — = —_— = — —_—, T ——
iz Y V17 V17 A\vir v
y
1 1 —4 — 217 1 —4-2V1
:U:——:>y:4x—2:—4——2:7\ﬁ:>P2: — , V17
V1T V1T V1T VIT V1T

y el valor de la distancia de estos puntos a {2

d(P,Q) = \/(\/11;7—1)2+(4_\/21L7/ﬁ—2)2— \/18 — 2V17

d(P,Q) = \/(—\/%—1)2+(_4\_/1277‘/ﬁ—2)2: V18 + 2V17

P; es un minimo, mientras P, serd médximo, podemos verlos en la gréfica siguiente:

2 =(1.2)

Notar que en los puntos P1 y P2, las rectas tangentes a la circunferencia son perpendiculares a la
recta que unes esos puntos con el punto P.

Ejemplo 5.11 Halla los puntos extremos que alcanza la funcion f (z,y) = x + 42, cuando (x,y) estd
situado sobre la circunferencia x* + y* = 25. Para ello vamos a construir el Lagrangiano

L(z,y,\) :x+y2+/\(a:2+y2 —25)
y buscamos sus puntos criticos

9L —0 = 142 =0 (1)
S—0 = w+2y=0 (2
=0 = 224+y>-25=0 (3)
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En (2) sacamos el factor comin 2y
2y(14+X) =0

que nos da como soluciones y =0 o 1+ X =0. En el caso de que y = 0, entonces de (3)
2?2 =25 =1 =45

Y tendremos dos puntos P = (5,0) y P, = (=5,0).
En el caso en el que A = —1, entonces sustituyendo en (1)

1
1-2r=0=a==2
X X )

y sustituyendo este valor en (3)

0N 5 199 99 3
<2) +y—B=0=y" =257 ="T =y 1 5V

y tendremos otros dos puntos P3 = (%, %\/11) y Py = (%, —%\/11). Evaluamos la funcion en todos los
puntos encontrados

f(P) = f(5,0)=5
f(P) = f(-5,0)=-5

Fpy = f@;’x/ﬁ) 2o

13 199 101
s = #(pavi) =g+ 7=
Lo que nos da un minimo en Py y dos mdximos con el mismo valor en P3 y Py. Lo podemos ver en
la figura 5.6, las isolineas f (x,y) = k, crecen de izquierda a derecha, de forma que la que tiene el
valor mds pequeno (en verde) es la dltima que toca a la circunferencia, tomando un valor mds pequeno
(linea discontinua en gris) ya no hay interseccion. El maximo (en marrén) se obtiene en P3 y Py (de
forma simétrica), de modo que una valor mayor (linea discontinua en rojo) deja de intersectar con la
circunferencia.

5.2.3. Extremos de funciones sobre conjuntos compactos

Sabemos por el teorema de Weierstrass que si f : K C R® — R, es una funcién continua y K es
un conjunto compacto, entonces la funcién f tiene al menos un méximo y un minimo absoluto sobre
el conjunto K. El problema es que el teorema no especifica cémo encontrar esos valores. No obstante,
como K es conjunto compacto, entonces es la unién de su interior y su frontera, es decir

K=0KUK

y podemos dividir el problema de buscar los extremos de f en K en dos subproblemas: el primero

(o]
consiste en buscar los extremos de f en el interior K; en este caso las restricciones no influyen en el
cédlculo de los extremos relativos y es un problema sin restricciones; obviamente los puntos obtenidos
con esta consideracién deben comprobarse posteriormente para saber si estdn o no dentro del conjunto
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20 Capitulo 5. Aplicaciones del cdlculo diferencial de funciones de varias variables

Figura 5.6: Curvas de nivel. E] minimo se alcanza en P> = (—5,0) (isolinea verde), mientras que el
méximo se alcanza de forma simétrica en los puntos P3 y Py (isolinea marrén).

K. El segundo problema consiste en buscar los extremos en la frontera, en este caso se tendrian que
cumplir las restricciones y serfa un problema de Lagrange o problema con restricciones de igualdad.
En resumen

Problema: Optimizar f: K C R" — R { Subproblema 1: Optimizar f: K CR" - R }
K =0KUK
OK U Subproblema 2: Optimizar f: K CR"” - R
K compacto hi () = 0

Ejemplo 5.12 Vamos a buscar los extremos absolutos de la funcion f (z,y) = x®+xy —x +y? dentro
del conjunto K = {(x, y)ER |22 +92<1; y> 0}. Los primero que hay que notar es que el conjunto
K es compacto, porque es cerrado, ya que contiene a los puntos de la frontera, representados mediante
las igualdades y ademds es acotado, puesto que es la mitad de una circunferencia como podemos ver
en la grifica 5.7.Como se ha indicado, para resolver el problema lo dividimos en dos subproblemas. En
el primero buscaremos los extremos en el interior del conjunto y en el seqgundo sobre la frontera.

El interior del conjunto seria

K:{(x,y)e]R|:c2+y2<1; y>0}

en este caso las restricciones sdlo se tienen en cuenta para eliminar aquellos puntos criticos de f (x,y)
que no estén dentro del conjunto, es decir, aquellos que no cumplan las restricciones que lo definen.
Los puntos criticos de f (x,y) se obtienen resolviendo la ecuacion

Vf(z,y)=0

es decir 5
Ly =220+y-1=0

%(w,y):x+2y:0
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2__
y
2 1 1 2
X
1+
2L
Figura 5.7: Conjunto compacto
sistema lineal que tiene como una unica solucion
2 1
Py = (w0, y0) = <37 —3>
sin embargo, yo = —% < 0, por tanto esta solucion no estd en el interior de K y se descarta.

La frontera del conjunto estd definida por las igualdades que en este caso estd formada por dos
curvas: la semicircunferencia de centro (0,0) y radio 1 contenida en el semiplano superior (x?+y*—1 =
0 cony > 0) y el segmento que une el punto (—1,0) con el (1,0) situado sobre el eje OX (y = 0).
Tendremos que resolver dos subproblemas

{ Optimizar 2%+ 2y — x + 9>
y=20

Optimizar x% + xy — x + 3>
224+9y2—-1=0

Ambos problemas son de Lagrange. El primero es muy sencillo y se resuelve directamente puesto que
al ser y =0, el problema queda
Optimizar 2% —x

xz € [-1,1]
que es un problema de optimizacion en una variable que resolvemos de forma usual, buscando los
puntos criticos de la funcién que estin dentro del intervalo y comparando los valores que toma la
funcion en estos puntos y en los extremos del intervalo. Los puntos criticos son

flx)y=2>—2=f(z)=02—-1=0c2=_c[-1,1]

DN =

que estd en el intervalo. Tomamos los extremos del intervalo y ahora comparamos los valores de la
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22 Capitulo 5. Aplicaciones del cdlculo diferencial de funciones de varias variables

funcion en todos esos puntos

) - 06+

El mayor valor se alcanza en x1 = —1 y el menor en xo = %, luego en la semirrecta tendremos un
mdzximo en el T1 y un minimo en el punto xo, ambos con coordenada y nula, lo que nos da 2 puntos
en el plano

P = (~1,0)

1
P2 — <2,0>

El segundo problema se resuelve utilizando los multiplicadores de Lagrange para tener en cuenta la
restriccion. Construimos el Lagrangiano

L(zy N =2+zy—az+y*+ (> +y* - 1)
y buscamos sus puntos criticos

L —-0 = 20+y—1+22=0 = 2z(1+A)+y=1
VL=0=1{ $=0 = a++2y=0 = 2+2(1+X)=0

=0 = 224+y92-1=0 =
Despejando A de la primera y sequnda ecuaciones y suponiendo x # 0

1—y—2z

2xe =1—y—2x = \=
2z

En el caso de que x = 0, entonces la primera ecuacion nos da y = 1 y tenemos el punto P3 = (0,1),
que cumple la tercera ecuacion, adicionalmente y sustituyendo estos valores en la sequnda ecuacion,
obtenemos A = —1. En resumen tenemos un primer punto solucion

P3=(0,1); A=-1
Suponiendo ahora y # 0, de la sequnda ecuacion obtenemos
—x—2
x+2y+2)\y:():>2)\y:—x—2y:>)\:27y

Yy

En el caso de que y = 0, y usando esa misma ecuacion obtenemos el valor x = 0, sin embargo, el
punto (0,0) no cumple la tercera ecuacion y descartamos este caso.
Queda ver qué ocurre cuando x # 0 e y # 0, igualando los valores de A

l—y—2¢ —o—-2
2x N 2y
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de donde se obtiene la relacion
=y —y
y sustituyendo en la tercera ecuacion
P+ —1=0 (Y —y)+y’ - 1=0<=2"—y—1=0,
ecuacion de sequndo grado que tiene por solucion

1+V1+8 143 y=1

y=—3

la solucion negativa no sirve puesto que y > 0. El valor positivo ya lo hemos obtenido anteriormente
ya que x debe ser 0. Por tanto, para esta parte de la frontera sdélo tenemos un punto: el P3 = (0,1).

FEvaluamos la funcion en este punto y lo comparamos con los que hemos obtenido en el apartado
anterior

F(0,1)=1

y deducimos que los extremos globales (o absolutos) son Py (—1,0) es un mdximo y Py = (3,0) un
minimo. En la siguiente grdifica vemos en color magenta el conjunto K (la semicircunferencia y el
segmento). Podemos comprobar que la curva verde que determina la curva de nivel correspondiente al
minimo es tangente al conjunto K en el punto Py = (%,O), de forma que si el valor es menor, ya no
habrd interseccion (curva interior en negro). La curva roja corresponde a la curva de nivel de mayor
valor, correspondiente al punto Py = (—1,0), un valor mayor ya no cortaria a la curva (curva exterior
en negro). £

Figura 5.8: Representacion grafica

Ejemplo 5.13 Vamos a buscar los extremos absolutos de la funcion f (z,y) = zy? dentro del conjunto
K = {(x,y) ER|22+9y2<1;2>0;y > O}. Los primero que hay que notar es que el conjunto K es
compacto, porque es cerrado, ya que contiene a los puntos de la frontera, representados mediante las
igualdades y ademds es acotado, puesto que es la parte de la circunferencia de centro (0,0) y radio 1
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X L

2L
Figura 5.9: Conjunto compacto

que estd en el primer cuadrante como podemos ver en la grifica siguiente:Como en el ejemplo anterior,
dividimos el problema en dos partes: buscaremos los extremos en el interior del conjunto y sobre la
frontera.

El interior del conjunto viene dado por

K={(z,y) eR|2*+y*> <1z >0;y >0}

en este caso las restricciones sélo se tendrdn en cuenta para eliminar aquellos puntos criticos de f (x,y)
que no cumplan esta restriccion. Los puntos criticos de f (x,y) se obtienen resolviendo la ecuacion

Vf(x,y)=0

es decir of
a—m(x,y):0<:)y2:0

%(m,y):0<z>2xy:0

que tiene por solucion los puntos de la forma
Pg = (x, 0)

pero como y = 0, esta solucidn no estard en el interior de K y no hay candidatos a extremos que
cumplan estas condiciones

La frontera del conjunto estd definida por las igualdades y en este caso habria tres partes en la
frontera: podemos considerar puntos sobre la semicircunferencia (x?> +y?> —1 = 0) , puntos sobre el
eje OX (y =0) y puntos sobre el eje OY (x =0). Por tanto, tendremos tres subproblemas

Optimizar x>

Problema 1 {
y=0

Optimizar x>

Problema 2 {
z=0
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Optimizar x>

Problema 3 { 24y —1=0

Los primeros son muy sencillos, en ambos la funcion toma el valor 0; como tenemos que manternos
dentro del conjunto K, tendremos puntos de la forma

P, = (x,0) conz € [0,1]

y también de la forma
Py = (an) cony € [Oal]

en todos ellos la funcion es igual a 0
f(Pe) = f(Fy)=0.

El tercer problema se resuelve utilizando los multiplicadores de Lagrange para tener en cuenta la
restriccion que define la circunferencia. Construimos el Lagrangiano

L(z,y,\) =zy* + A (2* +¢* - 1)
y buscamos sus puntos criticos

=0 = YP+2x=0 = y+2x=0
VL=0=1{ 90=0 = 2my+29y=0 = 2y@@+)) =0

=0 = 22+y>-1=0 =
De la sequnda ecuacion tenemos dos opciones
y=0o0x=—-A

Para el valor y = 0 y sustituyendo en la tercera ecuacidon, obtenemos el valor x = 1, y tendriamos el
punto (1,0), aunque este punto es de la forma P, que ya se han considerado en el apartado anterior.
Para este punto se obtiene A = 0.

Para el caso A = —z, de la primera ecuacion obtenemos

y2+2)\x:O:>y2—23:2:0:>y2:2x2

y usando la tercera ecuacion

1 1
P24+ —1=0=>224+22-1=0=232-1=0=>2’=-=z=+—

3 V3

descartamos la solucidon negativa puesto que estaria fuera del conjunto y nos quedamos con la positiva
T = % Para este valor de x, calculamos los posibles valores de y

2 )
y2=3=>y=if

V3

de nuevo descartamos la solucion negativa para quedarnos con un unico punto

(12
P2—<¢w§)
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Para los puntos obtenidos en todos los apartados evaluamos la funcion

f(Px) = f(Py):O

! \/52_ 2
f(P) = \/5(\/§> =33

que serian minimos (habria infinitos) y mdzimo respectivamente. Vemos en la grifica 5.10 las curvas
de nivel de la funcion zy?. La curva en verde representa la curva de nivel minimo y corresponde con
los puntos de los ejes coordenados, mientras que la curva en rojo representa el valor mdzximo obtenido.

3L

Figura 5.10: Solucién gréfica

Ejemplo 5.14 Resuelve el problema

Optimizar vy
Sujeto a 2 +y?=9
z+y+z=1

El conjunto es una elipse en el espacio que se obtiene de la interseccion de un cilindro sobre el eje
OY de centro (0,0,0) y radio v = 3, y un plano tal y como se puede apreciar en la siguiente grifica
En primer lugar expresamos el problema en forma estdndar, pasando todos los términos al miembro
de la izquierda e igualando a cero

Optimizar vy
Sujeto a 24+ -9=0
z+y+2z2—-1=0

Y ahora utilizamos los multiplicadores de Lagrange para resolverlo. Como hay dos restricciones, nece-
sitaremos dos multiplicadores que llamamos A y u

L(x,y,z,)\,u):y+)\(x2+2279)+/1(m+y+z—1)
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Buscamos los puntos criticos de L (x,y, z, \, i)

%:0@2)@:—%#:0 (1)
%:0@1+u=0 (2)
2_5:0(:)2>\z+u=0 (3)
g—§:0<:>m2+z2—9=0 (4)
g_i:0<:>m+y+z—1=0 (5)

De la ecuacion (2) obtenemos p = —1 y restando las ecuaciones (1) y (3)

R e +p)— 2 z+p) =0<=2\(z—2)=0

que tiene como soluciones A = 0 y x = z. Sin embargo si X fuera 0, al sustituir en la ecuacion (1)
nos daria 1 =0, lo que es imposible puesto que p es —1, ast que debe suceder x = z. Fsta igualdad se
utiliza en la ecuacion (4)

$1=%=>Z1 %
242 9=0=22-9=0=22=_=

N} N}

x2:—%=>22——%

y para estos valores de x y z usamos la ecuacion (5) para obtener el valor de y

x1=z1=%¢y1=1—2%=1—3\/§
z+y+z-1=0=>y=1-2—-—2=
x2:z2:—%:>y2:1—2<—%):1+3\/§
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Aunque no sea necesario el valor de A se obtiene de la ecuacion (1), o de la (3)

3 -

—_

1

2\ = =_F 2
x+u—0:>)\——2—:>
“ xzz_%v,u:—le:— Y= s
: 5
En resumen, tenemos dos puntos
3 3 1
Pi=(-—2,1-3V2,—) conA=——, pu=-1= f(P)=1-3V2
1 <\/§ ﬁ) 3\/5,“ f(P)

%) con)\:—g\l/i,,u:—ljf(Pl)zl—Fi%\/i

Luego Py es el minimo y P» es el mdzimo.

3
Pr=(-—21+3V2-

T~

N
S
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