Capitulo 4

Calculo diferencial de funciones de
varias variables

4.1. Derivadas direccionales y parciales

Definicién 4.1 Sea f: A CR® — R, con A un conjunto abierto, sea @ € Ay v € R?, con v # 0.
Llamamos derivada de f en @ en la direccién v (o segiin ') y expresamos como D— f (@), al limite

Do f ()t L) = (@)

t—0 t
Si | 7| = 1, entonces la derivada anterior se denomina derivada direccional de f en @ segin .
Ejemplo 4.1 Calcularemos la derivada de f(z,y) = zy en el punto @ = (1,1) en la direccion

o = (1 L 1 icid ; ;
v o= <\/§, \/§> Para ello, utilizamos la definicion que acabamos de introducir

Flan+t(dE))-Fa

Dz f(a) = D(

v

t t t t

o f(1+—2,1+ﬁ)—f(1,1)_’ (1+ﬁ)(1+ﬁ)—1
= lim lim

t—0 t t—0 3

1+2L 42 2t 2

_ V2 2 etz 2 t 2
= lim lim =lim—+-=—.

t—0 t t—0 t =042 2 2

Luego

FEn la imagen 4.1 vemos la interpretacién geométrica de la derivada direccional: Es la variacién que
. ., . — -
experimenta la funcién f en la direccién v en el punto a.

Ejemplo 4.2 Calculemos la derivada de f(x,y) = xyz en el punto @ = (1,1,1) en la direccion
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2 Capitulo 4. Calculo diferencial de funciones de varias variables

Figura 4.1: Interpretacién geométrica de la derivada direccional.

Dof () = D(l_lo)f(l11):h,mf((l,l,l)th(l,—l,O))—f(l,l,l)

v t—0 t
1+¢,1—-¢,1)— f(1,1,1
e FO LT~ F (L)
t—0 t
1+t)(1—t)—1 1-t2-1 —t2
= lim( +4)( ) =lim—— =lim— =lim -t = 0.
t—0 t t—0 t t—0 ¢ t—0
Luego
D(l,—l,O)f (17 1, 1) =0.
Definicién 4.2 Si tomamos como vector v = e, = [0,..., 1 ,...,0], el k—ésimo vector de la

k
base candnica de R", entonces Dg; f (@) es la llamada derivada parcial de f en @ respecto a x, y se

escribe como % (@), también como Dyf (@) o como fr, (@), usando la definicion por limites

5f —N\ 12 f(a)'{'te_lc))_f(?)
oy (9) = 1 t

Ejemplo 4.3 Vamos a obtener la expresion de las derivadas parciales para una funcién de dos vari-
ables. Sea f: A CR? — R. Pondremos @ = (x,y), las dos derivadas parciales serian:
fla+ty) —f(z,y)

t(1 —
En la direccion del eje v = of (z,y) = lim F(z.y) +t(1,0) = f(2.9) = lim ,
ox t—0 t t—0 t

B la direccion del cje y = gf (@,y) = lim f((z,9) +t((l, D)= f(zy) _ lim f(zy +157)f —f(zy)
y — —
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4.1. Derivadas direccionales y parciales 3

Por ejemplo, supongamos que f (z,y) = 2% + y?, entonces

of fletty) —fley) . @+t - (2P +y?) a4 2+ — (27 4P
= (z,y) = lim = lim = lim
oz t—0 t t—0 t t—0 t
t2 2t
= 1fm T it 20 = 20
t—0 t—0

of  flrytt) - flry) @yt = (@) 2?2y + - (2 + )
a- (JZ, y) = lim = lim = lim
Jy =0 t t—0 t =0 ¢

Y e g

- 2 — 50 y==2y

Vemos que la derivada parcial de una funcién respecto de la variable xj, se obtiene al considerar
el resto de variables z1,22,...,2§_1,Zk+1, - - ., Ty COMO parametros y tratar a la funcién f como una
funcién de la variable . Por ejemplo, sea f (x,y) = zy; su derivada parcial respecto de x se obtendra
considerando a la y como a una constante independiente de x, del mismo modo que si fuera un nimero
real cualquiera, siendo por tanto

0 0 0
()= o () =y (&) =y 1=y

mientras que, al calcular la derivada parcial de f respecto de y, es la variable z, la que se comporta
como un parametro

X ) = o -

Para el caso n = 3, utilizaremos como variables x, y, z y expresaremos las derivadas parciales como

%, %?J; y %. Por ejemplo para f (z,y,z) = zyz, se obtendrian las siguientes derivadas parciales:

g(az z) =yz g(:}: z) =xz %(ZL‘ z) ==
8:13 7y7 _y7 ay 7y7 - ) y ay 7y’ - y

Ejemplo 4.4 Calculemos las derivadas parciales de la funcion
f (,y) = erteny

Para la variable x, suponiendo que y es un pardmetro

af T sen 8 x sen
9z (z,y) = (e *+ y) 2 (:1:2 + seny) = 2ze “tseny,

Mientras que para la derivada respecto variable y, es x el que adquiere ahora el papel de pardmetro:

0 0
(‘Tf (z,y) = (ez2+seny> Ew (22 + seny) = e Fseny (04 cosy) = e SN Y o5y
€T Y

Ejemplo 4.5 Calculemos las derivadas parciales de la funcidn

LY

f(z,y) = 2242
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4 Capitulo 4. Calculo diferencial de funciones de varias variables

Para la variable x, con y fija

g(x - y(¢® +9°) =2z (zy) P —a%y
oz (02 + 2 (a2 +g2)"

Mientras que para la variable y, con x fija

of
oy

(2.9) = z(2?+y%) — 2y (xy)  2°— ay?
Y @+ g2)° @2+ )

Ejemplo 4.6 Calculemos las derivadas parciales de la funcion

73

f(z,y) = vty
0 si (z,y)=(0,0)

si (z,y) # (0,0)

Para (z,y) # (0,0), la derivada parcial de f respecto de x es

of

3$2$2—|—2—2$$3 4+322
%(a:,y): ( v?) () =z 7y

(22 + y2)° (22 +y2)*

mientras que la derivada parcial de f respecto de la variable y es

—2yz3

87 ($a y) = (1‘2 I y2)2

Para el punto (0,0) es necesario utilizar la definicion de derivada parcial usando limites:

t3
R 3
0 0,0)+1t(1,0)) — f(0,0 t,0) — £ (0,0 2102 t
oz t—0 t t—0 t t—0 t t—0 3
03
— =0
0 0,0)4+1¢(0,1)) — f(0,0 0,t) — £(0,0 2 4 42 0
Oy t—0 t t—0 t t—0 t t—0 ¢
Observacion 4.1 A diferencia del caso de funciones reales de una variable, una funcion f (z1,...,xy)
puede tener derivadas parciales en un punto y sin embargo, no ser continua en ese punto.
Ejemplo 4.7 Vamos a comprobar que la funcion f (z,y) definida como
Ty ‘
22 ¥ (z,y) # (0,0)
fzy) =
0 si (z,y)=1(0,0)
tiene derivadas parciales en el punto (0,0), pero no es continua en dicho punto.
Calculamos las derivadas parciales de f (x,y) en (0,0), usando la definicion por limites
t-0 0
0 0,0)+¢(1,0)) — £(0,0 t,0) — f (0,0 2102 0
7f(070): o £(0,0) +2(1,0)) = £(0,0) _ . f(&0)—f(0, ):lim%:h'mf:(),
ox t—0 t t—0 t t—0 t t—0 t



4.2. Derivadas parciales sucesivas 5

0-t
ay t—0 t t—0 t t—0 t t—0 t

Ambos limites existen y son finitos y podemos decir por tanto que f (z,y) tiene derivadas parciales en
(0,0) con wvalores
of of

75 (0.0 =5, (0,0 =0

Sin embargo, f (z,y) no es continua en (0,0), para comprobarlo, vamos a calcular su limite en (0,0)
usando coordenadas polares
(rcosf) (rsenf) 72 cos O sen 0

Iim f (rcosf,rsenf) = lim =lim ————— = lim cosf@senf = cosfsend.
r—0 ul ’ ) r—0712cos?20 + r2sen2f r—0 72 r—0

que, como se comprueba, depende de 0 y por tanto no existe; asi que f (x,y) no es continua en ese
punto.

4.2. Derivadas parciales sucesivas

Sea f: A CR" — R, con A un conjunto abierto y supongamos que f tiene derivadas parciales
respecto de las variables x; en todos los puntos de A, entonces, podemos definir la funcién derivada
parcial respecto a xj como

a—f: ACR* — R
oz
7z~ Y=
oz

Al ser una funcién de varias variables es suceptible de ser derivable de nuevo respecto de la misma
variable x;, o también respecto de otra variable distinta x;. Estas derivadas se denominan derivadas
parciales sequndas, o de sequndo orden (o de orden 2) de f respecto de z, y x;

o r 0 (o
TR Qrpdzy Oy \ Oy,

Notar que con la notacién usada el orden de derivacién es de izquierda a derecha.
Podemos extender el concepto como sigue:

Definicién 4.3 Se llama derivada parcial de orden k respecto de las coordenadas iy, ..., a la funcion

; - o f 9 oF1f
Tiy - Lige 83’,‘i1 e 6‘T'Lk N 8xzk axil e 8xik—1

Definicién 4.4 Diremos que f € CF(A), si admite derivadas parciales de orden k respecto de todas
las variables en todos los puntos de A y todas son continuas.

Ejemplo 4.8 Para encontrar las derivadas parciales de orden 2 de

fzy) =2y +97°,
derivamos en primer lugar respecto de cada una de las variables x e y:

af B
%(w,y) = 2y

af .2 2
3y (z,y) = x° + 3y
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6 Capitulo 4. Calculo diferencial de funciones de varias variables

Cada derivada parcial obtenida se vuelve a derivar respecto de cada una de las variables

(0% _a (of 0 B
o 922 (z,y) = e <8x (ﬂfay)> = 97 (2zy) =2y
5p (DY) =22y =
"“’ O o (Of
@ =5 (L wa) = 5 2 =2
( 02f 0 (of 0 B
gy (W)= 3 =
02 o (0
e = o (F ) = 5 ) -

Observemos que, en este caso, ocurre
sl (2,y) =
0xdy Y= Oyox

es decir el resultado obtenido es independiente del orden de derivacidon. Este resultado se puede extender

mediante el siguiente teorema.

Teorema 4.1 (Teorema de Schwarz-Clairaut) Sea f: A CR" — R, con A un conjunto abier-
toy f € C*(A). Supongamos que existe la derivada parcial de sequndo orden respecto de Tj Y Tk,
0% f
amjamk

(E)), y supongamos que es continua en @ € A = Euxiste la derivada parcial de 2° orden

respecto de xj y xj, (d) y ademds

2 2
07 (=91 ()

O0x1,0x; - 0x;0xy,

La hipétesis de continuidad del teorema es esencial. Por ejemplo, consideremos la funcién

22— 2
Ty si (z,y) # (0,0)
fey={ TH¥
0 si (z,y) =(0,0)

Veamos que no se cumple el teorema de Schwarz-Clairaut. Primero calculamos las derivadas parciales
primeras para puntos (z,y) # (0,0)

of (2.7) (3m2y — y3) (1‘2 + yz) — 2z (x3y — J:y3) zhy — o® + 4223
~ f];, == =
oz Y (22 +92)? (22 +y?)?
of (2.7) (x3 — 3xy2) (:B2 + y2) — 2y (x3y — xy3) x° — xyt — 4y223
a5 &T,Y)= =
Oy (a2 + y?)? (a2 + y?)?
mientras que para el punto (0,0) se emplea la definicién mediante limites
t2 — 02
of fe0-r00 e o
—(0,0) = lim . "~ =lim——————— =1lim- =0
ox t—0 t t—0 t t—0 t
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4.2. Derivadas parciales sucesivas 7

02 — ¢2
0 t—s—>—0
t) — 2 2
O (0,0) =i LON SO0 e = 0252 7, 0
oy t—0 t t—0 t t—0 t

Por tltimo, vamos a calcular las derivadas parciales cruzadas en (0,0), usando también la definicién
por limites

of of
0 0 7(0715)_7(0’0)
! (0,0) = 7Y (0,0 = tim 92 Oz
0xdy 8y oz t—0 t
como (0,t) # (0,0) usaremos la expresion de f que hemos calculado antes
4 4+ _ 45 4 - 2.n3 5
g(o’t)zo t— 15 + 20 0:—%:—75
Ox (02 4 2) t
por tanto
of of
of _ ¢ ax(Ot) 8:1:(00)_f —t-0_
dx0y (0,0) = }g% t N },g% t -
Mientras que para la otra derivada cruzada
of of
—(t,0) — == (0,0)
0 0 (t, ’
/ (0,0) = o1 (0,0 = lim Y y
Oyox 836 8y t—0 t
y como (t,0) # 0, usamos la expresién de , que hemos calculado antes
5 —t-0t—4.02-¢3 5
g (t, ()) = 0 20 = — =t
dy (t2 4 02) t4
por tanto
of of
,0) — ==(0,0)
or ooy oY o000
Oyox (0,0) = %l—>o t N %E}(l) t L

;Por qué no coinciden? La respuesta es sencilla, hay una hipétesis que falla y vamos a ver que es la
de la continuidad. Si tomamos la derivada parcial segunda cruzada para puntos (z,y) # (0,0)

of (@) = (z* — By* + 122%y?) (2* + y2)2 — (zy — y° + 42%y3) 4y (2* + 3?)
dzdy Y T (22 + 2)"
(22— ?) (10222 1 2t 4y
N (22 +y2)°

y calculando los limites iterados cuando (z,y) — (0,0)

2 2 2,2 4 4 6

. (22 —?) (10272 + 2t + y?) L -y
fim lim, 21 2 = eyt

v (x2 4+ 9?) v=0 (y2)

o (=) (10222 + 2t +yt) S
lim lim 3 = lim ——
F00 (@2 +?) +0 (22)
vemos que son valores distintos y por tanto el limite no existe, lo que hace que esta derivada parcial
no sea continua y no se pueda aplicar el Teorema de Schwarz-Clairaut.

:1,
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8 Capitulo 4. Calculo diferencial de funciones de varias variables

Definicién 4.5 Dada f : A CR® — R, con A un conjunto abierto y @ € A. Supongamos que existe

of -
- a

5 (@). Llamamos gradiente de f en @ y se expresa como YV f (@) al vector definido por
k
of of
Vi@ = (gl gl @)

Definicién 4.6 Dada f : A C R* — R, con A un conjunto abierto y @ € A. Supongamos que
f € C?(A), definimos la matriz Hessiana de f en @, a la matriz de My, (R) definida por

Pf ’?ro

a2z (@) Seion (@)
Hf(d)= :

Ef f

donom () gz (@)

. . . . — . . .
Se demomina Hessiano o determinante Hessiano de f en ‘@ al determinante de dicha matriz

det (Hf (a)) =|Hf (d)].

Se llama menor Hessiano de f de orden k en @, Arf (@) al determinante de la submatriz que se

obtiene tomando las k primeras filas y columnas de la matriz Hessiana.

*f o *f
aix%(a) 8$13$k(a)
Apf(a)= : .
P f *f
o (@) Gk

Como la funcién es de clase C*(A) y usando el teorema de Schwarz-Clairaut podemos decir que la
matriz Hessiana es una matriz simétrica.
4.3. Diferencial de un campo escalar en un punto

Hemos visto que el hecho de que una funcién escalar tenga derivadas parciales, no implica que la
funcion sea continua. En esta seccién se define una propiedad que si implica esta condicién: el concepto
de diferenciabilidad.

Definicién 4.7 Sea f : A C R® — R, con A un conjunto abierto y @ € A. Diremos que f es
diferenciable en @ <=3 [:R" — R, con | una aplicacion lineal tal que se cumple

f(a’+ﬁ)—f(?)—z(?)

lim — =0
[0 ]
siendo b € R" y donde ||-|| es la norma euclidea, asociada al producto euclideo en R™.

. e — L. ., .
Si se cambia ¥ = @ + h, el limite también puede reescribirse como

f@) - f(@)-1(T —a)

EST e

=0

©SPH



4.3. Diferencial de un campo escalar en un punto 9

La aplicacion lineal |, se denomina diferencial de f en @ y escribiremos
L (ﬁ) —df (@) -h= <df(?);ﬁ’>
recordemos que una aplicacion lineal es de la forma
L(h1,y..., hy) =lihi + -+ lyhy

con
I € R.

Observacién 4.2 La diferencial es mds "fuerte”, por exigente, que la derivada direccional, ya que en
este caso el limite en un punto se toma siguiendo una direccion determinada, mientras que para la
diferencial esto no ocurre.

Observacién 4.3 En el caso n = 1, la diferencial de una funcion en un punto a € R, coincide con
la derivada de la funcién f'(a) en ese punto

f'(a) =df (a)
puesto que si f es derivable en un punto a, entonces el siguiente limite existe

fla+h) - f(a)

i = f
lim o f(a),
de forma que pasando el limite a la izquierda
. fla+h)—f(a) /
1 — =
T h fa)=0

y agrupando en un unico denominador

i £ @) = F (@) = bf' (a)

=0
h—0 h

podemos comprobar que
L(h)= f(a)h,

que es la aplicacion lineal buscada, es decir, para funciones reales de variable real

df (a) = f'(a)

Proposicién 4.2 La diferencial de una funcion f en un punto df (@), si existe, es tunica.
Teorema 4.3 Sea f: ACR" — R, con A un conjunto abierto y @ € A.
f es diferenciable en @ = f es continua en @

Teorema 4.4 Sea f: A CR* — R, con A un conjunto abierto y @ € A. Si f es diferenciable en
@ = FEuxisten las derivadas direccionales de f en @ para cualquier vector v € R™, 7 # 0 y ademds

Dy f(d)=df (a) v

©SPH



10 Capitulo 4. Caialculo diferencial de funciones de varias variables

LY — — — . 3
Demostracién: Sea v € R", ¥ # 0 y supongamos que || v’ || = 1, en caso contrario se tomaria

U=l

. . —_
. Como f es diferenciable en @', entonces

ol

F(@+®) 1@ - (@)%
11| —0 (IRl

de donde se deduce que

con

—

Si ahora tomamos h =t7v,

F(@+t0) = f (@) —df (@) t0 = a(tV) [tV

es decir

Dividiendo por ¢

— t—) _ — t—)
y tomando limites cuando t — 0
CF@HT) @) e [T
%E}% ; = %g}rg)df(a) U+ a(tv) "

t

— Jimdf (@) 7 +a () |7
; —\  — — 1. — |t|
lim df (@) -7+ 7 lim o ()

estd claro que
}/1’11(1) a(tv)=0

13

por otra parte 7 estd acotado ya que sélo toma valores —1 y 1, por tanto

t
lim o (t0) 1t 0
t—0 t

y se cumplird
— — —
h'mf(a +tv) — f(a)
t—0 t

=df (@) v
pero el primer limite, es la definicién de derivada direccional, luego se cumple

Dy f(a@)=df (d) V.

_
entonces cuando t — 0 = H h H — 0 y por tanto se cumple

©SPH



4.3. Diferencial de un campo escalar en un punto 11

4.3.1. Relacién entre la diferencial y las derivadas parciales

Del apartado anterior se deduce que si f es diferenciable en @', entonces

;i@n:ﬁm»a k=1,...n

puesto que una derivada parcial no es nada m&ds que la derivada direccional respecto de un vector

. —> —\n £ . : 2z
particular. Dado v" € R", como {ej},_; es una base de R", entonces se podrd poner como combinacién
lineal de esta base

— —
vV ="v1€1 + -+ vpen

lo que conduce a
Dy f(d)=df (@) -V =df (@) (viel + -+ vaen)

o ., — 2 . s
pero por definicién df (‘a’) es una funcién lineal, asi que se cumple

df (@) (viel + -+ vpen) = df (@) (vier) 4+ +df (@) (vnen)
= vlaai(?wr +vn§£(?)
n ) -
= kaagfk(a)
k=1

y usando la definicién de gradiente
i ()T =Vf(@) 7.

Finalmente, teniendo en cuenta el resultado del teorema obtendremos la relacién entre las derivadas
direccionales, las derivadas parciales y la diferencial de una funcién

Dy f(d)=df (a) v =Vf(ad) ¥

v

Ejemplo 4.9 Vamos a calcular la derivada direccional de la funcion f (x,y) = xy en el punto @ =

(1,1) en la direccion v = (%, \%2) Para ello, sdlo necesitamos calcular el gradiente

Vi(z,y) = (y,2),

evaluar este gradiente en el punto @ = (1,1)
Vf(ad)=Vf(11)=(11),

y realizar el producto escalar entre este vector y el vector v = (%, i)

vy (L Ly L2
Vi(a) v =(1,1) <\/§,\/§>_\/§+ 2_\/5_\/5.
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12 Capitulo 4. Caialculo diferencial de funciones de varias variables

Expresiéon general de la diferencial de una funcién

Consideremos la funcién identidad restringida a la k—ésima coordenada, es decir, definimos la
funcién gy, (z1,...,,) como
gk (T1, ..., Tn) = T

Coémo sélo depende de g, y para simplificar, podemos poner
dgy, (@) = day,

con esta notacién y usando las relaciones entre la diferencial y el gradiente

9 o)
d:Ek(?):dgk(?)-7zvla—i(7)+...+v1£(—>):Uk
Y finalmente podremos poner:
df (@) - v = 71178:61((1)—1- +01—8xn(a)
_ 9f - of
— 8x1(a)dx1+...+axndxn

El reciproco se cumple con continuidad.
Teniendo en cuenta estas relaciones podemos expresar la diferenciabilidad de una funcién en un
punto usando las derivadas parciales.

Proposicién 4.5 Sea f: A CR® — R, con A un conjunto abierto y @ € A. Si f admite derivadas
parciales primeras en @ y se cumple

F(Z) = (@) = oy 2L (@) (2r — ax)

lim — =0
T—a |z —d|
entonces f es diferenciable en @ y
n
0
o (@)=Y 2L (@) ax,
=1 Tk
Tomando T — @ = F, el limite se puede poner como
— — n 8f —
f(a + h) — (@) = Xk=1 gz (@) P
lim — =0
|70 a

Proposicién 4.6 Sea f: A CR®* — R, con A un conjunto abierto y @ € A. Si f admite todas las
derivadas parciales y son continuas en @ = f es diferenciable en @ .

La diferenciabilidad de una funcién se comporta de la misma forma que la derivada ordinaria en
lo que se refiere a las operaciones elementales suma, resta, producto y cociente.
Como resumen de los resultados anteriores tenemos:

Proposicién 4.7 Sea f,g : A C R® — R, con A un conjunto abierto y @ € A. Con f y g es
diferenciable en @ .
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4.4. Diferencial de una campo vectorial

1. La funcion f £ g es diferenciable y d(f £ g) (

@) =df (a)£dg(d).
2. La funcidn f - g es diferenciable y
d(f-g)(@)=df (@)g(a)+dg(a)f(a)
3. Sig(d)#0, g es diferenciable y

d@ ) 9L (@)
4.4.

Diferencial de una campo vectorial

Podemos extender el concepto de diferenciabilidad a funciones o campos vectoriales.
Definicién 4.8 Sea F': A CR® — R™, con A un conjunto abierto y @ € A. F es diferenciable en
@ <= 3 L:R" — R™, una aplicacion lineal tal que
— —
F(7+ h) —F(E’)—L(h) .
lim — =0 €eR™
7]}~ %]
Como antes pondremos
L=dF(ad),
que en este caso seria una matriz.

Proposicién 4.8 Sea F: A CR" — R™, con A un conjunto abierto y @ € A. Si F = (f1,..., fm)
F es diferenciable en @ <= fj, es diferenciable en '@ como campo escalar, k=1,...,m
La diferencial viene dada por la llamada matriz Jacobiana, que escribimos JEF o VF
ofr
dF (@) = <§£J (7)>H, _ (1 )

0,
e (7) f1
M 8(371 .
7j=1,..,n

(@)
o) : -

A fm
cobiano.

- Afm (=
8:c1(a) " ax;(a)
Cuando la matriz Jacobiana es cuadrada, su determinante recibe el nombre de determinante Ja-

Ejemplo 4.10 Dado el campo vectorial F : R — R3

F (z,y,2)

(a;+y+z,x2 —yz+22,xyz)
entonces su matriz Jacobiana estd definido por

1 1 1
JF (z,y,2)=| 2z —z 2z—y
yz xz
©SPH
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14 Capitulo 4. Caialculo diferencial de funciones de varias variables

Ejemplo 4.11 Dado el campo vectorial F : R — R*
F(z,y) = (2 — y,0,sen (zy) , *)

entonces su matriz Jacobiana estd definido por

2z -1
0 0

JE (2,y) = ycos (zy) xcos(xy)
0 2e%Y

4.5. Teoremas importantes

4.5.1. Cambios de variable

Definicién 4.9 Se dice que la aplicacion ¢ : A C R" — R"™, con A un abierto es un cambio de
variable si cumple:

1. ¢ es inyectiva.
2. peCL(A).
3. La matriz Jacobiana de ¢ es no singular, es decir el Jacobiano es distinto de 0

det (Jo(x1,...,2p)) #0, Y(x1,...,2,) € A

Cambio de coordenadas en 2 variables: Rectangulares vs Polares
Definimos el siguiente campo vectorial
¢©: A=][0,o00[ x [0,27] — R?
como
o (r,0) = (rcosf,rsend)

Veamos que ¢ es un cambio de variable.
1. /¢ es inyectiva?: Supongamos que tenemos dos valores (r1,601) y (r2,02) tales que

@ (r1,01) = ¢ (r2,02)

es decir
71 c0s 01 = r9 cos By

(r1cosf1,m18en 1) = (rg cosfg,rysen bs) =
r1sen @1 = rosen o

Elevando al cuadrado y sumando

72 cos? 01 = r3 cos? 05

sri=rs
r? sen? 01 = r2 sen? 0y
pero como 11,72 > 0
T = T2

©SPH



4.5. Teoremas importantes 15

por tanto

ricosfy = rgcosfy = cosfh; = cosbs

risenf; = rosenfly = senfl; = senfby

pero 01,02 € [0,27], por tanto de la primera ecuacién se obtiene que o bien 62 = 61 o bien
fs = 2w — 01, mientras que de la segunda ecuacién, deberia ocurrir que, o bien 2 = 61 o bien
0 = 61 + m; como se deben cumplir las dos condiciones, la 1nica opcién es que

01 =0,
2. ;¢ es de clase C! (A)?: Si, de hecho es de clase C*° (A).
3. g|Jp (r,0)] £ 07

aa‘prl ag;l cost) —rsend 9 9
det (Jo (r,0)) = G2 000 | = | cond reosg | =€ 0+rsen“d=r+#0
or o0

Observacién 4.4 Normalmente los cambios de variable se representan como

x = x(u,v)
y = y(uv)
y la matriz Jacobiana como
9 (z,y)

aw):(% %)

Cambio de coordenadas en 3 variables: Rectangulares vs Esféricas

Uno de los cambios de coordenadas més habituales en R? es el cambio de coordenadas rectangulares
a coordenadas esférica y que viene dado por el campo vectorial
o: (0,r)x(0,27) X (=m,7) — R3
(r,0,9) ~  (rsen¢cosf,rsenpsend,rcos )
que vemos representado en la figura 4.5.1
El Jacobiano seria

9 (2., 2 sengcosf —rsengsentd rcos@cosl
J=200 senpsend rsengcosf rcosgsend | = |det (J)| = r?sen
9 (r.0,0)
cos ¢ 0 —rsen ¢

Cambio de coordenadas en 3 variables: Rectangulares vs cilindricas

Otro de los cambios de coordenadas habituales en R? es el cambio a coordenadas rectangulares a
coordenadas cilindricas que viene dado por

¢: (0,7)x(0,27) x (—7,71) — R3
(r,0,2) ~»  (rcosf,rsenb, z)

que vemos representado en la figura 4.5.1 de forma que el Jacobiano seria

9w,y 2 cos) —rsenf O
J=—"""=1| senf rcosf 0 | =|det(J)|=r
a(T,Q,Z) 0 0 1

©SPH



16 Capitulo 4. Caialculo diferencial de funciones de varias variables

4.5.2. Teorema de la funcién compuesta
Teorema 4.9 (Teorema de la funcién compuesta - Regla de la Cadena) Sea F: U C R" —

R™, G:V CR™ — RP, con U yV abiertos de R"™ y R™, respectivamente. Si F' es diferenciable en
@ €U yG diferenciable en F(d) €V = GoF:U CR" — RP, es diferenciable en @ vy ademds

d(GoF) (@) =dG (F(Q))-dF (@)

que es una aplicacion lineal de R™ en RP.

Usando la matrices Jacobianas
J(GoF)(d)=JG(F(a)) -JF(a)

que es un producto de matrices.

Veamos el caso particular en el que p =1, es decir, sea F: U CR* — R™; g : V C R™ — R,
con U y V abiertos de R" y R™, respectivamente, vamos a calcular J (go F)(d), entonces si para

©SPH



4.5. Teoremas importantes 17

Z=(r1,...,2,) ER" y 4= (uy,...,upy) € R™

af1 ofr .
8731(55) @(x)
= JF(Z) = :
afm » Ofm ,
. (@) - Dz, (Z)

mientras que
q o o ( 9y 99 .
(@)= 9@ = Vg (0) = (5% @)oo 22 (1))

La matriz Jacobiana de la funcién compuesta h: go F: U CR" — R serd

O L O
dg dg Oy Oxy,
o) = (PF@) g E@) [
" O iy . O

(%)

(7)

ax1 Gxn

(Zag @ 2@, Zag @) g <f>) = Vg (F (@) JF (@),

Ejemplo 4.12 Sea f : R® — R? con f(z,y,2) = (a:2z—3cosy,3— zy) y sea g : R2 — R con
f (u,v) = ue=". Calcularemos el valor de J (go f) (z,y, 2).
Vamos a obtener el resultado de dos formas distintas. La primera es a través del teorema de la

funcion compuesta y para ello necesitamos las matrices Jacobianas de cada una de las funciones

_( 2zz 3seny z?
Jf_< 0 —z —y>

Jg (u,v) = (7%, —5ue™")
ast por el teorema de la funcion compuesta, tendremos

J(gof) (.%',y,Z) = Jg(f(l’,y,Z))Jf((E,y,Z)

es decir
Jg(f(q:,y,z)) Jf(x,y,z) = ‘]g ZC2Z—3COSy,3—Zy Jf (LU,y,Z)
— —
2
_ (efS(szy)7_5 (l_zz_gcosy) 675(37@)) < ng 3szy fy >

2126 5(B3-2Y) T

—5(3—zy)

3senye PG=2) 4 52 (1'22 — 3cos y) e

z2e~50B-2y) 4 oY (51722’ — 3cos y) e—5B=2y)
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18 Capitulo 4. Caialculo diferencial de funciones de varias variables

(por claridad y espacio se ha puesto el resultado final en forma de transpuesta).
La otra forma es construir la funcidon compuesta

2

(gOf)(.’L','y,Z) = g(f(:v,y,Z)):g xz —3cosy,3 — zy

u v
= (£U2Z — 3cos y) e 5B-2y)
y calcular su matriz Jacobiana directamente
(2x2) e~ >(3—2v)
J(gof)=1| 3senye5G-2¥) L 5, (x2z — 3 cos y) e 5(B=2y)
z2e56B=2y) 4 5y (:U2z — 3cos y) e 5(3-2y)

Ejemplo 4.13 Sea f : R? — R? con f (z,y) = (22 +3y,3y —3) y sea g : R? — R con f (u,v) =
wv. Calcularemos el valor de J (go f) (x,y, z).

Como en el ejemplo anterio, vamos a obtener el resultado de dos formas distintas. La primera es
a través del teorema de la funcion compuesta. Para ello necesitamos las matrices Jacobianas de cada

una de las funciones
2 3
=5 %)

Jg (u,v) = (v,u)

Jg(f(x,y,z))Jf(m,y,z) = Jg 2z + 3y,3y — 3 Jf(xaywz)
S—— ——

2 3
= (3y—3,2m+3y)<0 3)

= (6y— 6,18y + 6x —9)

La otra forma es construir la funcion compuesta

(gof)(:c,y,z) = g(f(:zi,y,z))zg 233"‘3?/733/_3

— (20+3y) (3y —3)
y calcular la matriz Jacobiana de esta funcion.
J(gof)=2By—3),3(3y—3)+3(2z+3y)) = (6y — 6,18y + 62 — 9)
El teorema de la funcién compuesta se emplea para realizar cambios de variables en ecuaciones en

derivadas parciales, que es una ecuacién en la que se relaciona un campo escalar con sus derivadas
parciales.

©SPH



4.5. Teoremas importantes 19

Ejemplo 4.14 Sea u = u (t,x) una funcion de dos variables y consideremos la siguiente ecuacion en
derivadas parciales

0%u 5 0%

) (t,x) — W(t z)=0

Vamos a calcular la expresion de esta ecuacion al hacer el cambio de variables

a = x+ct,

8 = x—ct

El objetivo es expresar la ecuacion en derivadas parciales inicial en términos de las variables o y (5.
El cambio de variables viene dado por la funcion:

go:R2 — R2

t t = t,x — ct
(t,z) ~ @(t,x) x+ct,x —c
o B

En primer lugar, debemos conocer si el cambio de coordenadas es wvdlido, para ello calculamos su
Jacobiano

Jo = (1 _CC>:>|J<p|:—c—c:—267é0; Ve # 0

Por tanto si c # 0, el cambio es vdlido.
Para obtener la ecuacion en las nuevas variables, hay que buscar la expresion de las derivadas
parciales de (t,x) frente a las variables (c, B), haciendo uso de la regla de la cadena, puesto que

u(t,z) =u(a(t,z),B(t )
Con el objetivo de simplificar las expresiones prescindiremos de las variables, de este modo tendremos,

Ou  Ouda  Oudf ou ou

- =Cc— — c—

ot ovaot oot “oa ‘0B

9%u 0 ou ou\ 0 (Ou 0 (0Ou
= (o a) = (an) ~oai (35)
0 8a+8 0B 0 (ou 8a+8 0B
(o (G) 5+ () 50) < (3 (35) 5+ 35 (35) %)
0“u 0%u _82u

(6 8a85> <850ac 852>

2u 82

N < 8a86+852)

ou_duda _0uds_ou on
0r Oadxr 0B0x Oa 0Of
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20 Capitulo 4. Caialculo diferencial de funciones de varias variables
ou, 0w _
da  0B)
du ou\da 0 (du 0w\
da  0B) 0x 0B \Oa 08/ Oz

0%u 49 0%u n 0%u
da? T 0adB  9p?

o
Oz2

9
ox
9
oo

y sustituyendo en la ecuacion en derivadas parciales inicial

@—02@ g 2 82u_282u +82u _0282u+282u +82u_0
ot? ox? da? T 0adB B2 0a?  “0adB 9%
0%u
— 2 —
< da0p

como ¢ # 0, o de lo contrario el cambio no seria vdlido, tendremos:

2
o0“u _0
00

que es una ecuacion bastante mds sencilla que la inicial.

4.5.3. Teorema de la funcién inversa

Teorema 4.10 (Teorema de la funcién inversa) Sea el campo vectorial F : A C R" — R";
F €Ci(A) y sea @ € R"™. Supongamos |JF (a@)| # 0 =

1. U4 tal que F : Uz — F (U5) es una biyeccion.
2. F(Uz) es un abierto.
3. 3F Y. F(Uy) — Uy con F71 €C1(A).

4. SiZy € Uz, §o=F (%) € F(Ug) = JF (o) = (JF (F* (@70)))‘1, es decir, JE~Y (F (Zy)) =
(JF (%))~

El teorema de la funcién inversa nos indica que, bajo ciertas condiciones, un campo vectorial tiene
asociado un campo vectorial inverso que es derivable hasta el mismo orden que F' y ademds su matriz
Jacobiana es la matriz inversa de la matriz Jacobiana de F'.

Ejemplo 4.15 Consideremos el cambio entre coordenadas cartesianas y coordenadas polares

T =rcosf r:\/m

y = rsen 0 6 = arctan ¥
La funcidn ¢, correspondiente al cambio de variable, estd definida como

[0,00[ x [0,27] — R?
(r,0) ~ @ (r,0) = (rcosf,rsend)
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4.5. Teoremas importantes 21

de forma que (hay que tener en cuenta que x = x (r,0) e y =y (r,0) del mismo modo que r = r (x,y)
ybo=>0(zy)

or oy
E—cosﬁ E—sene
0 / 0
or _ 9y _
90 — rsenf 70 rcos 6

Jo— ( cosf —rsenf )

senf) rcos6

es la matriz Jacobiana que es regular, puesto que
det (Jp) = rcos?0 + rsen?0 =1 # 0

Y SUu Inversa es

senf rcos6

o -1 cosf) senf
Jo~t = ( cos —rsenf ) = ( senfl cosf > .
T r

Podemos comprobar como, efectivamente, si usamos el cambio inverso, es decir, de cartesianas a
polares y calculamos su matriz Jacobiana

( Y
a0 T2 y  rsenf  send
&=+=§zrcosezc0s9 5513_1+ y\2 w24y r2 r
81‘ 1/x2+y2 T r T
)
or y _y _rsenf 9 1
@_m_;_ P @: x _ = ZTCOSHZCOSO
dy 1. (g)Q x? 4 2 r2 r
( x

obtenemos la misma Jacobiana.

4.5.4. Teorema de la funcién implicita

Algunas veces las funciones estdn expresadas en forma implicita, es decir, mediante ecuaciones de

la forma
F(xy,...,2,) =0

como por ejemplo la ecuacién de una circunferencia de centro (0,0) y radio r = 1, que viene dada por
la ecuacién
2492 —1=0

En estos casos, cabe pensar si una o varias variables se pueden expresar como funcién de las restantes,
por ejemplo, en la ecuacién de la circunferencia, podemos poner a y como funcién de z del siguiente
modo

y=+v1-—22

aunque también podriamos poner a x en funcién de y
x=+v1—19y2

De esta forma podriamos comprobar las propiedades de una variable respecto de la otra. Notar que, en
cada uno de estos dos casos, hay dos elecciones posibles que corresponden con cada uno de los signos
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22 Capitulo 4. Caialculo diferencial de funciones de varias variables

de la raiz cuadrada. Para poder definir una funcién de forma univoca tenemos que quedarnos solo con
una de las dos opciones, pero para realizar esta eleccién es necesario tener informacioén adicional sobre
las variables; por ejemplo, si se conoce que la funcién pasa por el punto (0,1), entonces la eleccién
para y en el primer caso debe ser y = +v/1 — z2.

A veces no es tan sencillo, e incluso imposible, encontrar una expresién explicita de un variable
respecto de otra, por ejemplo, de la ecuacién

et + P+t Yt —2=0,

no es posible obtener de forma explicita ninguna de las variables en funcién de la otra. No obstante,
podriamos intentar establecer una relacién entre ambas variables, ya que dando un valor a una de
ellas, podriamos obtener el valor (o valores) de la otra, usando para ello la ecuacién. Por ejemplo, si
tomamos z = {“/5, entonces sustituyendo en la ecuacién

2+\/§y2+y3+y4—2:O:>\/§y2+y3+y4:0:>y2<y2+y+\/§>:0

obtenemos como tnica solucién y = 0, y de esta forma podemos decir que el par ((ﬁ, O) resuelve la
ecuaciéon y podemos poner y (\4/5) = 0. Al dar mds valores a la variable z, que actia como variable
independiente, podemos ir obteniendo valores para la variable y, que serfa la variable dependiente,
dando lugar a una funcién. Cabe preguntarse ahora si la funcién construida de esta forma es continua,
derivable, etc. Para la circunferencia, una vez despejada la variable y en funcién de la x, podemos
calcular directamente el valor de la funcién y emplear las reglas de derivacién para calcular el valor
de la derivada en cualqueir punto, por ejemplo tomando z = %, obtenemos

y(ﬂf)zm:w@): _L_v8

4 2

para la funcién, mientras que

V= () = =

es su derivada. También podiamos haber utilizado la ecuacién directamente, sin necesidad de despejar
la variable y

1 1 1 3 V3

2 2 2 2
+y " —1=0= =-|=-4y-1=0=y'=1--=—-—=y=—
vy 0 (‘T 2) 1Y 0 Y 117 2

y derivando respecto a x en la ecuacidn, teniendo en cuenta que y = y (x) es funcién de z, el valor de
su derivada en ese mismo punto
22+ -1=0= (m2—|—y2—1)/:O:>2m+2y(:z:)y'(:z‘) =0

-1
y evaluando en z = 3

oo (1) (3) 0o (3) zo i (3) = ow (3) -5 -4

igual que antes.
El resultado que nos permite realizar este tipo de operaciones es el teorema de la funcién implicita
que se indica a continuacidn.
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4.5. Teoremas importantes 23

Teorema 4.11 (Teorema de la funcién implicita) Consideremos el sistema de m ecuaciones

gpl(mlv""mnayh"'aym):0

(Pm(xly--'axnayla"'vym):0

con ¢, + A C R"™" — R funciones diferenciables en A, un abierto de R"*™ y m > 1. Sea
— .
a = (a1,...,an,b1,...,by) € A un punto donde se cumplen las ecuaciones

0 (@)=0; k=1,...,m

y tal que el determinante definido como

dpy —s 0p1
- (a) - = (a)
(‘Pla"'v@m) —\| _ . . .
a ( a ) - : T : 7é 0
(yla v 7ym) o o
Pm — Pm —
T () o S
Y1 Ym
entonces existe un entorno del punto @, U, tal que las variables y1,...,ym son funciones de las
variables x1, ..., Ty, en forma implicita mediante las expresiones de las funciones ¢y, ..., p,,, ademds

se cumple

a(y1a~"7ym) _ 8(@17"'?90771) — - 8(9017"'790771) —
O(r1,. -, Zn) (bl"”’bm)__<8(y1,...,ym) (a)) (8(x1,...,xn) (a)>

Ejemplo 4.16 Vamos a estudiar si el sistema de ecuaciones definido por

r+y+z=3

B +yP 22 =9

define a las variables z e y como funciones implicitas de x en el punto @ = (0,0, 3). Notar que en este
caso tendremos m = 2 y las funciones que definen las ecuaciones son

o1(2,y,2) = v4+y+z-3

¢y (2,y,2) = 22+y*+2°—9

1. Primero comprobaremos que el punto d@ es solucion del sistema. Para ello sustituimos el valor d
en el sistema

©, (0,0,3) 0+0+3-3=0

©0,(0,0,3) = 2?24+ +22-9=024024+32-9=0

2. En segundo lugar calculamos el determinante Jacobiano de las funciones ¢, respecto de las
variables dependientes, que en este caso sony y z

)
I, p2) | oy 02 | _( 1 1 :>8(8017802) 11
d(y,z) | 92 92 |\ 2y 22 d(y,2) | |2y 2z
dy 0z
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24 Capitulo 4. Caialculo diferencial de funciones de varias variables

y evaluando en @ = (0,0, 3)

8(@17@2) ?
‘ 9.z )

11
SRS

Se cumplen, por tanto, las dos hipétesis del teorema y podemos considerar a y y z como funciones
de la variable x. Segiin el teorema de la funcidn implicita podemos calcular las derivadas primeras
y' (z) y 2’ (z) de forma directa, puesto que

o @ (g @) (o)

9 )

donde sdlo nos falta por calcular
de las funciones gy,

. FEste valor se obtiene directamente de las expresiones

=(8)-(2)- 552 ()

de donde
@ = () (o)
() ()6 H6)-()
por tanto
™= ()

o en coordenadas

9y — /
- g7 |- (40)-(3)

FExiste otro método para calcular estos valores y consiste en derivar directamente las ecuaciones
del sistema, teniendo en cuenta que y =y (x) y z = z (x). Hay que tener en cuenta que el término de
la derecha de la ecuacion es O y por tanto la derivada serd cero:

;C(apl(x,y,z)) = 0:>gr(x+y(w)+z(x)—3):02>1+y'(x)+z'(x):0
%(@2(33,3/,2)) = 02>%($2+y2(1‘)+z2($)—9):0:>2x+2y(:v)y’(w)+22(a:)z’(w):O

Y ahora evaluamos ambas ecuaciones en x = 0; teniendo en cuenta que

y(0) = 0
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puesto que las ecuaciones pasan por el punto (0,0,3), obteniendose el mismo resultado que antes

14y (0)+2 (0)=0 1+ (0)+ 2 (0) =0 Y (0) = —1
= =
04y (0)y' (0)+2(0)2' (0) =0 62/ (0) =0 2 (0)=0

Este dltimo método es ttil cuando, ademds de las primeras derivadas, necesitamos calcular derivadas
de orden superior. Por ejemplo, supongamos que queremos obtener los valores 3" (0) y 2" (0), tendremos
que derivar la ecuacion dos veces

2
a1 @n2) = 08 2 (@) =02 L 1y @+ @) =0

= ' (2)+2"(z)=0

2
gz 209) = 05 (e =0= L e 41@y @) +2(0) @) =0

2 2
= 1+ (¥ (@) +y @)y @)+ (¢ (@) +2(2)2" (z) =0
que junto con los datos calculados y (0) =0, 2 (0) =3, ¥/ (0) = —1 y 2’/ (0) = 0, se obtiene

y"(0)+2"(0)=0 y"(0) +2"(0) =0
=
1+ (¢ (0)* + 4 (0)y" (0) + (2 (0))* + 2 (0) 2" (0) = 0 2+32"(0)=0

sistema que tiene por solucion

ZII(O) - _

y'(0) = 3
Ejemplo 4.17 Vamos a comprobar que la ecuacion
P2+ 4+22-1=0

define a z como funcidn implicita de (z,y), en un entorno del punto @ = (0,0,1). También calculare-
mos las derivadas parciales hasta el seqgundo orden de z en el punto (0,0).
En este caso m =1 y tenemos una sola ecuacion.

o1 (2,y,2) =2 +y° + 22— 1
Por una parte
01 (@) = ¢ (0,0,1) = 0>+ 0*+1° =1 =0
a(§01"~'7§07n) (—>
)

y en el punto @ se cumple la ecuacion dada. Para este ejemplo, la matriz F R a) estd dada
n eyt nTm
por un sélo elemento, ya que tenemos una sola ecuacion y una sola variable dependiente

9y _
@ (xaya Z) =2z
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26 Capitulo 4. Caialculo diferencial de funciones de varias variables

y su determinante en el punto a es no nulo, puesto que

dyp [ B
olet<a (0,0, 1)) 5 (0,0,1) =20

se puede decir que z = z(x,y) es funcion implicita de (x,y) en el entorno del punto (0,0) donde
ademds se cumple z (0,0) = 1 puesto que p; pasa por el punto (0,0,1).

Calculamos las derivadas parciales de z = z (x,y) como funcion de x ey, derivando directamente
sobre la ecuacion:

dpq _ ﬁ 2 2 2 _
5 (x,y,2) = 0:>6x (Jc +y 4z (z,y) —1)—0

0 0
2042 () 5 (1y) = 0= atz(@y) 5 (2y) =0
y evaluando en el punto (0,0), teniendo en cuenta que z (0,0) =1

(0, o)_o<:>a

0—1—2(00)8 o

o (0,0) =0

La derivada parcial respecto a y

3@1 _ 2 2 2 2 _
a9y (x,y,2) = 0:>8y (a: +y°+ 2z (z,y) 1)_0
0z 0z
2y + 2z (x, y)ay( y) = 0:>y+z(x,y)afy(x,y):0,
y evaluando en (0,0), con z(0,0) =1
0z 0z
0+z(00)a (00)—0<:>a (0,0) = 0.

O
0x2’ 0y?’ dxdy 4 Oyox

specto de la derivada correspondiente

2
ox T T x

se obtienen derivando las ecuaciones obtenidas re-

Las derivadas segundas

y evaluando en (0,0)
2,

2
1+<0z(00)> 420,00 22 0.0y = 0.

oz 0z2

Sustituyendo el valor de — (() 0) = 0 que hemos encontrado en el apartado anterior

ox

02z 02z
1+ 82(00) 0= 82(00)
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Del mismo modo, se calcula la derivada sequnda respecto de y

0%, 0 (0, 0 0z
o2 (r,y,2) = 0= 8y<8 (x,y,2 )) —0:>8y<y—|-zay> =0=
92\ 2 0%z
1+ (= il
- <3y> "oy Y
que en el punto (0,0), y usando que z(0,0) =1y 6 (0 0)=0
0%z 0%z
1+ 82(00)—0:82(00)
, _ 0%z 0%z o
Finalmente buscaremos las dos derivadas cruzadas Y y comprobaremos que coinciden tal
oydx ° 0x0y
y como dice la tesis del teorema de Schwarz. esdsd
0%, 0 [0y, 0 0z
8x8y(az,y,z) = 0:8y<8 (z,vy, )>_0:>8y<x+28m) 0=
= 9z 0z +z 02 _ 0
0y 0x oxdy
0%, 0 [0y, 0 0z
8y0x(m’y’z) = 0:>3x<8y(x’y’z))_oz>5fL‘<y+231/>_O:>
N 0z 0z i 0%z —0
oz 83/ oydxr
. 0z 0z
e igualando en (0,0), con_ (0,0) = ay (0,00 =0y 2(0,0) =1
0%z 0%z
dxdy (0,0) = dyox (0,0)=0.

Observacién 4.5 La hipdtesis de que la derivada no se anule es fundamental; por ejemplo, si tenemos
la ecuacion
2y =1
vamos a ver que no define a funcién implicita en el punto @ = (1,0). La funcion es ¢ (x,y) = x2+y%—1
y la primera hipdtesis se cumple ya que © (1,0) = 12 + 02 — 1 = 0. Para probar la sequnda hipdtesis
0
necesitamos 8790 = 2y, pero a—gp (@) = 8780 (1,0) =0, y no se cumple, de hecho podemos comprobar que
Yy Y Yy

la derivada y' (1) no existe. Si derivamos la ecuacion directamente

0 0
%(m,y)ina(:ﬂ—i—yQ—l) =0=2zx+2y(z)y (x) =0

y al sustituir en el punto x =1, sabiendo que y (1) = 0, obtendremos
2-1+2y(1)y' (1) =0=2=0

lo que obviamente, es imposible.
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28 Capitulo 4. Caialculo diferencial de funciones de varias variables

4.6. Operadores diferenciales

4.6.1. Gradiente

Hemos visto la definicién del gradiente de una funcién escalar

f: ACR* — R

E ~ (T = f(o,. .., 1)
siendo o7 o7
Vi(xy,...,zn) = <8xl7”"axn)

Esta definicién se puede extender a funciones vectoriales

F: ACR* — RM™
T v F(2) = (@) fa (@1, @)

y en este caso coincide con el Jacobiano

2] 0
@ - @
VF (z1,...,2n) = JF (z1,...,25) = : ) :
6 877L
d (@) o (@)

Ejemplo 4.18 Calcula el gradiente de los siguientes campos vectoriales
F(z,y) = («> =y wy), G(x,y,2) = (279", €, sen (x +y2)) .

Como hemos dicho, se calcula la Jacobiana de cada funcion

JF:<2$ —2y>
Yy

2zy 222y 0
JG = | yze™? xze®Y? xyerYv*
cos (z +yz) zcos(x+yz) ycos(z+yz)

2

4.6.2. Divergencia

Sea
F: ACR* — R"
T ~ F (D)= (i (@1, mn) ey o (1,00, 20))

un campo vectorial, definimos la divergencia del campo vectorial F a

B fl( n fz(a) f (@)

V.- F =div (F) 3
L,

que se puede representar como

. o 0 Y
div (F) = <(axlamax) (f1 o ,fn)>

También se define la divergencia de un campo tensorial (matriz cuyas entradas son funciones escalares)
haciendo la divergencia de cada una de las filas de la matriz y colocando el resultado como un vector.
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Ejemplo 4.19 Calcula la divergencia de los siguientes tensores

m (y2 + 22) —mxy —mIz XYz Y x2 + 22
I=| —may m (:c2 + 22) —myz , A=\ xy 0 1
—mxz —myz m (x2 + y2) 22+ 22 1

Usando la definicion de divergencia de campo tensorial

Ofi1  Ofi2  Ofi3 Ofa1  Ofe  Ofaz Ofs1  Ofse  Ofss
I =
v < ox + oy + 0z’ Oz oy + 0z Oz oy + 0z

= (0—mx —mz,—my+0—my,—mz —mz+0)

= (—2mz, —2my — 2mz)

Ofi1 | Ofi2  0fi3 Ofor  Ofea  Ofaz Ofs1  Ofs2  0Ofss
A =
v (8:0 + oy + 0z Oz + oy + 0z Oz + oy + 0z

= (yz+14+22,y+0+0,22+0+0)

= (1+yz+22,y,2z)

4.6.3. Rotacional

Dado un campo vectorial en R3

F: ACR}® — RS
(mayaz) ~ F(az,y,z):(f1(x,y,z),fg(a:,y,z),fg(x,y,z))
definimos el rotacional de F, como el campo vectorial definido por

- = >

i J k

| B 8| (oh apN—  (0h Oh\— . (9h Oh\7

V x F =rot(F)= 9 9y 02 _(8y az>z+(az 3x>j+<8x ay)k
fi fo fs

— — —
donde ( 1,7, k) es la base candnica de R3.

4.6.4. Laplaciano
Dado un campo escalar en R
f: ACR" — R
(x,y,z) ~ f(a:l,...,a:n)

definimos el Laplaciano de f a

0? 02
N

Af = VA=V (VS) = 5 o2
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30 Capitulo 4. Caialculo diferencial de funciones de varias variables

El operador Laplaciano se utiliza para plantear la llamada ecuacién de Laplace (también llamada
ecuacién del potencial) bidimensional homogénea que en coordenadas cartesianas es

0*f O*f
2t T

donde f (z,y) es un campo escalar de R? en R2.

Ejercicio 4.1 Calcula el gradiente y la divergencia del gradiente del siguiente campo vectorial

M
2E1

(=* +v (&® =9*) s ot — 57

Yol 2Bl

e - ZITINY

donde v, E, I son constantes. Hay que calcular Vi y V - V.
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