Capitulo 1

Calculo de primitivas

1.1. Primitivas o integrales indefinidas

Definicién 1.1 Sea f : I C R — R, diremos que F : I CR — R, es una primitiva de f <= F es
derivable en I y F' (x) = f ().

Proposicién 1.1 Sea f: I CR — R, entonces si F': I CR — R, es una primitiva de f = G (z) =
F(z)+k, con k € R es también primitiva de f.

La demostracién de este resultado es trivial puesto que la derivada de una constante, en este caso
k, es 0.

La biusqueda de funciones primitivas de una funcién f (z) se expresard como

F(a:):/f(m)d:n

Ademsds teniendo en cuenta las propiedades de la derivada tendremos los siguientes resultados:

Proposicién 1.2 Sea f,g: I C R — R, dos funciones reales de variable real, o,3 € R. Si F' : I C
R — R, es una primitiva de f y G : I CR — R, es una primitiva de g, entonces oF (z) + BG (x) es
una primitiva de af (z) + g (z). O utilizando la notacion anterior

/(af(:v)+ﬁg(m))d$ZaF(mHﬂG(w)Za/f(w)dw+5/g(w)dw

Como vemos el cdlculo de primitivas es un operador lineal.

A continuacién se dan una serie de tablas con primitivas inmediatas, se prescinde en cada tabla de
la constante de integracién y se incluye la correspondiente primitiva en el caso de que el argumento
utilizado sea una funcién f (z), utilizando en este caso la regla de la cadena puesto que

(FLf @) =F'[f (@) f (2)
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Capitulo 1. Ciélculo de primitivas
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1.1. Primitivas o integrales indefinidas

Ejemplo 1.1 Calcula las siguientes primitivas inmediatas

a)/sen(?)x) dx b) /23zda:
c) /Vljwdm d) /Ha—r:xde

1 T
@)/ngzd”f f)/1+m4dx

0 [ W

Solucion:

1
a)/sen (3z)d /3sen (3z) dx = —gcos(?)x)—kk:

3z _ 3\T _ T _ﬁ_ (23)33 _ 2393
b)/2 d:v—/(Q) dx—/8 da:—ln8— o3 _3ln2+k

arcsen (\fa;) + k

C)/\/l—lwd \f/ \ﬁp 702 = \f

x 1 2z 1
d) | ——de =< [ ——dr=-In(1+2?) +k
)/1+x2 v 2/1+a:2 T3 n(1+a%) +

1
)/14_3932 \[/1-1- ﬁarctan(\/gx)—kk

1 2 1 2 1
f)/xdm:/xdx:/xde:arctan$2+k
1424 2) 1+ 24 2) 1+ (22) 2

I et = — = m 5o = oS (vB2) +4

h)/x+1 /+da;—/a:l/2da:—|—/m1/2dw—§x3/2+;x1/2+k

Ejercicio 1.1 Calcula las siguientes integrales inmediatas

a) [zdx b) [2zdx c) folmdm

d) [ 3z%dx e) [(3z% — Tz —2)da f) [2Pdx
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4 Capitulo 1. Ciélculo de primitivas

1.2. Meétodos de integracion

1.2.1. Cambio de variable

Si podemos hacer un cambio del tipo x = g (t) entonces
[r@ar= [1@wg @a

Ejemplo 1.2 Calcula las siguientes primitivas mediante el cambio de variable adecuado

a) /msen (32%) dz b)/lfﬁdw

c) /:E\/3£B — 4dzx d) /a:e_""’2/2dx

Solucion:
32 =t

a)/a: sen (32%) dz = 1
b6xdr = dt = xdx = gdt

1 1
é/sen(t)dt——cos(t)—i-k
6 6
1

= ~5 CoS (3:172) + k

r=1= =t

1+ vz do = 2tdt

22
= dr =22 —t+1In|l+t¢ k
/1+tx ( +1In|1+1]) +

=2r — 2z +2In|l+ 2|+ k

(2 +4)

Wl =

3r—4=t>=z=

C)/$\/3$—4d$: =

dx:gtdt
3

2 2 (42 2 45 8 43
:>9/t (£ +4)dt = £t° + 5t

= 23z -4+ 5 Bz -4 1k
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1.2. Métodos de integracion

[LO— t
d)/xemQ/Qd:C = =
zdx = dt

= /etdt =—et+k

= —e /2 4k

Algunos cambios de variable

= Para funciones del tipo

/R(ax)dx

donde R (x) es una funcién racional, se propone el cambio ¢ = a*, por tanto

1 11
Int=xlna= —dt = (lna)dr = de = ——dt
t Inat

= Para funciones del tipo
/R (arcsinz) dz
donde R (x) es una funcién racional, se propone el cambio ¢ = arcsinz y por tanto
sint = x = cos (t) dt = dz

= Para funciones del tipo

/R (arctan z) dz

donde R (x) es una funcién racional, se propone el cambio ¢ = arctanx y por tanto
tant = x = (1 +tan2t) dt = dx
= Para funciones del tipo
/ R (tanz) dx

donde R (x) es una funcién racional, se propone el cambio ¢ = tanx y por tanto

1
arctant =z = ——=dt = dz
1+ ¢2

1.2.2. Integracién por partes

Usando la definicién de derivada de un producto
(w-v) =u -v+u-

podemos reagrupar términos e integrar para obtener la expresiéon

/u.v/:/(u.u)'_/(uhv):<u.v>_/(u'.v)
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Capitulo 1. Ciélculo de primitivas

Ejemplo 1.3 Calcula las siguientes primitivas mediante la integracion por partes

Solucion:

a) Tomamos

y por tanto

b) Tomamos

y por tanto

¢) Tomamos

y por tanto

a) /mln (1+a2%)dz b) /arctanxda:

c) /ln (1+2%) dz d) /xQe‘”dac

u=In(1+2%) = = 1_2&2(13:

2
VvV =xdr =>v="%

x2 a3
/:cln(l—i—g;Q)dm = 2ln(1+x2)—/1+$2dx

2
_ 2y _ __*
= 2111(1—1—&:) /(m 1+x2>dm

2 2

- v 2y _ 2 1 2
= 21n(1+a:) 2+2ln(1—l—a:)+k

u = arctanz = u' = 1Jr%dx

vV=dr=v==x

1
/arctanxda: = garctanz — / :E dxr = x arctanx — 3 In (1 + :c2) + k

1+ 2

u=In (1—|—x2) = = 1i22d56

vV=dr=v==zx

2

T
/ln(1+x2)d:c = xln(1+x2)—2/1+x2d$

1
= xln(1+m2)—2/ <1—1+x2>d:v

= zln (1 —i—3:2) — 22 + 2arctanx
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1.2. Métodos de integracion 7

d) Tomamos
u=1z%=u = 2zdz

v =€e¥dr = v =¢"

/x2emd93 = 2%e® — 2/CL‘€mdﬂZ

en la primitiva que nos queda tomamos

y por tanto

v=z=u =dz

v =e%dr =v=2¢"

/xexdw:xex—/exda::xex—ex
2 x _ 2 x x
/wedw-me—?/xedw

= 22" —2(ze® — %)+ k

y por tanto

y sustituyendo

= ($2—2x—2)e$+k

1.2.3. Funciones racionales

Las primitivas de funciones racionales son de la forma:

/Pn(:c)dx_/ana:"+~--+a1$+aodw
Qm(l‘) o meL‘m-l-"'blx-i-bo

donde P, () = apx™+ -+ a1z +agy Qm () = bpa™ + -+ - bix + by son polinomios con coeficientes
a;,b; € R. Podemos suponer que m > n, ya que en caso contrario podemos realizar la divisién

polinomial
P, (z) R, (z)

siendo p, el grado de R (x), menor que m. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que b, = 1
(siempre podemos dividir todo el polinomio por b,,). Distinguiremos varios casos:

=C(z) +

1. El polinomio @y, (x) tiene m raices reales y distintas.
La descomposicién del polinomio en factores seria de la forma
Qm@)=am+---bhix+bp=(x—7r1) (T —7m)
En este caso, realizamos una descomposicién en fracciones simples de la forma

Pn (.%‘) A1 + Am

Q@ @-m) =
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Capitulo 1. Ciélculo de primitivas

donde los coeficientes Ay se obtienene sumando las fracciones a la derecha e igualando los nu-
meradores de ambas expresiones. A continuacién se integra cada sumando

[aae = (G0 atm)®

= /(Scle)d:v+-'~+/(xf_ln;h)da:

= Ailnjz—r|+---+ A In|x —ry,|+k

Por ejemplo, vamos a calcular la siguiente primitiva

1
—d
/1:2—41:—1-3 o

En este caso

1 1

$2_4$+3:(x—1)(96—3)$w2_4x+3:(36—1)(33_3)

y por tanto la descomposicién en fracciones simples es

1 Ay Ao

@-1)(@-3) (@-1 (-3

para encontrar los coeficientes A; y Ao, sumamos las fracciones del término de la derecha

Ay Ay A1($—3)+A2(IL‘—1)

G- (@=3_ (@-1(z-3)

y a continuacién igualamos los numeradores de ambas fracciones
1:A1(CL‘—3)—|—A2($—1)

Para encontrar los valores de A; y Ao, podemos actuar de dos formas. La primera es evaluando
cada miembro de la ecuacién en las raices del denominador, en ambos casos debe darnos el mismo
resultado

1
xr = 1=>1=A1(1—3)+A2(1—1)=>1:—2A1=>A1:—§

1
T = 3:>].:A1(3—3)+A2(3—1):>1:2A2:>A2:§

La segunda opcién es identificar los coefientes de los polinomios que hay en cada miembro

1 = A1($—3)+A2(l’—1):(A1+A2)33—(3A1—|—A2)

Coeficiente de x 0=A;+ Ay
Igualando coeficientes =-
Coeficiente independiente 1= — (341 + A3)

si ahora resolvemos este sistema, obtendremos los valores de los coeficientes, que obviamente
serian los mismos valores que hemos obtenido antes.
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1.2. Métodos de integracion 9

Por uno u otro método, la descomposicién buscada es

1 1
1 -1 : 11 1 1

e-D(@-3 (@-1 (@-3 2@-1 2@-3)

Ahora se puede integrar cada sumando

/:ﬁ—iw,dw - /(_;(xin*;(ggig))m
_ —;/(xil)dx—k;/(mig)d:p

1 1
= —§ln]m—1]+§ln\m—3\+k

o factorizando

1 |z — 3|
———dx =1 k
/x24x+3x " |x71|+

. El polinomio @,, (x) sélo tiene raices reales, no todas simples.
La descomposicién del polinomio en factores seria de la forma
Qm(iﬁ) :xm+"'blx+b0: (ZE—Tl)ml"‘(x—Tp)mp

donde cada my, es la multiplicidad de la correspondiente raiz ri. Realizamos una descomposicién
en fracciones simples de la forma

Pn (x) _ Al,l Al m1 Apvl + Ap’mp

Q@) o) T ) T ) T ey

es decir, se incluyen mj sumandos para cada raiz rg, usando la multiplicidad. Con esta descom-
posicién tendremos integrales de cada sumando de dos formas

/(sc_lr)mda::/(x—r)mdx: 1

m(.’L’—T)l_m Slm#l

241
/x4_x2da:

en este caso el polinomio del denominador se puede descomponer en factores como

In|z— 7| Sim=1

Por ejemplo

et ==tz - 1) (z+1)

y la funcién racional seria
241 1

rt—22 22z —-1)(z+1)

La descomposicién en fracciones simples es

)

1 A n A1 N Ao Az
22(x—1)(z+1) x 22 (x—1) (z+1)
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Capitulo 1. Cdélculo de primitivas

donde hemos tenido en cuenta que la raiz 0, es doble. Para obtener los coeficientes A; ;, sumamos

las fracciones del miembro de la derecha, usando para ello el mfnimo comtin multiplo 22 (x — 1) (x + 1)

A Aip Asq Az
: 2 (x —1) * (x+1)

Az (z—1)(z+ 1)+ Aoz — 1) (@ +1) + Agq12% (z + 1) + Az 122 (z — 1)
2?2 (x—1)(z+1)

y ahora igualamos los numeradores de ambas fracciones
1= A171£C (x — 1) (;U + 1) + ALQ (;U — 1) (.CL‘ + 1) + A2’1LU2 (;U + 1) + A371£C2 (ZC — 1)

Para obtener los coeficientes, evaluamos ambos polinomios en cada una de las raices del denom-
inador

xr = O:>1:—A1’2:>A1’2:—1
1
T = 1:>1:2A271:>A271:§
1
r = —1:>1:—2A371:>A371:—§

Pero como la raiz 0 es doble y no podemos usarla otra vez, para encontrar A; ; usamos cualquier
otro valor, por ejemplo = = 2

1 =6A11+3A12+ 12451 +4A3;

y sustituyendo los valores conocidos

1 1
1 :6A171+3(—1)+12 <2> +4(—2> :6A171 —3—}-6—2:141,1-{—1
de donde
Al,l = 0,
la descomposicion es
1 1 1 1 1 1

2a-D)@+D) 2 2@-10 2@+1

que podemos sustituir en la integral
2
e +1 1 1 1 1 1
——dx = -+ = - = d
/:U4—:132 v /( 2 2@ =1 2(m+1)) v
1 1 1 1 1
= — | sdz+ - | —=dx — = d
/:ﬂ “2/<x—1> ! 2/<x+1> !

1 1 1 1
= —4+-lnjlz—1—-Injlz+1]+k=—+1n
z 2 2 T

|z — 1
|z + 1

+ k.
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1.2. Métodos de integracion 11

3. El polinomio @, (z) tiene raices reales y raices complejas simples.

Suponiendo que «+ i3 es una raiz de @Q,, (x) entonces, como los coeficientes son reales, también
serd raiz de @, (z) el complejo conjugado aw — i y habra un factor de la forma

(z = (a+if)) (v — (@ —if)) = ((z — ) —if) ((z — a) +if)
a la derecha tenemos una identidad notable de suma por diferencia, luego

(z =) =if) (z — @) +iB) = (z — a)* = (iB)”

y teniendo en cuenta que 72

se puede poner como

= —1, los dos factores asociados a las raices complejas simples a+if3

(z = (@ +iB)) (z — (a = if)) = (z — a)* + §°

es decir, una raiz compleja y su conjugada se reunen en un factor de la forma (x — a)2 + 32,
donde « es la parte real de la raiz y 3 es la parte imaginaria.

Suponiendo ahora que @, (x) tiene p raices reales con multiplicidades mq,...,m, y ¢ raices
complejas simples distintas, con sus correspondientes conjugadas, el polinomio se puede factorizar
como sigue

Qun (@) = (@ =r)™ - =)™ (@ =)’ +3}) .. (= ay)* + 5})
La descomposicién en fracciones simples propuesta es

Pulr) _ AL ALm Ap, Apm Bio+C
e (IjT11)+...+W+ +(a:frt,)+'”+( pmp 4 12401 4Ly

— Bqz+Cy
z—rp)"P (x—a1)*+52

(w—aq)2+B§

es decir, se incluyen my sumandos para cada raiz real ri, usando su multiplicidad y ¢ fracciones
correspondientes a las raices complejas. Al integrar cada sumando, obtendremos sumandos de la

forma
In|z—7| Sim=1

/(x_lr)md:p:/(x—r)mdm: e s

1-m

para las raices reales y

Bz +C B - 1/8
/(m—2)2+52dx = / x—z iﬂQdaj+(a+C)/1+<zﬁQ)2daz

= gln ((m —a)’+ 52) + (Ba;C) arctan <x ; a)

para las raices complejas.

Por ejemplo, vamos a calcular la siguiente integral

/lda:
(2?2 -2z +5)

Calculamos las raices del denominador

x($2—2m+5):0©m:00m2—2m+520
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Capitulo 1. Cdélculo de primitivas

La solucién de la ecuacién de segundo grado tiene por solucién

2+/4-20 2+-16 2+4i
2 N 2 2

22 —204+5=0<1= =142

és decir una raiz compleja y su conjugada, que se agrupan para formar un sélo factor de segundo
orden de la forma:

Re(1+2)=1leIm(14+2)=2=22-2z4+5=(z—1)*4+22=(z—-1)°+4
La descomposicién en fracciones simples sera:

1 1 A Bxr+C

7@ =20 45) g (44 (@ -1)) ¢ -1+

Se ha puesto una fraccién correspondiente a la raiz real (r; = 0) y otro sumando que engloba a
las dos raices complejas conjugadas. Sumando ambas fracciones obtenemos

1 A((x—1)2+4>—|—(Bz—|—C):U

3:((3:—1)24-4) a;((ac—l)2+4>
e identificando numeradores, puesto que los denominadores son iguales se obtiene:
1 :A<(:L‘— 1)2+4) + (Bz 4+ C)z.
Si agrupamos coeficientes segun las potencias de z, obtenemos
1 :A(m272m+5) + Bz 4+ Cx = (A+ B)z? + (C —24)z + 54,
como es una identidad polinomial los coeficientes deben ser iguales
Coeficiente de x? 0=(A+B)
Coeficiente de x 0=C-2A

Coeficiente independiente 1=5A

Fl sistema asf obtenido tiene por solucién:

Y la descomposicién en fracciones simples seria
1 111 x-2
e S ——
x<4—|-(x—1)2) bz 54+ (z-1)

Ya podemos integrar cada sumando de forma independiente

1 1 /1 1 z—2
/x(w2—2x+5)d$_5/33dm_5/4+(x—1)2dm
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1.2. Métodos de integracion 13

1 1 1
/d$:1n|x\.
5/) x 5

Para el segundo sumando hay que hacer algunas modificaciones en la fraccién para obtener una
integral inmediata

El primer sumando es directo

r—2 _ r—1-1 _ r—1 B 1
4+ (z-1% A4 @-1)% 44+@-1)7> 4+ (z-1)7
1 2(x—1) 1
- 54+(ﬂv—1)2_4(1+@)

1 2(z—1) 1

244 (z -1 4 (1+ (%—1)2)

1 2(z—1) 1

24+ @-1" 2(14(25))

I N

y por tanto
—2 1 2(z—1 1 i
R L) Ry o —
44 (z—1) 244 (2 —1) 2(1+(w2;1))
-1

1 2 1 T
= §ln(4+($—1) ) —§arctan <2)

y la integral pedida es sustituyendo

1 1 1 /1 N z—1
/Md$—5ln|x|—5(21n(4—|—(x—1))—2arctan( 5 >>+k‘

4. El polinomio @, (z) tiene raices complejas muiltiples.

Se puede desarrollar un método similar a los anteriores, aunque en su lugar decribiremos un
método menos costoso desde el punto de vista de las operaciones realizadas, el llamado método
Hermite, que consiste en descomponer en fracciones simples de una forma especial. Para ello
supongamos que @, () tiene p raices reales rj, con multiplicidad my, y ¢ raices complejas a;+i3 s
junto con sus conjugadas correspondientes, con multiplicidad n;; los sumandos propuestos para
la, descomposicién son:

a) Por cada raiz real ri, de @y, (z), independientemente de su multiplicidad, se incluye un solo
Ay

(x — 1)

b) Por cada rafz compleja a; + if; de Qm (), independientemente de su multiplicidad, se
Bjx + C j

(x — Oéj)2 + ﬁ? '

¢) Se construye el factor de Hermite H (z), definido como la siguiente funcién racional

R(z)

@—r)™ @™ (@) +8)" (- a) 4 5))

factor de la forma:

incluye un solo factor de la forma:

H(z) =

ng—1
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Capitulo 1. Cdélculo de primitivas

donde R (z) es un polinomio de grado una unidad menos que el grado del denominador.
Notar que en el denominador se han incluido todos los factores que hay en el polinomio
Qm (z), pero disminuyendo en una unidad la correspondiente multiplicidad.

La descomposicién propuesta por el método de Hermite es de la forma:
P, (x) Ay Ap Bixz + Cy Byx + Cy
@Qm (z)  (z—r1) (z—rp)  (z—on)*+ 05 (z — ag)? + B2

+ H' (z).

donde se ha incluido la derivada del término de Hermite, H' (x).

Si ahora integramos cada sumando:

Pp(x) o Aqdz . Apdx (Bi1z+C1)dx (Bgz+Cy) /
/Qmmdx—/(xim* +/(x3rp)+/(:c Py +/<xqaq q62+/H

obviamente se cumple
/H’ () dz = H (z)

el resto de sumandos se obtiene como en el caso anterior y la primitiva serfa

Po(@) g0 _ | Aide Apda (Bio+Cr)de (Bya+Cy)dz
/Qm(x)dx_/(xlﬁ) + +/(xprp) +/ (z—a1)’+ 532 +- +/ (Jﬁjaq)ziﬁg +H(Q?)

Por ejemplo, supongamos que queremos calcular la siguiente primitiva:

T
-1+

El denominador tiene una rafz real simple en r; = 1 y una pareja de reaices complejas
conjugadas oy + i8; = 0+ 3i, que son dobles. La descomposicién en fracciones simples
usando Hermite es

1 B A Bx+C

@—1)@2+97° (@—1) 22+9 + H' (z)

donde el factor de Hermite se define como

Dx+ FE
H@) =g

y su derivada
D (2* +9) — 2z (Dz + E)

(z2 4 9)°

que es la fraccién que hay que usar en la descomposicién de la funcién.

H' (z) =

9

El célculo de los coeficientes A, B, C, D y E se hace en la forma usual: se suman las fracciones
usando el mifnimo comin miltiplo de los denominadores

1 4 BriC D(2*+9)—(Dz+E)2x
(x—1)(249)2 —  (z—1) ' 2249 (x2+9)°

A(2249)° +(Ba+C)(2—1) (22+9) +(D(22+9) —(Da+ E)2z ) (z—1)
(2—1)(2?+9)°

Azx*—Dz3+(D-2E+18A+B)2%+2(9D+2E—B+C)+(81A-9D-C)
(z—1)(z2+9)*
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1.2. Métodos de integracion 15

y después se identifican los numeradores:

1 = A@2+9)°+(Be+0)(x—1) (2 +9) + (D (22 +9) — (Da + E) 2z) (z — 1)
1 = (A+B)2*+(C-B-D)2®+

(184 + 9B~ C + D —2E) 2* +

(9C — 9B + 9D + 2E) x +

(814 —9C — 9D)

Igualando coeficientes del mismo grado en ambos lados de la igualdad obtenemos el siguiente
sistema:

0 = 1844+9B-C+ D —-2F
0 = 9C—-9B+9D +2F

1 = 814-9C—-9D
cuya solucién es:

A-r g1 T p__ L p_1
100 100 450 180 20

Sustituyendo en la integral

/(95—1)(1I2+9)2d$ - [yt W)

La primera integral es inmediata

1
A/ dex = Aln |z — 1]
z—1

la segunda es del tipo que hemos resuelto en el apartado anterior cona =0y =3

Bx+C B 9 C x
/(q:_awdl'— Eln (x +9) —|—§arctan (g)

de forma que

(%) De+ B

3) T 219

1 B C
der = Alnlz — 1|+ =1In (22 + 9) + — arctan
/(9:—1) (22 +9)? | | 2 ( ) 3
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16 Capitulo 1. Cdélculo de primitivas

es decir

/ ! dm—iln\x—l\—iln(xQ—i—Q)— ! arctan (g)_imj—&)+
(x—1)(z2+ 92 100 200 1350 3/ 180 (42 +9)
1.2.4. Integrales de tipo trigonométrico

En esta seccién vamos a calcular primitivas de funciones que incluyan las funciones trigonométricas
reales.

1. Integrales del tipo
/ R (cosz,senx) dx

donde R (z,y) es una funcién racional en las variables z,y, es decir

Py (z,y)
Qm (x,y)

a) Caso general: En el caso general se realiza el cambio de variable

T
t = tan (—)
2
de este modo

cosz = cos? (2) —sen? (2) = cos? (£) 1 - S 8] _ (mten () 1P
2 2 2 cos? (%) 1 + tan? (%) 1+ t2

z z
senx = 2sen (E) cos (E) :2sen(2) cos? (E) = 2tan(2) = 2t
2 ‘ 1+tan? (5) 1+

R(.CC,y) -

mientras que

dt:%(1+tan2 (g))dx:%(l—l—tz)dx:dx:

Por ejemplo, para calcular la integral

1
—d
/1+236nx v
1
/dx:/ ! 2 dt:/zdt
1+ 2senzx 1+2<2t>1+t2 2 +4t+1

1-+¢2

1+ﬁﬁ

hacemos el cambio propuesto

que es una integral racional con
4t +1=(t—a)t—pB)
donde o = —2++/3 y B = —2— /3. De forma que

/2dt = / i+i dt
24+4t+1 " t—a t—f

1 1
— Al —at+B| —
/t_adtJr /t_ﬁdt

= Aln|t—a|+ Bln|t— |
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Calculemos ahora los valores para Ay B

2 A N B At-B)+B(t-a)
2+4t+1 t—a t—B  (t—a)(t—p)
y deducimos A y B dando valorest =a yt=p
2 2 1
2 = Ala—f0)= A= = = —,
(2=F) a=fF (=2+v3)-(-2-+v3) V3
2 2 1

y sustituyendo estos valores

/Qﬁ—lmu—m—lmu—m—lmt_a
2 +4t+1 V3 V3 V3 Jt— 8
y deshaciendo el cambio
1 1 ’tan(:ﬁ/2)+2—\/§‘
——dr=—In
1+ 2sencz V3 |tan(z/2)—|—2—|—\/§}
o también
/ 1 dmziln |sen(:v/2)—|—(2—\/§) cos(:n/2)} k
1+ 2senx V3 [sen(2/2) + (2 + V/3) cos (z/2)|

Vemos a continuacién otro ejemplo con el coseno, calculando la siguiente integral:

1
/dx
1+ 2cosx
haciendo el cambio propuesto

1
/<m:/ ! 2 ﬁ:/fzﬁ:—/fzﬁ
1+2COSt 1+2(1—t2)1+t2 3—t2 t2—3
t2

1+

que es una integral racional con

2-3=(t-V3) (t+V3)

I /<t—A\/§+t+B¢§>dt

1 1
= A dt+B/dt
/t—\/§ t++/3

— Aln’t—\/g‘—l—Bln‘t—l—\/g’

De forma que

Calculamos ahora los valores para Ay B

2 A B A(t+V3)+B(t—V3)

23 13 t+v3 (t—V3) (t+V3)
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Capitulo 1. Cdélculo de primitivas

y deducirmos A y B dando valores t = V3 y t = —/3
2 = A(2/3) = A= 7
1

9 — —QB<\/§):>B:—%

y la integral pedida es

[stan= ] - (ke - ke ) -

y deshaciendo el cambio

1+2COS$d$_% !tan \[‘

/ 1 L, |tan(z/ +ﬂ

o también

——dr = —=1 +k
1+ 2cosz " V3 n‘sen(w/2)—\/§cos(x/2)‘

Caso particular I: La funcién racional es par en z,y, es decir R (x,y) cumple

/ 1 1 . |sen(z/2) + V3cos (z/2)|

R(—cosx,—senx) = R (cosx,senx)

En este caso se aconseja el cambio

t=tanx
de este modo
cos’ x = ! _
1+ tan?z  141¢2
) ) 1 t2

x:l— =

sen“x =1 — cos
14+¢2 1412

mientras que

1
_ 2 _ 2 —
dt = (14 tan® (z)) dz = (1 +t°) dz = dx = Ll

Por ejemplo, para calcular la integral
2
cos® x
———dx
/ 1+sen?zx
2

(= cosx)? cos® x
1+ (- senx)2 1 +sen?x

podemos comprobar que es par

R(—cosxz,—senz) = = R (coszx,sen )

y podemos aplicar el cambio propuesto

/ cos? x do — / 1+t2 1 R / 1 gt
1+ sen?z 1+ 1+t2 1+¢2 (2t241) (2 +1)
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1.2. Métodos de integracion 19

Se consigue una integral racional con dos raices complejas simples en el denominador, por
tanto podemos realizar la descomposicién

1 _ At+B  Ct+D
2+1)(#2+1) 211 2l

1 _ (At+B) (t?+1) 4+ (Ct+ D) (2t* 4+ 1)
(212 4+1) (2 +1) (212 4+ 1) (2 + 1)

1  (A+20)8 + (B+2D)t* + (A+C)t+ (B+ D)
(212 4+1) (12 +1) (262 4+ 1) (12 + 1)

Calculemos ahora los valores para A y B igualando los coeficientes de los numeradores

A+2C = 0
B+2D = 0
A+C = 0
B+D = 1

que tiene por solucién
A=0 B=2 C=0 D=-1

Sustituimos estos valores en la descomposicién en fracciones simples

1 2 1 1 1

QA+ (2+1)  22+1 1+ 142 1+1£2

y la integral es inmediata

/ ! dt —/ 2
24+ 1)(t2+1) 1+2t2 1412

2 1
= —dt —/dt
/ 1+ (vat)? 142

— V/2arctan V2t — arctant + k

deshaciendo el cambio

2
/ ﬂdw = v/2arctan (\/itan x) —xz+k.

1 +sin?x
¢) Caso particular II: La funcién racional es impar en z, es decir R (x,y) cumple
R(—cosz,senx) = —R (cosz,senx)

En este caso se aconseja el cambio
t=senx
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Capitulo 1. Cdélculo de primitivas

de este modo

cosz = /1 —sen2z = /1 — ¢2
mientras que

1
dt = (cosz)dr = V1 —t2de = do = ———dt
(cos ) do =/ -

Por ejemplo, para calcular la integral
cosS T
——dx
/ 1+sen?z

— COST

podemos comprobar que

= —R(cosz,senx)

R(—cosz,senzx) = [
sen?

luego podemos aplicar el cambio propuesto

CcosS T 1
————dr = | ——=dt
/1+sen2x /1+t2
que es una integral inmediata con

1
/ mdt = arctant + k

deshaciendo el cambio

/Cos_xzd:): = arctan (senx) + k
1+sin“zx

Caso particular III: La funcién racional es impar en y, es decir la funcién R (z,y) cumple
R (cosz,—senx) = —R (cosz,senx)

En este caso se aconseja el cambio
t = cosx

de este modo

senz = /1 —cos2z = /1 — ¢2
mientras que
-1
dt = —sen (z)dr = —/1 — t2dx = do = ——dt
() do = —/ -

Por ejemplo, para calcular la integral

sen x
—2dx
COS T + COos“ x

podemos comprobar que

—se
R (cosz,—senz) = —nxz = —R(cosz,senx)
COS X + cos“ T

luego podemos aplicar el cambio propuesto

-1 1
/Sem d:v:/dt:—/dt
cos & + cos? x t+ t2 t(1+1)
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1.2. Métodos de integracion 21

que es una integral racional con

1 __A_ B _A(t+1)+ Bt
tit+1) t  t+1  t(t+1)
con
A=
A(t+1)+Bt=1= (A+B)t+A=1%
B=-1
de donde
—1 1 1 It + 1]
——dt=— | ~dt ———dt=—Int| +Inft+ 1| =1 k
/t+t2 /t TS nftf F e+ 1) =1In =+

deshaciendo el cambio

1
/ sen x dm:ln| +C0sx\+k
cos x + cos? x |cos x|

2. Integrales del tipo
/senm (x) cos” (x) dz

distinguiremos segtin los valores de m y n.

a) Caso m impar.
Sim es impar, entonces es de la forma m = 2p+1, en este caso se hace el cambio t = cos ()
y dt = —sen (z) dz, de modo que

/senm (z)cos” (z)dx = /semZpJr1 (x) cos™ (z) dz
_ / (sen? (2))” cos™ (x) sen wd

= / (1 = cos? (2))” cos™ (z) sen wdx
y con el cambio propuesto

/Senm (z) cos™ (z) dz = / (1—¢*)"¢"at

que es inmediata.
Por ejemplo

/ sen® zcos® zdx = /sen2 x cos? z sen zdx
= / (1 — cos? z) cos? x sen zdx

= /(1 — %) t3dt
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y deshaciendo el cambio

3 5

cos°xr cos’T
/sen3xcos2:cda:: s + k

b) Caso n impar
Sin es impar, entonces sera de la forma n = 2p+1, en este caso se hace el cambio t = sen ()
y dt = cos (z) dz, de modo que

/ sen™ (z) cos™ (z) dz = / sen™ (z) cos®*L () dz
= /sen” (2) (cos? (2))" cos zdx

= /sen” () (1 — sen® (sc))p cos xdx

y con el cambio obtenemos

/senm () cos™ (z) dx = /t” (1—¢*)"at

que es inmediata.
Por ejemplo

Sen4 T COS2 T cos zdx

/ sent z cos® zdx =

sen4 X (1 — sen2 CL’) cos xdx

I
— — — —

= [t*(1—-¢})dt
5 T
= th—t%)dt=— - —+k
(¢ =1%)dt == — =+
y deshaciendo el cambio
5 7
/sen4xcos3 xdr = SeI; T ser; ° +k

c) Caso m y n pares
Si tanto m como n son nimeros pares, entonces n = 2p y m = 2q y en este caso se hacen

los cambios trigonométricos

9 1+ cos2x
Cos" T = ————

9 1 —cos2zx
sen” T = ————

con eso se consigue dividir el exponente a la mitad.
Por ejemplo
/ sen? z cos? zdx
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1.2. Métodos de integracion 23

en este caso

9 1 —cos2z

sen“r = ————
2

9 1+ cos2z

cos’T = ————

de modo que

sen2 x 0082 Tr = <

1 —cos2z 1+ cos 2z 1—cos?2r1 1 2
= — — —cos” 2z
2 2 4 4 4

podemos utilizar de nuevo el cambio trigonométrico para el término cos? 2z y poner

1+ cos4x

2
2 =
COS™ 2T B

de modo que

= - — —cos4
B COS 4

1+ cos4x 1 1
8 8

1 1
2 2. - =
Sen- X cos $—4 4(

/seanCOSQxdx = / 1—}cosélac dx
8 8

= /1dx—1/cos4xdx
8 8

1
= —x— —sendx.

8 32

e integrando

3. Integrales del tipo
[t@atds

donde
f(z),g(x) € {sen Az,cos Bx} con A, B € R

Para este tipo de integrales se utilizan las siguientes relaciones trigonométricas

1

sen Ax cos Bx = §(sen(A—B)x—i—sen(A+B)x)
1

sen Arsen Br = E(COS(A—B)x—COS(A+B>.%')
1

cos Az cos Br = §(COS(A—B)SL‘—|—COS(A+B)CL‘)

Por ejemplo, vamos a calcular la siguiente integral
/ sen 3x cos dxdx

usando las relaciones trigonométricas anteriores con A=3y B=4, con A—B=3—-4=-1y
A+B=3+4=7

1 1
sen 3z cosdx = 3 (sen (—x) +sen(7x)) = 3 (sen 7z — senx)
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24 Capitulo 1. Cdélculo de primitivas

e integrando

1
/(sen3xcos4x) dex = 2/(sen7x—senx) dx

B 1 cos7m+
= 3 - CcoS T

cosx cosTx

2 14

1.2.5. Integrales de funciones irracionales algebraicas

Son integrales del tipo

ax +b\™/™ [ ap 4 b\ ™22 az + b\ ™/
/R x, , yen dx
cx+d cx+d cx+d
donde R (x,y1,Yy2,...,Yr) €s una expresion racional, 7;:—: €Qya,b,c,deR.
En este caso debemos hacer el cambio de variable

<ax—|—b> M
=1
cx+d

M =m.cm(ni,...,n.)

donde

Por ejemplo vamos a calcular
/ dx
(1+z)/x
En este caso tendremos sélo tenemos un término

1-2+0 1/2
0-xz+1

vi-(
y por tanto hacemos el cambio
r=t’=\r=t

de donde
dxr = 2tdt

= [l

= 2arctant+ k

v la integral se transforma en

= 2arctany/z +k
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1.2. Métodos de integracion 25

7 " 1/2
/\/1+xd$:/<1+x> d

Si queremos calcular

en este caso

e Y
14z Vi+a
de donde )
t
x:t2(1+x)@x:tQ—i—tQaz@x(l—tz):t2<:>:n:1 2
y por tanto
2t (1 — %) 4 2¢3 2t
der = ( )2 dt = 3 5 dt
(1—1¢2?) (I—t)"(1+41¢)
y por tanto

/ﬁ<1iz)lmdm:i/(1—t;f1+tﬁdt

que es una integral racional cuyo denominador tiene dos raices reales dobles en 1 y —1
2t2 A LB C LD
(1-t)?(1+1¢)? L=t (1-t)? 1+t (1+1)°
AQ=t) A+’ +BA+t)’+CA+t)(1—t)*+ D (1 —1t)
(1—1)%(1+t)
(C—A)tP+(B-A-C+D)t*+(A+2B—-C —-2D)t+(A+B+C+ D)
(1—1)%(1+1)?

de donde

C—A = 0
(B—A—C+D) = 2
(A+2B-C—-2D) = 0

(A+B+C+D) = 0
igualando polinomios y evaluando en las raices podemos obtener dos valores rdpidamente
W =AQ-t) A+t +BA+t) > +C1+t)(1-t)*+D(1—1t)°

parat =1
1
2:4B:>B:§

parat = —1
1
2:4D:>D:§
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26 Capitulo 1. Cdélculo de primitivas

de forma que el sistema seria

C—A =0

-A-C =1
con solucion )
A=(C = _=
2

la descomposicién es
2 11 11 11 11
(1—t)?(1+1)? 21—t 2(1-1)2 21+t 2(1+¢)?

e integrando término a término

22 1 1 1 1 1 1 1 1
dt = - [ ——dt+ /dt—/dt+/dt
/(1—t)2(1+t)2 2/t—1 2/ (t—1)> 2/ t+1 2 (t+1)°

que son todas inmediatas

22 1 1 1 1 1 1
dt = =1In t—l—————l t+1l—=——— +k
/(1—t)2(1—|—t)2 t-1i —1 £+ 1] 2t +1

+k

2

1. t—1 t
ln=— -
2 t+1 t2-1

y deshaciendo el cambio

() e -

Ltz L1 T

1.2.6. Integrales de funciones radicales 1

Son integrales del tipo

/R (a:, Vax? + bx + c) dz.

donde R (x,y) es una expresién racional, a, b, ¢ € R. Para calcular la primitiva de este tipo de funciones
debemos completar el cuadrado de forma que

S (R S €l
ax X c=a x % 4@2

o [ Var v = | a<<m+b)2+<c_62))dx

2a a 4a?

©SPH



1.2. Métodos de integracion 27

Si a > 0, entonces podemos hacer el cambio

b\? b
alz+—) =2=Valz+ =) =u= Vade =du
2a 2a

v la integral se transforma en

dac — b2
2
/\/<u —i—( 102 >)du
Segtn el signo de (g — %) tendremos dos casos en funcién de su signo. Si (g — %) > 0, entonces
podemos poner (% — %) = A2, para A € R, de forma que la integral se transforma en
/\/axz + bx + cdx :/\/u2+)\2du
por el contrario si (g — %) < 0, entonces podemos poner (g — %) = —\2, para \ € R, de forma

que la integral se transforma en
/\/ax2 + bx + cdx :/\/u2 — Ndu

. 2 .
Si a < 0 entonces, puesto que a (:1: + %) < 0, podemos hacer el cambio

b\ 2 b2
al|lx+ — :—u2:>—a T+ — =2
2a 2a

V—a <£L‘+2b> =u= v —adr =du
a

[y (525 )

4ac—b?
4a?

de donde

y la integral se transforma en

en este caso la Unica opcién posible es que ( ) > 0 o de lo contrario el radicando es negativo y

la funcién no estaria definida en ningin punto, asi que podemos poner (%) =A% para A€ R,y

/ VA2 — u2du

Para cada uno de los tipos de integrales se propone un cambio de variable distinto

obtendremos una integral de la forma

a>0
Tipo 1 = [Vu2+ N Ndu u=ASht
b2
(C—E>>O
a>0
Tipo 2 = [Vu?—Ndu u=ACht

(c— %) <0
U= \cost

Tipo3 a<0= [V —u2du o

u = Asent
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28 Capitulo 1. Cdélculo de primitivas

Otra alternativa a este método es utilizar los llamados cambios de Euler:

Condicién Cambio

a>0 +y/ax +t=+Vax? + bz +c
c>0 tr +/c= Vaz2 +bx +c
o rafz del polinomio | t (x — o) = Vax?2 + bz + ¢

Ejemplo 1.4 Calcula las siguientes integrales

a) [VA—az?dz b) [V3+ 2z — 22dx ¢) [V1+4z—2?dx

/\/ax2+ba:+cd:c:>

Solucién:
a) El integrando es del Tipo 3 con A = 4, asi que hacemos el cambio
x =2sent = dxr = 2costdt

de modo que
z? = 4sen’t

y sustituyendo en la integral

/\/4—x2dx = /\/m 2 costdt
— /\/mzcostdt
= /QWQCostdt
= /4mcostdt

= /40082 tdt

y se transforma en una integral trigonométrica. Hacemos el cambio trigonométrico

1 <
cos2t — + cos 2t
2
para obtener
1 2t t 2t
/4c082tdt: /Jr(;osdt =+ Sez +k

b) Primero hay que transformar la ecuacién de segundo grado para completar el cuadrado de una

suma.:
3420 —at=4—(x—1)?

y la integral se transforma en

/\/mdm:/\/él—(az—l)zdx
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que se resuelve como en el apartado anterior, aunque en este caso el cambio debe ser

(r —1) =2cost.

c) Primero hay que transformar la ecuacién de segundo grado para completar el cuadrado de una

suma: ,
5 1
1 — 2= (z-=
+r—x 1 <a: 2>
y la integral se transforma en

/mdx:/,/j_(z_;)%x

y en este caso el cambio de variable que hay que realizar es

1 V5

r — — = — cost.
2 2

1.2.7. Integrales de funciones radicales II

Son integrales del tipo

/ _ P
vaz? +bx + ¢

donde P, (x) es un polinomio con coeficientes reales. Para el caso en el que P, (x) = A sea un polinomio
constante, se utilizardn los cambios realizados en el apartado anterior o bien completando el cuadrado,
que conducen a integrales del tipo

a>0
Tipo 1 )\2:<6_%>>0 = uiﬂdu U= ASh
a>0
Tipo 2 (C_%)<0 :>f\/u‘i7>\2du u = ACht
u = Acost
Tipo 3 a<0=>f\/ﬁdu u:isent

Para otro tipo de polinomios se utiliza el llamado método Alemén que consiste en descomponer la
integral de la forma

P, L
/ ﬂd@" = _dx
vazr? +bx +c vaz? 4+ bz +c
siendo P,_1 (z) un polinomio de grado menor que P, (z) y L € R. Los coeficientes del polinomio se
obtienen derivando la ecuacién anterior e igualando.

=P, (2) aw2+bx+c+/

Ejemplo 1.5 Calcula las siguientes integrales

dzx

(l) f q/_?)I,IZdQj b) f ,/3+211712 CL) f */1+‘1’E7332d$
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30 Capitulo 1. Cdélculo de primitivas

Solucion:

a) Hacemos el cambio
x = /3sent = dx = /3 costdt

de modo que
z? = 3sen’t

1 1
——dzr = = \/3cost dt
/\/3—1’2 /\/3—356n2t

1
- \/3costdt
/ V3v1 —sen?t

1
= V3 cost dt
/ \/gcost

= /1dt:t

f (z) = arcsen -z

V3

b) Primero hay que transformar la ecuacién de segundo grado para completar el cuadrado de una
suma:

y deshaciendo el cambio

342z —22=4—(z—1)

y la integral se transforma en
/ ;dm = / ;dx
V3t2r - a? NZ—
que se resuelve como en el apartado anterior, aunque en este caso el cambio debe ser
(r — 1) = 2cost.

¢) Primero hay que transformar la ecuacién de segundo grado para completar el cuadrado de una

suma
1 2
B <x B 2>

1

y en este caso el cambio de variable que hay que realizar es

1 V5

$—§:7C08t.

l4z—22=

| Ot

y la integral se transforma en

1
e
/\/1+x—x2
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Ejemplo 1.6 Calcula la siguiente integral
33: +1
V—zt—-2x+1

Solucién: Como el numerador no es un pohnomlo constante, utilizaremos el método Alemén

3r+1 L
r=P, 1 (x —x2—2x+1+/ dx
2 _92¢x+ n-1 () V—x?2 -2x+1

Como el numerador de la mtegral es un polinomio de grado 1, el polinomio P, () debe ser un
polinomio de grado 0, es decir, una constante P,_1 (z) = A, por tanto
3 1 L
Tt r=A —332—293+1+/ dx
V—x2 -2z + V-2 -2z+1
Derivando la expresién anterior obtendremos los coeficientes A y L
3x+1 A z+1 L —Az— A+ L

—_ + =
V—zx?—-2x+1 Va2 —2x+1 V-22—-2x+1 V—-22-22x+1

e igualando coeficientes

3=-4
= A=-3yL=-2
1=-A+1L

3 1
/ vt de = —3v—a —2x+1—/
V=12 —-2zx+1

por tanto

V-2 -2z +1

La integral

2
/ dz
V—1?—-2z+1

se calcula mediante un cambio de variable. Completamos el cuadrado de la suma
—2? 22 4+1=2—(z+1)°

por tanto

/ﬁ“:/m“

Hacemos el cambio

(z+1)? =2sen’t <= (x+1) = V2sent = dz = V2 cost dt

y por tanto
2
——dx = / / V2cost dt
/ 2—(m+1)2 m \/2 1—sen2t
2 2
= costdt:/cost dt
/ (1 —sen?t) Veos?t
1
= /th = 2t = 2arcsen rtl
V2
De modo que la integral es
3 1 1
s x = -3 —1:2—2x+1—2arcsenx+ +k

V—z? -2z +1 V2
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32 Capitulo 1. Cdélculo de primitivas

1.2.8. Integrales binémicas

Son integrales de la forma
/x”(aerxr)qd:p a,beR;p,qreQ.

Primero se propone la solucién de las llamadas integrales binémicas o binomias de tipo I, para las que
a=b=1yr =1, es decir son integrales de la forma

/xp(l—i-x)qu; p,q€Q

para las que distinguimos 3 casos:

Tipol q¢€Z= Se desarrolla usando el bionmio de Newton: (1 + )7 =] <Z> z*
¢=7¢Z
Tipo 2 = Se hace el cambio (1 + z) =t"
pEeEZ
q=3 ¢Z

Multiplicar y dividir por el factor x¢
Tipo 3 p¢z N y después hacer el cambio

<l—|—$> _
P+qEZ o

Para las integrales binomias de tipo general se hace el cambio

b = at = 2" = St = —(aﬁiid —1<a0%4
r = Qa .%'—b xTr = b SU—T b

]/xp(a—%bfﬂqu = L/‘<(Zt)h%>p(a4—aﬂqij(Zt)i_ldt

ab/" 1 /a\+—1 1
_ & ap/ra ' e -1
L/1myrt a’ (1+1)" (b) trLat

entonces

1 (g—1)r 1 r—p— —r
_ /a q T+p+ b 1: ltm—?l" (1 —I—t)q dt
r

1 (@=Dr+p+1 r—p—1

= Za T b t/tmj#(1+tﬁdt

r

y renombramos las variables como

el integrando serd de la forma
/#%1+ﬂﬂﬁ

que es una integral de tipo I.
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Ejemplo 1.7 Calcula la integral bindmica

1/2
/a: (2 +:1:2/3) dz
En primer lugar, la transformamos en una bindmica de tipo I, haciendo el cambio
223 =2t = 2 = (20)*% = 2V24%/% = du = 3v/2t2dt

de modo que

1/2
/:c (2+x2/3) P = /2\@3/2 (2 +26)Y2 3v/2t'2at

= 12\/§/t2 (1+t)Y2at
como la potencia de t es un entero, entonces hacremos el cambio
l+t=u’=>t=u?>—-1= dt =2udu
y sustituyendo
24\/5/ (u? — 1)2u2du

que es inmediata

7 9 5 3
s at et ( )

deshaciendo el segundo cambio

o1r/5 <(1 +0)7? 0 201 +1)%? . a +t)3/2>

7 B 5 3

y finalmente el primero %x2/3 =t

1+ 3202377 9 (14 La23)°? Pt 1,2/3)3/?
7 5 3

24\f2<( -

27/27 o 25/25 + 23/23

2/3)7/2 2/3)5/2
(3(2+a; ) _12(2+5:c ) +4(2+m2/3)3/2>

Ejemplo 1.8 Cualcula la integral bindmica
/ dx
x4V/1 + 22
Se trata de una integral que podemos expresar como

/1:4 (1 + xz)_l/z dx
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34 Capitulo 1. Cdélculo de primitivas

En primer lugar, la transformamos en una bindmica de tipo I, haciendo el cambio
1
P =t=z=tY2=d = §t‘”zdt

de modo que
_ —4 1
/x4 (1422 Pde = /<t1/2) (L4672 St e

- /t—5/2 (1+¢)"Y2at,

se comprueba que ni la potencia de t, ni la potencia de 1 4+t son numeros enteros, sin embargo, la

suma de estos exponentes

5 1 6
33T =

st es um numero entero, asi que multiplicamos y dividimos por P =¢1/2

—1/2
/t_5/2 (1+8)"V2dt = /t—5/2 (1+8)7Y2_at

t—1/2
~1/2
fol) s

Y reagrupamos

finalmente hacemos el cambio

1+t 1+t
— =U" = U= e
t t
—2
u?z —1 (u2—1)

con lo que la integral se transforma en

() T = () e () e

que es inmediata

deshaciendo el segundo cambio

y finalmente el primero x* =t

1/2 2\ 3/2 2\ 1/2
Joloe o a3 () (15 e
xr X
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Ejercicio 1.2 Calcula las siguientes integrales

a) [23V22% + 1dw b) fﬁdw

Q) [ A d) [ 3 (14 222) " da
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