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Observaciones
= No estd permitido el uso de calculadora programable.
= Los célculos deben ser exactos y los dngulos deben expresarse en radianes.
= Todos los cadlculos deben ser razonados adecuadamente.
= Entregue la hoja del enunciado.
» Procure empezar cada problema en un folio nuevo.

» Puntuacion: El examen estd puntuado sobre 10 y supone el 80 % de la evaluacién final en las condiciones descritas en la guia
docente y en la convocatoria.

1. Dada la funcién
v(z,y) = =22 + 2y + 6%y — 2°.

a) (0.25 puntos) Compruebe que v es armodnica.

b) (1 punto) Encuentre una funcién u (z,y), para que la funcién definida por f(z) = u(x,y) + tv(z,y) sea derivable en
Cy cumpla f(1+14) = 4.

¢) (0.25 puntos) Exprese f'(z) en forma binémica.

Solucion:

a) Para que v (x,y) sea una funcién arménica debe cumplir la ecuacion de Laplace

Vgg + Vyy = 0 (1)
Derivando v (z,y)
Ve = —dx+ 122y = vy, = -4+ 12y
vy = 4y 4 622 — 632 = Uyy =4 — 12y

comprobamos que efectivamente v cumple la ecuacion 1:

(=44 12y) + (4 — 12y) = 0.
—— N —

Uz Uyy

b) Para el calculo de u (x,y), la parte real de f (z,y), tendremos que aplicar las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

Uy = Uy

Uy = —Ug



Usando la primera ecuacion (esta eleccion es indiferente para el resultado final):

ux:vyéur:4y+6x276y2,

Integramos respecto a x para obtener u (x,y):

u(x,y):/uxd:r:/(4y+6x276y2) dr = day + 22° — 6% + ¢ (y) ,

siendo ¢ (y) constante para y; para encontrar su expresién derivamos u (x,y) respecto de y
uy =4z — 12yz + ¢ (y),
y usamos la otra ecuacién de Cauchy-Riemann
Uy = —vy & 4z — D2yz + ¢ (y) = — (—4z + 122y) & 4o — 12yz + ¢ (y) = 4z — 12z,

de donde se deduce que

e integrando respecto a y se obtiene
v(y) =ceR.

La expresion para u (z,y) serd
u (z,y) = 4oy + 223 — 6%z + ¢,

y para la funcién f (x,y) = u (z,y) + v (z,y) se obtiene:
f(x,y) = (dzy — 6y + 22% + ¢) +1i (—22% + 2y* + 622y — 2¢°) .

Notar que si z = x + iy, entonces podemos expresar f (x,y) como funcién de z de la forma (evaluando la expresién
anterior en (z,0))
f(z) =223 —i22% +¢

Como f(1+i)=4di<u(z,y)=0yv(z,y) =4
u(l,1) = 4-64+2+c=0&c=0,
v(1,1) = —242+6-2=4,
y la funcién buscada serd
f(z,y) = (day — 62z + 2x3) +1 (—23:2 + 2¢? + 622y — 2y3) =223 — 222
¢) La expresion para f’ (z) en forma binémica se obtiene de la expresion
F(2) = up (2,y) +ive (2,y) = (dy — 6y° + 62%) + i (—4z + 12y) .

2. Se considera la funcién ) (@)
—cos (z
f(z)= — Q=
Conteste de forma razonada a cada apartado:

a) (0.25 puntos) Demuestre que zp = 0 es una singularidad evitable de f (2).
b) (1 punto) Calcule el desarrollo de Taylor de f (z) en zg = 0, indicando su disco de convergencia.

¢) (0.25 puntos) Calcule el valor de f(290) (0).

Solucién:



a)

Esté claro que zgp = 0 es una singularidad de f (z), puesto que anula su denominador. Para comprobar que es una
singularidad evitable hay que comprobar que existae el limite de la funcién en zy. Al hacerlo de forma directa:

h,mlfcos(z) _1-1_0
z—0 22 a 0 707

obtenemos una indeterminacién del tipo 0/0, como las funciones de numerador y denominador son derivables
aplicaremos la Regla de L’Hopital:

d
Y 1 —cos(z) — lim 1 —cos(z) — lim sen (z) _ 9,
z—0 2;2 z—0 122 z—0 2z 0

y como sigue la indeterminacién en el limite, hay que aplicar de nuevo la regla de L’Hopital

a
, sen (2) . cosz 1
L s SRR

sen (z)

Hemos demostrado que la funcién tiene limite en el punto zg = 0, luego 2y es una singularidad evitable.

Como la funcién no tiene singularidades propias (que no sean evitables) la funcién es derivable en todos los puntos
de C. Para encontrar su desarrollo de Taylor utilizaremos el desarrollo de Taylor de la funcién cos z

-1 22 2t 8

_OO( 2n __
cosz—ZO(Qn)!z —1—54—5—5—1—---, VzeC

y por tanto el numerador puede expresarse como

2 4 6 2 4 6
| coss — 1_<1_Z_+Z__Z_+...>_Z__Z_+Z_+...,

6! 6!
o en forma de serie

_ = (_1)n 2n | _ = (_1)n 2n __ = (_1)n+1 2n
Locosz =1 (Z el " )T T & e’ _; @n)
Ahora dividimos por 2% para encontrar el desarrollo de f (2)

1fcosz 1 & (1) (=), &K (=),
_ _ = n—2 _ (n—1)
/(@)= zzz ; 2n)l © > enl ©

n=1 n=1

o haciendo el cambio (n—1) =nyenesecason=(n+1)y (n+1)=(n+2)

L-cosz S (D)™ L, & ()DL, & (D",
f(z)= = 25 = 2 = 2™, vz e C.
22 %(Z(m—l—l))! 7;) (2m+2)! 7;) (2m+2)!
Usando el teorema de Taylor, sabemos que
(™ (0
an = f—|() = ™ (0) = a, - nl,
n!
en nuestro caso y como sélo hay potencias pares tendremos
Sin=2m = Ay = Ay = (2;2;)!

Ay =
Sin=2m-+1 = ap = Ggm41 =0

por tanto si estamos calculando asgg, entonces n = 200 y por tanto m = 100

(-1)™ (=™ 2000 1 1

(200) () = @900 - 200 = ——2) - -
JEN0) = asoo - 2000 = 0 02020 TUT2021 T 201-202 40602




3. (1.25 punto) Calcule la siguiente integral en funcién de m € Z:
1 .
I (m) = /zm sen <;> dz; v(t)=¢€", telo,2n].
2!

Solucién: La tnica singularidad del integrando es zg = 0, que como est4 en el argumento de una funcién trigonométrica
es una singularidad esencial. Ademds estd dentro de la curva que es una circunferencia de centro (0,0) y radio r = 1
por lo que el célculo de la integral es directo mediante el teorema de los residuos

/zm sen <l> dz = 2miRes <zm sen (1) ,0> .
. z z

Como es una singularidad esencial, para calcular su residuo necesitamos la serie de Laurent centrada en dicho punto
zo = 0 y utilizamos la serie de Taylor de la funcién sen (z) para obtener la de sen ( 1)

z

R G Ve 1 & (=n" 1
Senzfz(an)!Z isenZ*Z(an)!zan’

n=0 n=0

™ obtenemos la del integrando

m 1 m — (71)" 1 = (71)" 1
= sel (E) 7 Z (2n + 1)! z2ntl - Z (2n + 1)! z2ntl-m

y multiplicando por z

El residuo corresponde al coeficiente del término %, por tanto, tenemos que hacer la identificacién

1 1

»2ntl-m ;

e identificando los coeficientes
m
2n+1—m:1<:>2n:m<:>n:§

Como n es un nimero natural, tendremos dos posibles opciones

m/2

1 -1

Sim es par = n="2 = Res(2zsen (= ,0 :L
2 z (m+1)!

1
Sin es impar = % no es natural y por tanto no existe el valor de n = Res <z7” sen <—) ,O) =0
z

4. (1.25 puntos) Dada la siguiente integral:

22 -1 .
L (r) = dz; t)=re,t€[0,2n], r>0.
0= [ et 10 0.27]

Calcule I (r) en funcién de r > 0, usando el teorema de los residuos, justificando previamente porqué se puede aplicar dicho
teorema.

Solucién: El teorema de los residuos se puede aplicar directamente, puesto que la curva es cerrada (circunferencia de
centro 0 y radio r, orientada positivamente) y la funcién del integrando sélo tiene singularidades aisladas que podemos

calcular facilmente:
zZ1 = 0

2(z=1)(z=2°=0&{ m=1

zZ3 = 2
Se comprueba que z; y z3 son singularidades tipo polo,
21 -1
lim & 5 = —— =o00=  Estipo polo.
z=0 2 (z—-1)(z—2) 0
21 21 -1 1
Orden1 = limz z 5 = lim & 5 = 5 =—-¢cC—{0}
=0 2(e -1 (2-2)7 =0(z-1)(2-2)° (-1)(-4) 4
21 1
lim z 5 = = =00 Es tipo polo.
2=22(z—=1)(2—-2) 0
21 21 3
Orden 2 = lim (2 —2)? —= = lim —— =2 eC-{0}

1m = =
Z2 2(z—1)(z—2)> =2z(z—1) 2



mientras que como 2o también anula el numerador y debemos considerar si es una singularidad evitable, asf que
calculamos el limite de la funcién en ese punto

d
lim Gl 5 = 9 _ (L'Hopital) = lim & (-1 — lim . 22 5
=1z (z—1)(2—2) 0 Zﬁ1d%(z(z_1>(z_2)2) =1 (22-1) (2= 2% +2(22—2) (2 — 2)

)

luego al existir el lfmite de la funcién en z;, este valor es una singularidad evitable y no se tiene en cuenta en el célculo
de [a integral puesto que su residuo es 0.

Podemos expresar el numerador como 22 — 1 = (z — 1) (z + 1), lo que permite simplificar la funcién y poner
(z—=1)(z+1) z+1

= T2 27

Usando el teorema de los residuos el valor de la integral depende de las singularidades que estén dentro de la curva y
esto depende de r > 0. Para ello calculamos la distancia de cada singularidad al centro de la circunferencia

s o= 0=d(0,21) =]z —0=[0-0=]0]=0

23 = 2d(0,23) =]z —0[=[2—0= 2| =2

La integral depende del radio de r y esto influye en las singularidades que caen dentro. Teniendo en cuenta las distancias
que hemos calculado al centro debemos distinguir:

0 < r<2=2z€~23¢~5=1(r)=2miRes(f(2),0)

2 < r=zev,zey=1(r)=2mi(Res(f(2),0)+Res(f(2),2))

Calcularemos ahora los residuos. Como z; es simple, el limite que hemos utilizado para conocer el orden del polo
también proporciona el residuo, por tanto
1

Res(f (2),0) =7

Para calcular el residuo en z3 = 2, que es un polo doble, usamos la férmula general

z—(z+1) -1

., 1.d 2 z+1 . dz+1 B
feE D =imng 6o rr T e T T T

La integral en funcién de r serd

o o 1 )
0 < r<2¢2167,23§Z’y¢](r):QWiRes(f(z),O):QwiZ:%Z
o . (1 1
2 < 7":>2172'2€’}/:>I(7’)2’/T’L(R€S(f(2),0)+Res(f(z),2))27{"L<ZZ>()

Para el caso 7 = 2 la curva pasa por la singularidad y por tanto no podremos calcular la integral.

. Dado el siguiente problema de valor inicial:
y' ) +yt)=1-ha(t), =0,
y(0) =0,
y' (0) =0.
donde hs (t) es la funcién de Heaviside de pardmetro 2. Se pide:

a) (1.5 puntos) Resuelva el problema utilizando la transformada de Laplace.

b) (0.5 puntos) Compruebe que la solucién cumple las condiciones iniciales y la ecuacién diferencial del problema.

Solucion:



a) Definimos
Y (2) = Ly (2),
ZZ?(t) :17h2(t).

Utilizando las propiedades de linealidad y derivacién de la transformada de Laplace:

LI +yl(z) = Llz®)](2)
I (Linealidad)
LI +L(z) = Llz®)](2)
(Derivacién)
(Y (2) =2y (0) =y (0)) +Y (2) = L[z ()] (2).

Usando las condiciones iniciales: )
2Y (2) +Y (2) = L[z ()] (2).

Despejando Y (z)

(+1)Y () =Ll (0] () = ¥ () = £ 0LE,

Calculamos £ [z (t)] (2)

LEM() = LH-h@(E)=1- =12
| (Linealidad)
Llz®](z) = L[](2) = L[h2 ()] (2)
I (Funcién Heaviside)
1 6722'
L) = ;-5
Sustituyendo en Y (z) )
Y(z):l_e_ 1 B e—2%

?z2+i) :z(zz—l—l) z(22+1)

Tomando la transformada inversa de Laplace encontraremos la solucién y (¢). Utilizando linealidad podemos poner

y(t) = LY ()] (1)
I
1 6_2Z
y(t) = £ L’(z2 +1) 22 +1} ®)
(Linealidad)
6—22
v = £ | 0 || o

y si tenemos en cuenta que hay una exponencial en el segundo término, debemos utilizar el segundo teorema de
traslacién para poner

v = | | 0027 | | -2,

2241 2241
Notar que en ambos sumandos se calcula la inversa de la misma funcién. Para calcular esta inversa vamos a

utilizar residuos. Las singularidades son z; = 0, z2 = 4 y 23 = —1, que son todo polos simples; asi por la férmula
de Bromwich tenemos:

b

Estos residuos se calculan mediante la férmula general para polos de orden k, en este caso k = 1 para todos ellos

} (t) =Res (e*F (2),0) + Res (e*'F (2) ,i) 4+ Res (¢*'F (z) , —i)

21=0 = Res(e*'F(2),0) = lim > (e*'F (2)) = lim et (z21+1) =1

2z2=1 = Res(e*'F(2),i)= ilgi (z—1) (e*'F (2)) = lim et Z(ZIH) = e”i(—éi) = —%




Como z3 = —i es el conjugado de z2, su residuo serd el conjugado del anterior

Res (e*'F (z),—i) = Res (e*'F (z) ,i) = Res (e*'F (2) ,1) = —

Sumando todos los residuos

e [rsal1+ (5) () 1+ (255 1o

Finalmente la solucién buscada sers

y(t) = (1 —cost) — (1 —cos(t —2)) ha ().

b) Para comprobar las condiciones iniciales y la ecuacién diferencial necesitamos calcular y' (t) e y” (¢) :
Yy (t) = sent—sen(t—2)hs(t),
y"(t) = cost—cos(t—2)ha(t).
Comprobamos que se cumplen las condiciones iniciales
y(0)=1—-cost—(1—cos(t—2))ha(t)},.o=1-1-0=0

y' (0) = sent —sen (t —2) hy (t)|,_o =0—0=10

Comprobamos que se cumple la ecuacién diferencial

y'(t)+y(t) = (cost—cos(t—2)ha(t))+(1—cost— (1—cos(t—2)hs(t)))

cost —cos (t —2) ha (t) + 1 — cost — ha (t) + cos (t — 2) ha (t)
= 1—hy(t).
6. Dado el problema de valor inicial en tiempo discreto:
Ynt2 + 3Yny1 =27, n >0,
Yo =0,
y1 = 0.

a) (1.5 puntos) Resuelva mediante la transformada Z el problema anterior.
b) (0.5 puntos) Calcule el valor de yq.

Aplicaremos la transformada Z y sus propiedades: linealidad y desplazamiento

Z [Ynr2 + 3ynt1] (2) = Z[27] (2)

Primero la linealidad "
z [va+2] (Z) +32 [yn-i-l] (Z) =z [2 ] (Z)

y a continuacién la propiedad de desplazamiento junto con las condiciones iniciales

Zyn](z) = Y (2)
Zlyns1](2) = 2Z[yn] (2) — 200 = 2Y (2)
Zlynsa] () = 2Z[yal (2) = 2°y0 — 21 = 22V ()
Sustituyendo en la ecuacién
(2°Y (2)) +3(Y (2)) = Z[2"](2)

(22432)Y (2) = Z[2"](2)



y despejando
Z[2"] (=)

(224 32)

Esté claro que

ZR() = =5 |l >2

por tanto
- Zig - z - 1
Yo =213 " 6o2:059) =2 G+)

Para obtener el valor de y, tendremos que calcular la transformada Z inversa

1

w=2"(=5ry)

Para calcular la transformada Z inversa, hay que encontrar las raices del denominador y hacer la descomposicién de
la funcién racional en fracciones simples,tenemos:

Fz)= (2—2)1(2—1-3) - (zf2+2f3>

A continuacién desarrollamos cada fraccién en series de Laurent dentro de conjuntos de la forma A (0,7, 00), es decir
en el exterior de bolas de centro 0 y radio r, en todas hay que hacer la misma operacién, transformar la fraccién para
poder emplear la suma de una serie geométrica

1 1 1 1o /2\" Kont
z—2 - ;1—2;Z<;) :Z AL st |2 >2
z n=0 n=1
1 11 1S 31" & (—1)"lgnt
= 7 3 :_Z(_Dn -] = (Gt si|z| >3
z+3 zl+z z = z — "

y sustituyendo en la expresién para F'(z)

A B e on—1 OO n713n—1 )
(22+z+3> = (AZ = +BZ(—1) z") si|z] >3

n=1 n=1

n

= _ 1
_ Z(AQ"*IJrB(fl)” 13“*1)Z— 2] > 3
n=1

Los coeficientes de las potencias de z son los elementos de la sucesién que buscamos. Vemos que
Yo =0

mientras que para n > 1
yo = (427714 B (-1 3

Vamos a calcular A y B de la descomposicién en fracciones simples

(272)1(z+3) - (zA2+zf3)

por tanto
A(z+3)+B(z—-2)=1

de donde

Siz

2$A@+$=1¢A:%

1
Siz = 3= B(-3-2)=1=B=—



Y la expresién de y,, serd

1. 1 o on 1 - on 3n
= _2n 1 _ = 71 n 3n 1 — = - 71 n 3n 1 — = 71 n<
Y <5 +< 5)( ) > TR TRAART;

_ <3 _ i)’ _
., \10 15

Usando la ecuaciony, 12 + 3yn+1 = 2" = Ynt2 = 2" — 3Yn+1

Podemos comprobar el valor de y;

27L n 37L

Yo =2" =3y =4

Usando la solucién

2'” n 37L
S e
b2 (10 =D 15)

22 2 4 1241
( +(1)23_)’_+3 18,

s 10 15 10 ' 15 30
Y para yoq 20 20
on 3n 2 3
i 1) = — + — =232557151
b0 <10 - ( ) 15) n=20 10 " 15




