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. (1.2 puntos) Encuentra en C todas las soluciones de la siguiente ecuacién:
cos (2) 4 2v/5i = 0.
Solucién: Rercordemos la definicién de cos z en términos de la funcién exponencial compleja

eZZ _|_e—ZZ
cosz = ———,

2

y podremos reescribir la ecuacién como

%4—2\/51’:0.

Se hace el cambio:

como e%* # (), entonces existe su inverso —= y se cumple
) e

1 - 1
— =€ 7= —.
e'® w
De esta forma se obtiene una ecuacién en la variable w
1
w+ — 241

+2v/5i = 0.

W4 9\/Fi=0 = =
2 w

Si multiplicamos toda la ecuacién por el valor no nulo 2w, obtenemos una ecuacién de segundo grado en w

w? + 4V5iw +1 =0,

y obviamente podemos deducir que

4B\ (4VB) 4 _a/Bit TSI —4v/Bi4 2V .
w ; _ = _ > - (—2\/5 + \/ﬁ) ;.

Por tanto
wy = (—2\/5 + x/ﬁ) i
we = (—2\/5 — \/ﬁ) i,

y tendremos

e = w; = (\/ﬁ — 2\/5) i
€2 = qpy = (f\/ﬁ - 2\/3) 1,



y tomando logaritmos complejos

iz1 = log (wy) = log K\/ﬁ - 2\/5) z}
izo = log (wq) = log [— (\/ﬁ+ 2\/5) z}

Expresando cada complejo en forma polar:

|z1] = [(V21 — 2v/5) i| = V21 — 2/5 - -
arg(zj)(Zarg((\/;_l’—%/E)z‘):g }j(\/ﬁQ\/g)Z—(\/ﬁm/g)e /

|z2] = |— (V21 + 2v5) i| = V21 +2V5 - -
) e (a g g} = - (VTR i= (VT2

y los valores de las soluciones serfan:

iz1 =log (Jz1]) +iarg(z1) = 21 = [(g —|—2k7r) —ilog (\/ﬁ— 2\/5)] , keZ,
izo = log (|z2|) +iarg (z2) = 21 = [(—g + 2/<z7r) —ilog (\/ﬁ—i— 2\/5)] , kel

ror= (4 D) r (2),

a) (1 punto) Calcule su desarrollo de Laurent centrado en zy = 0, indicando su anillo de convergencia, asi como su partes
regular y singular.

2. Dada la siguiente funcién:

b) (0.4 puntos) Utilizando el desarrollo del apartado anterior calcule

Res (f (2),20) -

Solucion:

a) Solucién: Hay que utilizar el desarrollo de Taylor de cos (z) pero evaluado en 1

. _ - (_1)2" 2n . 1 _ - (_1)2n 1
cos(z)—nzzo @) z écos(;)-Z Gl Vz#0

n=0

A continuacién multiplicamos por la funcién (22 + %)

()G w - () =S (B )

n=0 n=0 n=0

I

Uno de los términos sélo contiene términos pares y el otro impares, luego podemos poner la serie como

f(z)= <22 + %) cos G) = i ((_22);" 22712 + Ti %ZTIH

n=0

En la segunda serie s6lo hay potencias negativas de z, mientras que en la primera hay sélo dos potencias positivas:
para n =0 y para n = 1, que separamos

i (—1)2” ! = 2% - lz + 3 (_1)2“ !
= (2n)! z2n—2 ::ro’ 2 = (2n)! 222
n=1

1 (-1 1 = (-0 1 1 (-1 1 = (-1 1
—2_ = }: 2 : = z2-Z :
fz) == 5T (2n)! z2n—2 + (2n)! z2nt1 oo Z (2n)! 2202 T Z (2n)] Z2nt1
n=2 n=0 N— — n=2 n=0

Parte Regular
Parte Singular



b) El residuo es el coeficiente de % que como es una potencia impar lo encontramos en el segundo de los sumatorios
infinitos tomando n =0 :

Res (f (2),0) o))

Observacioén: Otra forma de resolver el problema es

1\ & (-1 1 1 11 11 11
[ = G“G)X%QQ;%:(f+;)@‘§;+z;‘aﬁ+“>

n=0
2 1_1i 11 11 +1 11 11 11
o 222 4124 626 z

1o 4 = = ...
< 232+4!z4 6!z6+
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y reagrupando
11 11 11 11 11 11

— 2_ = B e ...
f(z)_<z 2)+<Z+4!22 53 64 NSRS 6T )

Res(f (2),0) =1

donde como antes

3. (1.2 puntos) Calcule la siguiente integral aplicando la Férmula Integral de Cauchy, justificando de forma razonada porqué
se puede aplicar esta férmula.
/ LZde; v (t) = 4e, te0,2n].
v 2(2—2)

La férmula integral de Cauchy concluye que

f(n) (z0) = i/ (zf(%dz

2ms,
siempre que
flz) € H (’7* U %/) Funcién derivable sobre la curva y en su interior.

o . .
zo € 7 Punto interior a la curva.

Estd claro que para este caso

sen z
flz)= e H(C) Es una funcién entera, puesto que z = 0 es una singularidad evitable = Derivable en C.
z
20=2=d(20,0)=2<4 Distancia del punto al centro menor que el radio = El punto estd dentro.

y para este caso n = 1, por tanto utilizando la férmula integral de Cauchy

1_'/ senz/zd 1 senz/zd.
.

PO 5 ) e i L oo

T 2w

Si calculamos la derivada de sen (2) /z
ZCoSz —senz

f'(2) =

22

la integral serd
/ sen z o= omif (2) = 27”,20052 —sen 2 _ 71_2,20032 —sen?2
v z(z—2) 4 2




4. (1.2 puntos) Calcule en funcién de r > 0 y mediante el teorema de los residuos la siguiente integral; justificando de forma
razonada porqué se puede aplicar dicho teorema:

/L’ZﬂQdZ; y(t)=1+re" tef0,2n], r>0.
WZ(Z_E)

Solucién: La curva es cerrada (circunferencia de centro 1y radio r) y la funcién del integrando sélo tiene singularidades

aisladas
N 2 z1 =0
z (z — —) =0¢&
2 2;2 = %

Se comprueba facilmente que ambas son singularidades tipo polo de orden 1,

If ik L Es tipo polo
m——— = =00 i .
=0 2 (z — 7/2)? 0 pop
1 4
Para el orden = lim zl% = lfm — 2% 5 = 5 = — € C—{0}
=0 2 (z2—m/2) =0 (z —7/2) (—m/2) ™
. — —1
lim LQ = v = (L’Hopital) = 1lim 5 en e = — =0 Es tipo polo.
z=1/2 2 (z —7/2) 0 z=1/2 (z —/2) " +2(z2—7/2) 2 0
Cos 2 CoS 2 0 —senz
Paraelorden = lim (z—n/2)) ——= = lim ——= — = — = (L'Hopital) = lim —— —  — —
Z~>7T/2( /2 2(z—7/2)% eomj2z(z—-7/2) 0 ( pital) 2on/2 (2 —7/2) + 2

ademés al comprobar el orden del polo también hemos calculado el residuo correspondiente.

El valor de la integral depende de las singularidades que estén dentro de la curva que es una circunferencia de radio
variable y podemos distinguir 3 casos

0 < r<(z*1)é21¢%,z2¢%:>/Lzzdzzo
: V2= 9)

o o 2
(E—l) < r<1:z1¢7,z267:/—cosz 5dz = 2mi Res _G08E 2,2 =274 (——) = —4;
: -9 RS "

1< r;szlea,@e%i/L;dz_o_zm@es(%,g)+Res(co_812,o>>
(- ) - 9) - 9)
4 2 2 —
= 2m'<—2——):4¢< ﬂ)
o 71' ™

5. (1.4 puntos) Calcule mediante el teorema de los residuos la siguiente integral, justificando de forma razonada cada paso
realizado:

2T 1
—dt
o V10+sent

Solucién: Es una integral trigonométrica entre 0 y 27 que resolveremos mediante el cambio de siempre:

. 22 -1
sent =
221
1
12

Sustituyendo en la integral:

n L 1 L, / 2zi L, / 2 J
—dt = ———dz = ——— —dz = —dz
o V10+sent zl=1 V10 + &=L iz |z|=1 2V/10zi 4 22 — 1 iz lz|=1 22 +2v/10zi — 1

La integral se calcula mediante el teorema de los Residuos, siendo en estos casos la curva una circunferencia centrada
en 0 y radio 1. Calculamos las singularidades

—2v/10i &/ —4 VI0) +4  _oyT0i+ AT =10) —2V10i+2/-36
2 42V/102i —1 =0 2 = (V10) = V10i 2< ) _ V10i = —V10i + 3i

2 2 o




Hay dos singularidades

z1 (—\/m—l—?))i
Zo = (—\/E—?))i

Tenemos que ver cudl de ellas estd dentro de la curva (centro 0 y radio 1), para ello s6lo hay que calcular los médulos
y comprobar si son mds o menos grandes que 1

2] = 3-V10<1

22 = 3+V10>1

Luego 25 estd fuera de la circunferencia, mientras que z; estd dentro. El valor de la integral es:

27 1 ) 2 '
0 \/E-l-sentdt - 2W%ReS<22+2mzi—l’(_m+3)2)
. , . 2
= i G- ) s e o
. , 2
T (Vi (- (VI0-9))
. 2
- 2m((—\/ﬁ+3)z’—(—\/ﬁ—3)¢)
= 27riz,
()
_4r 2rm
-6 3

. Resuelva cada apartado de forma independiente:

a) (0.4 puntos) Usando la definicién, demuestre que la transformada de Laplace de la funcién f(t) = 141t hs (¢), es la
funcién de variable compleja

L@l =+ (F+2)i Re() >0,

donde hg (t) es la funcion de Heaviside de pardmetro 3.

b) (1.4 puntos) Resuelva mediante la transformada de Laplace el siguiente problema del valor inicial:

y' ()~ () +yt)=1+t-h3(t), >0,
y(0)=1,
Y (0) = 0.

Solucion:

a) Utilizando linealidad
LIFONE) =LA +1t-hs @) (2) = L] (2) + L[ths (1)] (2)

El primer término es la transformada de Laplace de hg (t)

t—oo
1

Lho] (s) = / ho (t) e *'dt = / ettt = Lot
0 0 S

t=0
para el segundo

L[t] (z):/ooom3 (t) etht:/;otetht



integrando por partes con u =ty dv = e *'dt, es decir, du = dt y v = —1e %

[e’e] 1 t—o0 00 e_Zt
L [t] (3) — / te_tht — _t_e—zt + / dt
3 z t=3 0o %
1 t—o0
= — —3z + (__262t>
z t=3
= §6_3Z + %6—32.
z z
Sumando obtenemos la transformada de f (¢):
1 3 —3z 1 —3z 1 _3z 1 3
L'[f(t)](z):;+;e —I-?e 22—&-6 ;—&—; .

También es posible utilizar las propiedades de la transformada de Laplace, concretamente el 2° teorema de
traslacion para el célculo de L [ths (t)] (2) .

LIf(t—a)ha(t)](2) = e LIf ()] (2)

Identificando tendremos

a = 3

fE=3) =t

por tanto tendremos
f@)=t+3
de donde
Llths ()] (2) = e L[t+3](z) =e>* (L[] (2) +3L[1 (2)) =
(3l
como antes.
b) Denotemos por
Y(2) =Lyl (s),

por el apartado anterior

Entonces utilizando las propiedades de linealidad y derivacién de la transformada de Laplace:
(Y (2) = 2y (0) = /' (0)) =4 (2Y (2) =y (0)) + Y (2) = X (2)

de donde
(22Y (2) —2) —4(2Y (2) = 1) + Y (2) = X (2)

1 - 1 3
(22 —4241)Y (z) —2+4 = —+e$2<—2+—>
z 2?2z
1 3 1
(2 —424+1)Y (2) = —+z—4+e_32<z—;>
24 1 1
(22—4z+1)Y(Z) - i_ke&z(?)z—;)
z z

o equivalentemente



Calculamos los ceros del polinomio (2% — 4z + 1)

4i\26—4:4i;q§:4i;¢§:2iv§

(2274z+1):0<:>z:

y si definimos por comodidad a = 2+ /3 y 3 = 2 — v/3, entonces
22 —dz4+1=(2—0a)(z—p)

YO =1+ (artan)

Obtenemos y (t) tomando la transformada inversa de Y (z)

y podemos expresar Y (z) como

Primero por linealidad podemos poner:

T H R e e e LG

y utilizando el segundo teorema de traslacién

1 3z+1
ty=L7' = (t)+hs(t) LT t—3
o= [t emo e [r2te=g] e
En el primer término la inversa es directa
g |1
L7 Z| (®) =ho(t),
z

para el segundo podemos utilizar residuos

-1 3z+1 -1 zt zt zt

L W (t) = L7'[F (2)] (t) = Res (¢*'F (2),0) + Res (¢*'F (2) ,a) + Res (e*'F (2) , ) .
22 (z —
Para F (z)
Res (e*'F (2),0) = lim 242267 F (2) = lim d%e”%
5 3(22—4z —(2z— 3z
=0 polo doble de F(z) = = lim te*t A ot AT ) B 0ot
— 47
z = a polo simple de F'(z) = Res(e*'F (2),a) = lim §; (z — @) €*'F (2) = lim e** zf(zztlﬁ) =
zZ—o T Z—o
ottt _ (A _ 1 (e
a?(a=p) (2+v3)*2v3 6
z = 3 polo simple de F (2) = Res(e*'F(2),8) = ZII_I)I}B L(z—B)e*tF (2) = 211_1)% e”% =
ot 3841 _ (2—v3)t _3(2=vB)+1 _ _13/3 91 (2-v3)t
IR "By 23 6 ©

La solucién sera

y(t) = (t+7)+ hs (t) (MT‘Q%(%«%W:» ~ %{;216(2\@)@3)>

7. Resuelva cada apartado de forma independiente.

a) (0.4 puntos) Usando la definicién, demuestre que la transformada Z de la sucesién x,, = 3™, es la funcién de variable
compleja

X()= oy >3



b) (1.0 puntos) Resuelva mediante la transformada Z el siguiente problema de valor inicial en tiempo discreto:

Ynt2 — 16y, = 37, n >0,

Yo = Oa
Yy = 2.
¢) (0.4 puntos) Calcule y, mediante la ecuacién y también mediante la solucién obtenida; compruebe que ambos resultados
coinciden.
Solucién:

a) Aplicamos la definicién
Zyal (2) = ,

yn_oo n_oo 3
z—gz—g(;)

la serie es la suma de una progresién geométrica de razén %, para la que tal y como indica el enunciado ocurre

n=0

3 3 3
- 1@—2u2—<1<:>|z|>3.
z 2| fzl I

Su suma es

b) Aplicaremos la transformada Z y sus propiedades: linealidad y desplazamiento
Z [ynt2 — 16yn] (2) = Z[3"] (2)

Primero la linealidad
Z [Yn+2] (2) — 162 [yn] (2) = Z[3"] (2)

y a continuacién la propiedad de desplazamiento junto con las condiciones iniciales

Zlynl(2) = Y(2)
Zlynta] (2) = 2Z[yal (2) —2y0 = 2Y (2)
Zlynt2] (2) = 22Z[ya (2) = 2%y0 — 21 = 2%Y (2) — 22
Sustituyendo en la ecuacion
(z*Y (2) —22) = 16Y (2) = Z[3"](2)
(2 =16)Y (2) =22 = Z[3"](2)
y despejando
SRREIGCEL

Por el apartado anterior
z
Z[3" =— 3
3 ()= — |+l >

por tanto

Y(z)*zi?’JrQZ* 24+22(z—-3) 222 — 52
C(22-16)  (2-3)(22—-16) (2—3)(z—4)(z+4)

Para obtener el valor de ¥, tendremos que calcular la transformada Z inversa

yn=2" <(z —?>)2(Z22—_f)z(zJr4)>



Para calcular la transformada Z inversa, hay que encontrar las raices del denominador y hacer la descomposicién
de la funcién racional en fracciones blmpleb tenemos:

<z3)25z2_45>z<z+4>:< R C)

F(z) = 273—’_274 z+4

A continuacién desarrollamos cada fraccién en series de Laurent dentro de conjuntos de la forma A (0,7, 00), es

decir en el exterior de bolas de centro 0 y radio r, en todas hay que hacer la misma operacién, transformar la
fraccién para poder emplear la suma de una serie geometrlca

1 11 1T /3\" & /3\"" X 3nd
z—3 zlf% zz(z) Z(z) A ot |Z‘>

n=0 n=0 n=1
1 11 IS /4\" @ @t
z n=0 n=0 n=1
1 11 1 & W (A" (D@ (=)@t
= — = - —1 —_ = = 51 >4
Z+4 21412 Zn:o( ) <z> HZ:O Zn ; n st |2

y sustituyendo en la expresién para F (z

o0 'n

A B C R ) 1(4)”*1 _
<2_3+2_4+Z+4> = (AZ +BZ +CZ si |z] >4

= _ 1
3 (A3"—1 + B4t 4 0 (=1)" ! 4”—1) = lel>4
n=1

Los coeficientes de las potencias de z son los elementos de la sucesiéon que buscamos. Vemos que
Yo =0

mientras que para n > 1
yn = (43" 4+ BA" O (-1)" 4

Vamos a calcular A y B de la descomposicién en fracciones simples

222 — 5z B A n B n C
(z—3)(z—4)(z+4)_<z—3 z—4 z—|—4>
por tanto
A(z=4)(z+4)+B(z-3)(24+4) +C(2—3) (2 —4) =22*> — 52
de donde
. 3 3
Siz = 3:>A(3—4)(3—|—4):2:>A:m:—7
Siz = 4:»3(44)(4%):12:»3:%:;
o 52 13
Siz:—4:=>C’(—4=—3)(—4:—4):52:>C:m:ﬁ

Y la expresién de vy, serd

Bant, Bty 1B st 1.3 13
= ((-23"1 4 24m 1)t gn = o3t o4 - S () (4)" =
n (( Syt 2 2 34 4 2 (1) ()

Podemos comprobar el valor de y;

1
7 +8 +56

1 3 13
:__3n _4n—1__ _ln 4n
yr= 3"+ 24— S ()" (4)

n=1



¢) Para calcular yo utilizando la ecuacién que es vilida para n > 0, observamos que hay que elegir n = 0, para
obtener .
Ynt2 — 16y, =3"|, o = y2 — 16yo = 3" = 32 =1,

mientras que utilizar la solucién general

1 3 13 1 3 13
=yl = o8 24— 2 (S (@) = o324 242 - 2 (-1 =1

que coincide, como no podia ser de otra forma, con el obtenido mediante la ecuacién.




