Matematicas I
Grado Ingenieria Eléctrica/Electrénica Industrial y Automatica

Examen de problemas, 20 de septiembre de 2014

1. (1 punto) Encuentre en C los complejos para los cuales sucede
sen (z) = cos (2)

Nota: No se aceptard ninguna respuesta que no esté razonada y que no utilice teoria de variable
compleja.
Solucién: Si utilizamos la definicién de senz y cosz en términos de la funcién exponencial

podemos reescribir la ecuacién como

e 2 €% 1 el®

e JR—
2i 2
Haciendo el cambio:
e =w
y como € # 0 se deduce que:
R S |
¢ TeE W
De esta forma se obtiene una ecuacion en la variable w
1
w—a :w-i-a :>w2_1 :w2_|_1
21 2 2iw 2w

Multiplicamos toda la ecuacién por el valor no nulo 2wz
w2—1:2’(w2+1)

o de forma equivalente
(1—d)w? = (14+i)=0

obviamente podemos deducir que

Por tanto
w=1i

Como en forma ponencial podemos poner i = €2, aplicando la definicién de rafz n—ésima de

un complejo
0, + 2km

wy, = V/|z|e* con @, = -

obtenemos para este caso donde n =2, [z| =1y 0. = %, dos soluciones

wy e171'/4

wy = ez57r/4



Teniendo en cuenta el cambio que se hizo al principio del ejercicio , ¥ = w, tendremos

wy = e7271'/4 _ eizl
Wo = 61571'/4 — %2
como e? = e*t2k7 g6 cumple
s
21 = — + 2kw
4
T
Z9 = Z + 2km

. (1s punto) Determine los puntos para los que la siguiente funcién:
f@y) = (®+y+4)+i(y®—a—4)

es derivable y encuentre la derivada en esos puntos.

Solucién: Para que f (z) = u + iv sea es derivable en un complejo xg + iyp € C, las funciones
u y v deben cumplir las ecuaciones de Cauchy-Riemann en ese punto:

Uy (w0, yo) = 323
uz (20,%0) = vy (To,Y0) =
Uy (*7:07 yO) = Byg

uy (20,%0) = 1
uy (T0,90) = —vz(T0,%0)y =
vz (20, 90) = —1

La segunda ecuacién de Cauchy-Riemann se cumple para cualquier valor (zo,yo) ya que u, =
—v,. Para la primera ecuacién

€T =
e =y 355 = 358 0 23— 4§ =02 o — o) o +0) =0 { PO
y los puntos donde la funcién f (z) es derivable son:

Py = (z0,70)
Py = (20, =)
Calculamos la derivada de f (x,y) en esos punto utilizando su definicién
' (2) = f' (x +iy) = ug + v, = 323 —i

Para P;
F (0, 0) = ug (T0, o) + G0y (20, T0) = 3 — i

mientras que para P

f/ (xo, —:Uo) = Uy (:1:0, —$0) + v, (:1:0, —$0) = 3$(2) —1



3. (1.5 puntos) Determine la serie de Laurent de f (z) en el anillo qude se indica, indicando su parte
regular y su parte singular
22 —2245

f(z):(z—Q)(z2+1) en 1<zl <2

Solucién: Buscamos la descomposicién en factores simples de f (z):

222245 A N B N C
(z=2)(z+1i)(z—il) 2—i z2+i 2-—2

f(z) =
Calculamos los coeficientes A, By C':

Az+i)(z=2)+B(z—1)(2=2)+C(z+i) (2 —i) =22 —22+5

2 = i=A20)(i-2)=i*-2i+5=>A(—2—4i)=-2—4= A=
2 = i—=B(=2)(=i—2)=(-i)>=2(=i)+5= B(-2+4i) =2 +4= B = —i
2 2=C(2+i)(2-i)=2>-2-245=>5C=5=>C=1

de donde

Como 1 < |z| < 2, entonces

_ —— :—— _— n —_
Z—2 21 oot Oy

Para las otras dos fracciones tenemos dos opciones, la primera es considerar cada fraccién indi-

vidualmente, teniendo en cuenta que en este caso ‘f‘ = |%| = |z| > 1, luego
i it X
i) -
n=0 n=1
i i i
e () e
n=0 n=1
La segunda opcién es sumar ambas fracciones
i i iz—1—iz—1 2 2 1 2 — nf T\"
= = 2 = Tra2- 2irr - 220Uz
z2—1 z-+1 z44+1 142 z1+z—2 ze = z

o0

= 202(_1)%1 22(i+1 :Zlg(_

La funcién tendra el siguiente desarrollo de Laurent

0o on 0o in 00 (_1)712” o) on 0o
f@==> g+ le—wzlz—n ——X;)Qm+ 212<—
n= n= n= n—

n=0




Finalmente

oo n
z
Parte Regular : E T
n=0

i = (~D)"in > 1 > 1
Parte Esencial: — — | = (1 -1 = = 2(—1)" —
arte Esencia ,LZ::I T + nzzzl g nz::l@ (1+(=1") o nz::l (1) w2n

. (1.5 puntos) Sea 7 la circunferencia centrada en el origen, radio R > 0, y orientada positivamente.
Determine en funcién de R el valor de la integral:

e*Z
—dz
/7 22(z—2)
Solucién: La curva del problema es cerrada y la funcién del integrando es un cociente de

funciones derivables, por tanto podemos aplicar el Teorema de los Residuos. Buscamos en primer
lugar las singularidades del integrando y que son los complejos que anulan el denominador

2(2—-2)=0
es decir
z1 = 0 raiz doble
o}
zo = 2 raiz simple

Hay que notar que ni zq, ni zo anulan el numerador ya que e % # 0 Vz € C, por tanto z; serd
un polo doble y zo un polo simple.

Para resolver el problema hay que comprobar cudndo las singularidades caen dentro de la curva,
como el radio de la circunferencia es variable y depende del pardmetro R, en funcién de ese valor
la circunferencia contendrd o no las singularidades.

Calculamos la distancia de cada singularidad al centro de la circunferencia
d(z1,0) =d(0,0) =0

d(22,0) = d (2,0) = 2

Como R > 0, se deduce que 21 siempre estard en el interior de la curva, independientemente del
valor que tome, para zo estard dentro siempre que R > 2, pero estdra fuera cuando ocurra lo
contrario. Distinguimos por tanto dos casos:

a) 0<R<2
e ? e * 1 m
[YZ2 (2_2)612 i Res <z2 (2_2),(]) mie g >

b) 0<R<2

/2262%261;; = 27 [Res (222%2»(0 + Res <2227i2’2>} = 2m <i +€Tx2>
RETe— =2 =2



Los residuos en cada singularidad se han calculado de la siguiente forma:

e * . 1d e ”* ., d o e’F
zo = 0 (polo doble) = Res (m,0> = ll_r)r(l) ﬁEZQM = ll_r)r(l)% z-2) =
o —etee-et_—10-2-1_1
20 (z —2)? (0—2)? 4
. e * . e ” e e’
21 = 2 (polo simple) = Res (m,2> = i{% (2 —2) 22(2-2) = 2%7 -4

5. (1.75 puntos) Comprueba, aplicando la teoria de variable compleja, la integral real:

2m
1+ 2cost 21
—dt:—( —2)
/0 3+ 2cost V5 V5

Solucién: Es una integral real de una funcién trigonométrica. Haciendo los cambios correspon-

dientes
et =2
S eit 4 it B 2241
2 2z
dt = .ldz
iz

la integral queda

/2”1+2608tdt B /1+2Z22§1 L
o 3+42cost 342224l gz
5 2z

14+ 251
/T’ilgdt
V3+ #

1 224241
e R —
z’/z2+3z+1

v
224+z2+1

1
N 2_i/z(z2+3z+1)
B!

siendo 7y (t) = €% con t € [0,27], la circunferencia unidad. Para esta funcién racional las singu-

laridades son los ceros del denominador

5 — —34+/9—4 _ —3+5
- 2 )
z(z2—|—3z+1)20<:>
z0=0

Tenemos tres raices

—3+5

<1

-3-+5



Tenemos que comprobar ahora cuales de estas singularidades estdn dentro de la curva (circun-
ferencia de centro 0 y radio 1) y serdn las que contribuyan al cdlculo de la integral;

d(2,0) = d(0,0)=[0—-0/=0<1= 2z €~

d(z1,0) = d<_3+\/5,0> %ﬁ_o:ﬂ<1:m€%

2
d(2,0) = d (ﬂo>

—3-Vh | _3++5

1 o
5 5 >1=20¢ 7

2

Finalmente la integral serd

L[ 22+z+1 1, 24241 24241 -344/5
Z/z ErEEn 1)dt = ZZm (Res (z(§2+§2+1)70) + Res (z(z2+§z+1), 2 )) =

- 27r<1—%>:2—\/7%(\/5—2>

Los residuos en cada singularidad se han calculado como sigue:

v

2
: 2 , 22+ z+1
zo = 0 (polo simple) = Res (74;21;;%1)’0) = ;13% O SR YRIEY 132510

24241

fm =
z—0 22 +32+1

—3+v6 ; 24o41  —34V6 ‘ —34y5) (24241
= (polo simple) = Res <2é2+§z+1), - ) = 111:3\/3 (z — 2\/_) P
o=

, 224241 ((_3;\/3)2+_3J2r\/5+1> 2 2
e ) () () 5

. (1.75 puntos) Resuelva mediante la transformada de Laplace el siguiente problema del valor inicial:

y () +20 ) +y@)=f() t=0

y(0)=0
y' (0)=0
donde
1 0<t<5h
f(t)=
0 t>5

Comprueba que la solucién obtenida cumple las condiciones iniciales, asi como la ecuacién diferencial.

Solucién: Utilizando la Transformada de Laplace con esta ecuacion:



» Utilizando Linealidad:
Ly" )] () +2L [y ()] (2) + Ly (®)] (2) = L[f )] (2) (1)
» Derivada de la funcién transformada:

Lly®)](z) = Y(2)
Ly ®)](z) = 2Y(2)-y(0)
Ly ()] (z) = 2*Y(2)—2y(0) =y (0)

Usando las condiciones iniciales del problema

Lly®](z) = Y(2)
Ly ®)](z) = 2Y(2)
LIy )] (=) = 2°Y(2)
y sustituyendo en la ecuacién 1
2Y (2) +22Y (2) + Y (2) = L[f ()] (2)

Para el calculo de L [f ()] (2) teniendo en cuenta que utilizando la funcién de Heaviside f (¢) se
puede expresar como

f(t) = (ho(t) —hs (1))
entonces
LIf®)](z) =Llho () = hs ()] (z) = L[ho (t)] (2) — L[hs ()] (2)

para hg (t) tenemos

luego
1 —bz

LIf®)](z)=Lho 1) (z) = L[hs ()] () = = — =

z z

Observacién: También podriamos utilizar la definicién directa

CIF ()] () = /0 T ) et = /0 R /5 T 0 ettt — /0 oty

que integramos directamente
1
=——e P4 -

5 1
/ e Aldt = ——e*t
0 z t=0 z

que obviamente coincide con lo obtenido anteriormente.

t=>5 1

Si despejamos Y (z) se obtiene
5z

vy - LUOIE _ i-eF

(22422+1)  (22422+1)

1_675,2
2(224+22+41)

1 675,2

2(z+1)?%  z(z+1)?

= Yi(2) - e 7Y1(2)

7



Encontraremos y (t) mediante la transformada inversa de Laplace
y(t) =LY (2)] ()
que por linealidad
y(t) =LY ()] () = L7 [V (2)] (1) =31 () — 2 (¢)
v utilizando el 2¢ teorema de traslacién
y2 () = L7 [e™™Y1 (2)] (8) = hs (1) L7 [Y1 ()] (¢ = 5) = hs (t) 1 (t = 5)

Calculamos la inversa de Y; (z) mediante la férmula de inversién de Bromwich por residuos

y(t) = Z Res (e*'Y (2) , z)

Las singularidades de Y7 (2) son

zo = 0= Polo simple
z1 = —1= Polo doble

siendo los residuos para Yj (z) en esas singularidades

2t _ 14 2t . 12 et
Res (e*'Y1 (2),0) = ilir(l] ze?Y1 (z) = ilir(l) ) 1
Res (e*'V1 (2),—1) = 11’10(11 L4 (24 1)V (2) = h’m1 d%%t = h’m1 teztj_;ezf = —te !t —et
z—— P ——

Sumando los dos residuos obtenemos la funcién yy (¢) = £~ [Y1 (2)] (¢)
p(t)=1—(t+1)e?

Teniendo en cuenta la propiedad de traslacién la funcién buscada sera
YO =y ()= (t=5) hs () = (1= ¢+ D) = (1=t =9 ) s (1)

Comprobamos que se cumplen las condiciones iniciales y la EDO, para ello calculamos ¢’ (t) e
y"” (t), lo hacemos en funcién de y; (t) que es mds manejable

y' () =y (t) —y1 (¢ —5) hs (t)

y" (t) = o (t) —yi (t —5) - hs (t)
donde
rey ot o,
yp(t)=—e "+ (t+1)e " =te

) =et—tet=(1—-t)e!
Las condiciones iniciales

y(0) = 51(0) —w1(=5)hs(0)
1—(0+1)e =y (=5)-0=0



Y (0) = w1 (0)=ui(=5)hs (0)
= 00— (-5)-0=0

y la EDO

y' () +2y () +y @) = (v (t) —y) (t—5)hs(t))
+2 (11 (¢ ) y1 (t—=5) - hs (1))
+y1 (t) —y1 (¢ —5) - hs (1)
= (yl (&) +2y1 (t) + 1 (1))
— (gl (¢ =5)+ 204 (t =5) +y1 (t—5)) - hs (1)

Desarrollamos cada término

i) +20i )+ (t) = (I—t)e " +2te " +1—(t+1)e?
= (1—-t+2t—t—1)e"+1
1

(=5 +201 (=5 +y(t-5) = (1-(@=5)e " 42@-5)e D41 ((t-5+1)e D
= (6-t)e T 2t —5)e D) — (1 —4)e %) 41

= (6-t+2t—10—t+4)e 41

=1

es decir
Y () +20 () +y(t) =1—1-hs(t)=ho(t) —hs(t).

. (1 punto) Utilizando las propiedades adecuadas, calcula la transformada Z de la siguiente sucesion:
zn = (n+1)%2"
Solucién: Podemos desarrollar
Tp = (n® +2n+1) 2" = n?2" 4 2n2" + 2"
y emplear la linealidad para poner
Z[zn] (2) = Z [n%2" 4 2n2" 4 2"] () = Z [n*2"] (2) + 22 [n2"] (2) + Z [2"] (2)

y después la potenciacién para poner
2
Z[n*2"] (z) = <—zd—> Z 12" (2)
z

22" (2) = <—zd%>2[2n](z)

s6lo queda calcular Z [2"] (2), que se puede hacer de forma directa o mediante propiedades:

= N /2\" 1 2
9= 532 ==

ISN1 )



: d
y aplicar el operador —za) en cada caso

(
o = ()= () (525) = - o
<

) 2~ () () (55) - ()

2(2-2°-2(2-2)22 2(z-2)—4z 2244z
(z-2° (22

Z [n22”] (2) =

La transformada buscada serd

22244z 2z z 22 (2 +2)
2l ) = o P T T T

Observacién: También es posible utilizar la propiedad de exponenciacién

Z [yna"] (2) = Z [ya] (2)

de donde .
z [(n +1)2 2“} (2) =2 [(n + 1)2} (5)
mientras que para
Z[(n+17] (2)
podemos emplear la propiedad de desplazamiento
Z [ynt1] (2) = 22 [yn] (2) — 250

para calcular
Z [(n + 1)2} (2) = 2Z [n?] (2) —2- 0= 22 [n*] (2)

finalmente tendremos que utilizar la propiedad de potenciacién descrita antes:

st - () w2 ()

(z—1)"
B (z—1)—2z
e
o z(z4+1)
ICERK

10



de donde

z[n+1227] (2) = (B G+Y _

que coincide obviamente con lo obtenido antes.

11



