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1. (1.5 ptos.) Resuelva en C la ecuacién siguiente:
sen (z) + cos(z) = V6

Solucién: Utilizamos la definicién de sen z y cos z en términos de la funcién exponencial para reescribir

la ecuacion ) ) ) .
eZZ _ e*ZZ eZZ + e*ZZ

= V6

(=) (7)-w

Hacemos el cambio

y como w # 0

et w
De esta forma se obtiene una ecuacién en la variable w
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w— — w+ — 2_1 2 1
wy o w T
21 2 2w1 2w

y multiplicando por 2wi obtenemos una ecuacién de segundo grado
(w? —1) +i (w? + 1) =2wi V6 = (1 +i)w? — 2wiV6+ (i —1) =0

que podemos resolver facilmente mediante la correspondiente férmula de segundo grado

_ 2i\/6i\/(2i\/6)2—4'(1+i)(i—1) _2V6E V=16 2iV6x4i _ VE+2

v 2. (1+1) 2(1+49) 20 +i) 2

(1414)

obteniendo dos soluciones

6+ 2
wy = f;_ (1+1)

wy = \/62_2(1“)

Con estos valores para w; y wg y teniendo en cuenta el cambio que se hizo al principio del ejercicio
obtendremos, mediante la definicién de logaritmo complejo e* = w = iz = logw. Necesitamos la forma
exponencial de wy y ws que claramente

\/6+2 i /4
w = ——e€
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6—2
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S

—_



por lo que

iz1 = log (\/62+2 (1+z’)> =1In <\/§f;2> +i(%+2k7r) =2 =—iln <\/6+2> n (f+2k7r)

izs = log <\/62_2 (1+i)> _ <‘/6\/;2> +i(%+2k7r) = 25 = —iln (Vé_2> n (§+2lm)

. (1.5 ptos.) Calcule el desarrollo de Taylor de la funcién

convergente el el disco
D(0;1) ={z€C: |z] < 1}.

Solucién: El desarrollo de Taylor de f (z) es directo. Si hacemos el cambio 2% = w

1 1

1423 14w

obviamente como |z| < 1, también ocurrird que |w| = |23| < 1 y entonces utilizando el desarrollo de la
serie geométrica

1 o0
[ _1” n
14+w r;)( )t w

y deshaciendo el cambio

. (1.75 ptos.) Calcule la integral

23 1 .
dz; t) =i+ = e te[0,2n].

Solucién: Es la integral de un cociente de funciones derivables a lo largo de una curva cerrada, por tanto
utilizaremos el teorema de los residuos teniendo en cuenta solamente las singularidades que caen dentro
de la curva. Las singularidades de la funcién son los nimeros complejos que anulan el denominador de la
funcién, por tanto

(224—1) (z2+z+1)=0

que tiene por soluciones

zZ1 =1
(*+1) = 0&
zZ9 = —1
23:—%+Z§
(22+z+1) = 0«
2427%+Z§

que son todos polos simples. Para aplicar el teorema de los residuos sélo se tiene en cuenta las singularidades
que estdn dentro de la curva cerrada, como es una circunferencia tendremos que comporbar cudl de las



cuatro singularidades anteriores estd a una distancia de su centro (i) inferior a su radio (3).

1
1
d(22,0) = |-i—il=|-2i=2>
1 V3 1 (V3
d(Zg,O) ‘2+ZQZ = 75 Z<21
1 V3 1 (V3
d(Z47) ‘_2_22_2 = _2_Z<2+1

luego solamente z; estd dentro. El residuo para z;

23

= lim (z — 9)
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se puede calcular mediante limites
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4. .75(1.75 ptos.) Calcule razonadamente, aplicando la teoria de variable compleja, la integral

real

2
\/0

cost

—dt
13 — 12cos 2t

= Solucién: Es una integral trigonométrica de una funcién racional en (sent, cost), por tanto haremos

el cambio usual

sent

cost

dt

22 -1
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2241
2z

1
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Para cos 2t, podemos proceder de dos forma, bien mediante el cambio trigonométrico

cos 2t = cos®t — sen’t

o bien utilizando la férmula del coseno

02t | ,—i2t

cos 2t — e~ te ™
y teniendo en cuenta el cambio e = z

24+L A4
52t = = =
cos 5 5,
Con estos cambios la funcién del integrando es
cost £l 1 i(2%+1) P 22 +1 J
= —az = L= ————-F——Q%~2
13 — 12 cos 2t 13 — 122;";1 1z 1224 — 2622 + 12 2624 —1322+6



v la integral trigonométrica se transforma en
27 . 2 )
cost 7 2241 i
—  dt=—- | ————————dz = — d

v (t) = e t € (0,27

la circunferencia de radio 1 y centrada en el origen y siendo f (z), la funcién racional

siendo

2
z¢+1
fR)= =5
62% — 132246
Utilizando el teorema de los residuos podremos resolver dicha integral. En primer lugar buscaremos
los ceros del denominador de la funcién, teniendo en cuenta que es una ecuacién bicuadrética

2 18 3
— Zl:ﬁ:§
6 1352 46 0,2 BEVIEO-TH 13425 1345
26 12 12 2 _ 8 _ 2
22—ﬁ_§

Luego las cuatro raices serfan

3
z21 = 5
N \/§
29 = — 5
- 2
zZ3 = g
N \/5
zA = — g

Tamdp 2; como 29 estan fuera de la circunferencia den centro (0,0) y radio 1, puesto que

3
al = ol = 2 > 1

mientras que z3 y z4 estdn dentro puesto que

2
|23] = |za] = 3 <1

Estos son los puntos que contribuyen al cdlculo de la integral (hay que tener en cuenta que el factor
£ estd fuera de la integral):

2
27 - 2 2
cost ) z2+1 2 zc+1 2
Y = lomidRes[——  JE) 4Res|—FTo /=
/0 13— 12cos2t " 2 7”{ es<6z413z2+6’ 3>+ es<6241322+6’ \/;>}

Ambos residuos se calculan de la misma forma, mediante limites
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e
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(i) - ) e e
T V() i_@ (+V3)

(VD) +

(VE-VB) (Vi)

win
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1
= —Vb
12\[

win

Luego la integral serd

27 . 2 2
cost 7 2241 2 z¢+1 2
T @t = Z2midRes|—— o /S +Res|-—" T /2
/o 13 — 12cos 2t 2 m{ eS<6241322+6’ 3>+ es<6241322+6’ \/;>}

—w{—112\/6+ 112\@} =0

5. (1.75 puntos) Resuelva la ecuacién en diferencias

Ynt2 + 2y, =0 (n>2)
Yo = 17

y1 =2
Solucién: Aplicaremos la transformada Z y sus propiedades: linealidad y desplazamiento

Z [ynt2 + 2yn] (2) = Z[0] (2)

Primero la linealidad
Z [yn+2] (2) + 22 [yn] (2) = Z2[0] (2)

y a continuacién la propiedad de desplazamiento junto con las condiciones iniciales

Z[gasal (2) = 22Z[gal (2) — 2P0 — 291 = 22 y] (2) — 22— 2V2

Zynl(2) = Zya] (2)

Sustituyendo en la ecuacién

(22l (2) - 2 = 2v2) + 22 [y] (2)

I

N
=
—

N
~—

(z2 +2) Z[yn] (2) — 2-2v/2 = Z[0](2)

y despejando
Z10] (2) + 22 + 2v/2
(22 +2)

Z (yn) [2] =

Obviamente Z [0] (z) = 0, por tanto

2y ] = 202
n) 2] = 5ot
g (> +2)
Para obtener el valor de y,, tendremos que calcular la transformada Z inversa

yn = 27! 2 +ave
" 2242



Para calcular la transformada Z inversa, hay que encontrar las raices del denominador y hacer la de-
scomposicién de la funcién racional en fracciones simples, pero antes observemos que el numerador y
denominador tienen el mismo grado, por tanto hay que hacer una divisién antes de realizar cualquier
descomposicién en fracciones simples. Notar que

22+Z\/§77;2+zﬁ+27277;2+2 Z\/§—27 22/2 -2
242 2242 22420 2242 2242

Y con los ceros del denominador tenemos:

V2 — 2 A B

e, (A, B )
z4 42 2—2i  z+2

A continuacién desarrollamos cada fraccién en series de Laurent dentro de conjuntos de la forma A (0, 7, 00),

es decir en el exterior de bolas de centro 0 y radio 7, en todas hay que hacer la misma operacién, transformar
la fraccion para poder emplear la suma de una serie geométrica
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Los coeficientes de las potencias de z son los elementos de la sucesiéon que buscamos. Vemos que
yo=1

mientras que para n > 1
n—1
Y = (\/iz) (A +B (—1)”‘1)

Vamos a calcular A y B de la descomposicién en fracciones simples

2V2—2 A . B
242 22 242
por tanto
A(z—i—x@i)—kfﬁ’(z—ﬁi)zz 2—2
de donde

—1+1 1+72
Siz=V2=24V2i=2i—2= A= tr_ 140

V2i V2
—1—di 1+i 1—3
Siz=-—V2i=-2BV2i=-2—-2=B= - =
—V/2i V2 V2




Y la expresion de y,, serd
1 . n-1 . . n—1 _
yn—ﬁ(\/iz) (A+i+a-a 1)) =

Por claridad multiplicamos y dividimos por v/2i, para poner la expresién en términos de n y utilizamos
también el hecho de que (71)2 = 1, para obtener

(\/52)22” (QA+14) —(1—1) (—1)") = <\/2§Z) (1 +4)i™ — (1 —4) (—Z)n)

Ahora dejaremos la solucién expresada en forma real. Para ello como

Yn =

. . . ) nwo . nw
i=e™/2 = i = ginm/2 :cos? +zsen7

L ‘ i nw . nw
—i=e T = ()" =e m’r/zzcos?—zsenT

se tiene que

(A +d)i" = (1 —4) (=1)")

(1+1) (COST%7T +isenn§) —(1—-19) ((1+i) ((3051177r —z'sen%))

9% ( nm n7 )
— SR 3 -
= 7| COS D) + sen 9

por tanto

Yn = (\/j)n (L+4)i" — (1 —4)(=)") = (\/i)n (cosn?7T + sen ng) n>1

Notar también que la expresion es valida para n =0
0
Yo = (\/5) (cos0+sen0) =1

. (1.75 ptos.) Aplique el Teorema de los Residuos para calcular la transformada inversa de
Laplace de la funcién
2241

G(z)=———
(2) 2(z—1)°

Solucién: Mediante la transformada inversa obtendremos el valor de g (t)
2241

gt) =L G ()] () =L"" m

(t)

Calculando mediante residuos en las singularidades de la funcién, que son los ceros del denominador. En
este caso son zg = 0, que es un polo simple y z; = 1, que es un polo doble.

241 241 241
£t LQ (t) = Res e”%, 0] + Res e”%, 1
z(z—1) z(z—1) z(z—1)

estos cdlculos se hacen mediante limites

241 241 241
Res e“%,(} = lim ze”L2 = lim e“% =1
z(z—1) z—0 z(z—=1) z=0 (2 —1)
*+1 d 241 d 241
Res ezt%vl = lim —< (22— 1)2 e”% = lim — {e””}
z(z—1) z—1dz z(z—1) z—1dz z
lim {t th2+1 ztz221}
z—1 z z
= 2!



por tanto




