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1. Conteste las siguientes cuestiones:

(a)

\/g ) 2012.

-1
(0.5 ptos.) Escriba en forma binémica <7 + 72

Solucién: Haremos la operacién en forma exponencial. Para ello calculamos el médulo y argumento

V3

-1
del complejo 21 = — + —1

2 2
1\? \/§2 1 3

= —_—— —_— = — —:1
|21] <2>+<2> 4+4

2 2
\/32 = arctan —/3 = —g +71= % (Esté4 en el segundo cuadrante)

Y ahora realizamos la operacién de potenciacién

2012
<_1 4 V3 Z) _ (eiQﬂ'/S)2012 _ (i2:20127/3

2 2

0, = arctan

Si descontamos vueltas completas:

2.2012  27(67-3+2) Ar
3 T = 3 —27r~67+3

Se han dado 67 vueltas completas a la circunferencia y queda un éngulo de 47 /3 radianes, por tanto

dr 1 VB,

612420127!'/5 — 6147!'/5 _

T
:cos? + 28en 3 = —5 — 72
(0.75 ptos.) Calcule en forma binémica todas las soluciones de la ecuacién

22 4+1=0.
Solucién: Los complejos que cumplen la ecuacién son las raices cuartas de —1, por tanto
z=+v-1
que calculamos en forma exponencial. Para ello expresamos el radicando en forma exponencial

—1=1-€&"

y las 4 raices cuartas son
wi = V/|z|e"?x
siendo

0, + 2k
@k:%; k=0,1,2,3.



En este caso |z| =1y 0, =7, de este modo
wy = e'%r

siendo ok
o= k=0,1,2,3

y las raices en forma binémica son

k = 0:>w0:e”/4:£+@i,
2 2
k = 1:>w0:ei‘?’”/‘l:—g—&—gi7
k = 2:>w0:ei5”/4:—£—£i,
2 2
k = Séwo:e”“/‘l:gfgi.

(c) (0.25 ptos.) Demuestre que todos los nimeros de la forma
mcos (a) + misen (o) ; (e €R)

pertenecen a la circunferencia «y (t) = me''; t € [0, 27]
Solucién: Utilizando la férmula de Euler

7 cos (a) 4+ misen (o) = 7 (cos (o) +isen (o)) = me'

y estd claro que
ia| _

|me |7 |ei°‘i =7

luego todos esos puntos estdn en la curva v (t) . También es posible comprobarlo utilizando la defini-
cién de médulo de forma directa, sin necesidad de la férmula de Euler

| cos (o) + misen (a)| = \/(Wcosoz)2 + (rsena)? = /72 (cos?a+sena) = Va2 - 1=n

(d) (0.25 ptos.) Teniendo en cuenta que C ~ R?, represente en el plano el conjunto
{z€C;—m <Im(2) < ,V3 <Re(2)}.

Solucién: Si expresamos el complejo z en la forma binémica z = x 4y, el conjunto puede expresarse
como

{(z,y) eR*} -1 <y < 7m,V3 <z}

cuya representacion grifica es una banda horizontal de anchura 27 con centro en el eje real, es decir



[3=]
T
1

4} 4

(e) (1 pto.) Resuelva en C' la ecuacién siguiente:
cos(z) +iv3=0.

Solucién: Utilizamos la definicién de cos z en términos de la funcién exponencial para reescribir la

ecuacion ) iy
(%) +iV3=0

Hacemos el cambio

y como w # 0
efiz - - — =
e’ w
De esta forma se obtiene una ecuacién en la variable w

w+ — 2

1
wiV3oos T i B0
2 2w

y multiplicando por 2w obtenemos una ecuacién de segundo grado
(W' +1) +2wivV3=0=w?+2wivV3+1=0
que podemos resolver facilmente mediante la correspondiente férmula
. ) 2
203 \/(721\/5) —4-()(1)  -2i3+/~16  —2iv/3+4i ( \/§:|:2) .
= = = 5 = (-

2.1 2

obteniendo dos soluciones

w



Con estos valores para w; y ws y teniendo en cuenta el cambio que se hizo al principio del ejercicio
obtendremos, mediante la definicién de logaritmo complejo e** = w = iz = log w, tenemos en cuenta
ademds que w; y wg son dos nimeros imaginarioas puros con parte imaginaria positiva y negativa
respectivamente

iz = log ((~v3+2) 1) zln(2—\/§)+i(g+2kw) :>Z1=—iln(2—\/§)+(g+2k:7r)

1'22:10g((—\/§+2)i) =1n(2+\/§)+i<3§+2m) :>22=—iln(2+\/§)+(3§+2k7r>

22

(z—1/4)(2% — 4z — 12)
de la regién de convergencia, el desarrollo de Laurent de f convergente en el anillo

2. (1.75 ptos.) Se considera la funcién racional f(z) = . Calcule, justificando la validez

A(0;2,6) ={z € C; 2 < |z < 6}.

Solucién: En primer lugar buscamos las raices del denominador para descomponer la funcién en fracciones
simples. Estd claro que una de las raices es z; = 1/4, para las otras resolvemos la correspondiente ecuacion

(24— 12) e 2 = AE 16—4-(-12) _ 4461 448 2= =0
- 2 B 2 2 _4-8 _
23—7——2
por tanto
22 22

&= mE =1 Cohe 661D

Como estamos buscando potencias de z, la descomposicién en factores simples es la siguiente:

22 A B C
O = m G oo - (z—1/4+z—6+2+2>

Para la expresiéon entre paréntesis tenemos

A(z=6)(z+2)+B(z—1/4) (#+2)+C (2 —1/4) (z — 6)
(z=1/4) (2 —6) (2 +2)

Por tanto
A(z—6)(z+2)+B(z—1/4) (2 +2)+C (2 —1/4) (2 — 6) = 22

y dando a z los valores de las raices
z=1/4=A(1/4-6)(1/4+2)=1/16=> A= —5~

z:6$B(6—1/4)(6+2):36:>B:%:1—2

z=-2=C(-2-1/4)(-2-6)=4=C==2

y la descomposicién es

22 B 1 18 2
(z—1/4)(z—6)(z+2) <_207(z—1/4) + 23 (2 — 6) + 9(z+2)>

El desarrollo de Laurent en el conjunto indicado 2 < |z| < 6 de cada fraccién es muy sencillo.
Com02<\z|:>%<2<|z|:>ﬁ<%<lyentonces

1 1 1 1=/1\" &1 1 1
e i () — X e

4z

<



De nuevo como 2 < |z| = % < %‘L < 1y el desarrollo para esta fraccién es:

1 " & ()2 2
e I —;§: " (3) = e [ <
Finalmente como |z| <6:>|—g| <1
1 1 -1 1 -1 (Z)n o 2" ’z’
= 3 = — = — - = — n—con - <1
2—6 6(z-1) 1-2 6 ~\6 ;6“ 6

La funcién tendrd el siguiente desarrollo6

Fo=(- 1 L 18 2 (1 & 1118 L2
S\ 207(2—1/4)  23(2-6)  9(2+2)) | 207 &= 4nentd 23n:06"+1 9

agrupamos las potencias negativas y positivas de forma:

o0 n

11 2 n 1 18 o 2
= 2 (-2 A .
J@=2 ( 07am oY ) ol T 23 ; Gt

o simplificando
o0

11 (=nr2ntty 1 3 = 2"
10=-% (-t T ) B
n=0

y cambiando el contador en la primera suma n+1=n

(~1)"t2n\ 1 3 &
Z( 207 47~ 1+ 9 2 23;6"

3. Calcule las siguientes integrales:

(a) (1.5 ptos.)

sen z .
/y mdz, ’Y(t) =3 exp(zt), t e [0, 271']

& on
Z Zn+1

Solucién: Es la integral de un cociente de funciones derivables a lo largo de una curva cerrada, por
tanto utilizaremos el teorema de los residuos teniendo en cuenta solamente las singularidades que
caen dentro de la curva. Las singularidades de la funcién son los nimeros complejos que anulan el

denominador de la funcién, por tanto
2 (z—7m) =0

que tiene por soluciones

2120

zZo = T

Aunque z; = 0 es un cero doble del denominador, también es un cero simple del numerador, por

tanto serd un polo simple de la funcién. La otra singularidad, zo = 7, es de tipo evitable

puesto que

aunque es un cero simple del denominador, también es un cero simple del numerador y por tanto sera
singularidad evitable de la funcién. No obstante solamente z; estd dentro de la curva (jes el centro

de la circunferencial), ya que la distancia de z5 al centro de la circunferencia es

d(22,0) = [z — O] = |22| =[x =7 >3



es mayor que el radio y no influird en el cdlculo de la integral. El residuo para z; se puede calcular
mediante limites

sen z , sen z 3 sen z ., senz 1 1
y’ 0 lim z——— _ —_— .

Res <722 Gor

y la integral serd
1
[ 2o = 2riRes (70) ~omi (__) Ly
L 22 (z—m) 22 (z — ) s
(1.75 ptos.) Calcule razonadamente, aplicando la teoria de variable compleja, la integral real

2m 1
| st
o 2+sent

Solucién: Es una integral trigonométrica de una funcién racional en (sent, cost), por tanto haremos
el cambio usual

¢ 22 -1
sent =
21z
1
iz
en este caso la funcién del integrando es
1 1 1 2

dz

dt = —dz=——7"—
2 +sent 2+Z;i;1iz * diz+ 22 -1

y la integral trigonométrica se transofrma en

2m
1 2
| sramtt= [ wr—
o 2+sent y 22+ diz—1

v (t) = e t € 10,27

siendo

Utilizando el teorema de los residuos podremos resolver dicha integral. En primer lugar buscaremos
los ceros del denominador de la funcién

i+ yV=T6Fd _ —4i V12 _ —4it2VEi_ | 7T (=2+V3)i
2 2 2 22:(_2_\/5)2‘

Sélo z; estd en la circunferencia den centro (0,0) y radio 1, puesto que

or = |(-2+v3) | =2 - vB <1

2 4diz—1ez=

mientras que 2o estard fuera puesto que
21| = ’(727\/5)1" —2+V3>1

Para la integral sélo tendremos en cuenta a z;

27 1 2 2 2
gt =2miRes—— (-2 ) = 2 _2
/0 2+sentdt MReb(ZQ—&—ﬁliz—l’( +\/§)Z) m(—2+\/§)i—(—2—\/§)i 3W\/§




4. (1 pto.) Obtenga una sucesion {y,},~, cuya transformada Z sea

(z—=1)(2-2)

Solucién: Para obtener el valor de y,, tendremos que calcular la transformada Z inversa de Y (2)

n=2"(=n5g)

Para calcular esta transformada Z inversa, hay que encontrar las raices del denominador y hacer la
descomposicién de la funcién racional en fracciones simples. Las raices del denominador son

Y (2)=

2’1:1

2’2:2

La descomposicién de F'(z) es

F(z)= (Z_l)z(z_g) - <zi11+zl_32)

Para la expresién entre paréntesis tenemos
A(z—2)+B(z—1)
(z—=1)(2—2)

Por tanto
A(z=2)4+B(z—1)==z2

y dando a z los valores de las raices
z=1=2A1-2)=1=A=-1
z2=2=B(2-1)=2=B=2

y la descomposicién es

z _ 1 n 2
(z-1(z-2) \ (-1 (2-2
A continuacién desarrollamos cada fraccién en series de Laurent dentro de conjuntos de la forma A (0,7, o),
es decir en el exterior de bolas de centro 0 y radio 7, en todas hay que hacer la misma operacién, transformar
la fraccién para poder emplear la suma de una serie geométrica

1 11 I (1)" 1 — 1
5= o (3) X am e ko
z n=0 n=0 n=1
1 11 Iem (2)" & 2" 2!
z—2 ;1—2:;Z<;> :ZZ"'H:Z " 21> 2
z n=0 n=0 n=1
y sustituyendo en la expresién para F' (z)

z — 1 — 2n!
2 -y ly o> 2
(Z_l) (Z_Q) n=1 " n=1

(o)
= > @ -1)= |>2
n=1

Los coeficientes de las potencias de z son los elementos de la sucesién que buscamos
ym=02"-1) n>1

mientras que



5. (2 ptos.) Calcule razonadamente, mediante la transformada de Laplace, una funcién y (¢), que verifique la
siguiente ecuacién diferencial con condiciones iniciales:

y' () +5y (1) +6y(t)=u(t);  te(0,+00)

y(0)=0
y' (0) =2

donde

Solucioén: Para resolver la ecuacion diferencial

y" (8) +5y' (1) + 6y (1) = u(t)

junto con las condiciones iniciales y (0) = 0, 3’ (0) = 2, aplicaremos la transformada de laplace y sus
propiedades de linealidad y desplazamiento.

Aplicamos la transforada de Laplace a ambos miembros de la ecuacién

Ly" ) +5y () + 6y ()] (2) = L[u(t)] (2),

utilizamos la linealidad

L") (2) +5L[Y ()] (2) + 6Ly ()] (2) = Lu ()] (2)

y a continuacién la propiedad de desplazamiento junto con las condiciones iniciales

Lly@®](z) = Y(2)
LIy M) () = 2L"](2) -y (0) =2Y (2)

LI @) = 22Lly1)](2) —2y(0) =y (0) = 2°Y (2) -2
Con estos cambios la ecuacién queda

(Y (2) =2) +5(:.L[u ()] (2)) + 6 (Y (2)) = Llu(®)](2)

(2> +5246)Y (2)

I
o
=
=
O
_|_
[\

y despejando
Lu(t)](z)+2
(224524 6)
El valor de £[u (t)] (z) lo obtenemos mediante la aplicacién directa de la definicién de transformada de
Laplace, teniendo en cuenta que u (¢) en términos de la funcién de Heaviside se puede expresar como

u(t) =3 (ho (t) — he (1))

Y(z) =

luego
e

z z

o como alternativa también puede hacerse mediante la definicién de £ [u (t)] (2)

e—zt

o) 6
Llu®)](z) = /0 w(t)e=tdt = /0 3ot = 3




Sustituendo en la expresién de Y (z)

6762
Y(Z)_L[u(t)](z)+2_3(%— - )+2_3+2z—3e—62_ 342z — 3¢~
(22 4524+6) (224524+6) 2(22+52+6) z(z+2)(2+3)

Mediante la transformada inversa obtendremos el valor de y (t)

[3+22—-3e76
0= [T O

Utilizando la linealidad
—1 [342z—3e~5* _ -1 3 -1 2z -1 —3e” %7
L [z(z+2)(z+3):| (t) = L |:z(z+2)(z+3)] (t) +L [z(z+2)(z+3):| (t) +L [z(z+2)(z+3)} (t>’

—6z

= 3L | s | (0207 [ | (0 - 367 et | O

y utilizando la propiedad de desplazamiento

_ _ —6z _ — —
! [Htas | 0 = 30 | meaem] 0+ 24 [t 0 -3¢ [ ealem ] -9 ),

siendo hg (t) la funcién de Heaviside en el intervalo correspondiente [6, oo] . Calculamos cada inversa medi-
ante los residuos en las singularidades de las funciones correspondientes, que por ser funciones racionales
son los ceros del denominador:

1 1 _ ezt ezt zt
L |:2(2+2)(2+3):| (t) = Res (z(z+2)(z+3)’0> + Res (z(z+2)(z+3) T ) + Res (z(z+2)(z+3) ; _3) .

este cdlculo es directo

Res (i) = ey = Iy i =
= =t i o2t
Res (sbimrm —2) = lim, (24 2) sy = im, 25 =
= =t ot o3t
e (TM’ 73) = Jm (4 3) ey = i wE =
por tanto ) )
£ o] 0=+ 5~ 5

Para el segundo término también utilizamos residuos

1 1 o ezt o ezt ezt
£ [—(z+2)(z+3)} ()= Res (—z(z+2)(z+3) ) Zk) = Res (—(z+z)(z+3> ) *2) + Res (—(z+2>(z+3) ) *3)
2k

siendo
(e — = I e -2t
S ((z+2>(z+3>’ 2) = Mim, (2 +2) o5y = lim, o5y =
2t . , et o et _3¢
Res (it —3) = m, (5 4+3) topditery = i, o5 = e
y por tanto

—1 1 . —2t —3t
£ e (= —c

Para el tdltimo término usamos la propiedad de traslacién

: —3(t—6) —2(t—6)
—1 e*()z _ 1 1 B _ 1 e B e
L [_z(z+2—)(z+3)} t)=°L [—z(z+2)(z+3)} (t—6)he(t) = (6 +—3 5 ) he (t)




y la funcién y (t) se obtiene sumando todos los términos:

1 6731& 67215 _ . 1 673(7576) 672(1576)

- 1 VR S 1 e3(-6) B e—2(t—6)
= (2 e +26 3 6+ 3 5 he (1)

Podemos comprobar que se cumplen las condiciones iniciales, tanto en y (0)

1 -3-0 1 —2.0 1 673(076) 672(0*6)
-2 2 315 - he (0
v ) <2 c T 2¢ 6 + 3 B) 6 (0)
1 1
- - ]. - =
51450

como en ¥’ (0), primero derivando
Y (t) = (36—31: _ 6—215) _3 (_€—3t+18 I e—2t+12) he (1),
y evaluando en el punto t =0

v (0) = (36730 _ 6720) _3 (7673~0+18 + 6*2'0“2) he (0)

- 3-1-3.0=2.

Se comprueba que y () cumple la ecuacién diferencial. Para ello tenemos que obtener la segunda derivada

de y (t)
y' (t) = (—9e7% +2e7%) — 3 (3e 318 — 26212 g (1)

Y sustituyendo en la ecuacién diferencial

Yy ) +5y (t)+6y(t) = ((—9e ¥ +2e2) —3(3e 218 — 2e7212) p (1))
+5 ((36—3t _ e—2t) _ 3 (_e—3t+18 + e—2t+12) h() (t))

1 L 1 o 1 e—3(t—6) e—2(t—6)
L. - —3(z - he (1
+6 ((2 e+ ge 3lgt—3 5 6 (t)

— 3= 3hg () = 3 (ho () — h (1) = u (t)

10



