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Matematicas | - Soluciones comentadas problemas Tema 5 - Soluciones
Espacios Vectoriales Euclideos

Producto escalar. Ortogonalidad

industriales

etsii UPCT
1. Se consideran en R3, junto con el producto escalar euclideo, los siguientes subespacios:
r—y—2=0
U= y W= {{(2,0,-1);(0,—4,1)})

r—2=0

a) Encuentra una base ortonormal de cada uno de los subespacios.
b) Encuentra una base de Ut y otra de W+.

¢) Calcula la proyeccién ortogonal del vector ¥ = (3,2, 1) sobre U y también sobre W.
Solucién:
a) Buscamos una base de U
r—y—2=0 rT—y—2z= Yy=x—2z y=0
r—2=0 T =z =z =2z

Tomando z = «, obtenemos las ecuaciones paramétricas de U

=«
y=0 = (,0,q),
z=«

y como base de U
BU = {ul = (170a 1)} .

Como By estd formada por un sélo vector, es una base ortogonal. Para encontrar una base ortonormal,
dividiremos este vector por su norma

lui]l = [1(1,0,1)]| = V12 + 02 + 12 = V2.

- {(G503)

Los vectores wy = (2,0,—1) y wy = (0,—4,1), son linealmente independientes puesto que sus coor-
denadas no son proporcionales, por tanto tendremos una base de W

La base ortonormal es

By ={w; =(2,0,—1),ws = (0,—4,1)} .

Para encontrar una base ortornomal By, = {w}, w5} de W, usamos el método de Gram-Schmidt.
Con este método
wy; =w; = (2,0,-1),

mientras que wh se obtiene como

wy = wy + agiwy = (0, —4,1) + a2 (2,0,-1),



eligiendo el valor de ag; € R para que w) L wf, es decir
0 = (wh,wh) = 0 = (w],ws + azwh)

y por bilinealidad
0= <w/1,w2 + a21w1> = <wi,w2> + a9y <w'1,w'1> ,
de donde se obtiene
! 2,0,—-1),(0,—4,1 1 2 4
0421:7<w,1,w,2>:7<(7 ) )7(a 7)>——:>’LUI2—<— 4_)
<’ll}1,’w1> <<2707_1)7<2707_1)> 5

Tomaremos como base ortogonal

By, ={(2,0,-1),(2,—-20,4)}

tomando como vector de la base el vector 5wh.

Para encontrar la base ortonormal B” = {w/,wj} se dividird cada vector por su norma correspon-
diente

2 1
wh|| = 2,0,-1)| =5 = w! = <—,0,—>

g
|

2 20 4 1 10 2
2,-20,4)|| = V420 = 2 105;»@0”:( - , )z( ,— , >
IC i 2 2/105° 2v/105° 2v/105 V105~ /105 /105

Para obtener un base de U™, utilizaremos que U estd definido mediante ecuaciones impliticas
U:{(:L’,y,z) ER:z—y—2=0; :cfz:()}
y usando el producto escalar
U={(e.y.2) €B®: (1,1, -1), (,5.2)) = 0; ((1.0,~1),(z,5.2)) = 0}
y obtenemos una base de U+
By ={us=(1,-1,-1);u3 = (1,0,—1)}
Para obtener una base de W+, usamos la base de W, para obtener las ecuaciones implicitas de W+

W = {(z,y,2) €R*:((2,0,-1), (z,y,2)) = 0; ((0,—4,1),(z,y,2)) =0}

= {(:p,y,z)eR3:2x—z=O; —4y+2z=0}

De donde, resolviendo el sistema, obtendremos las paramétricas

z
20 —2z=10 =3
=
—4dy+4+2=0 _Z
Y=
Tomando z = «, las ecuaciones paramétricas de U serdn
@
T ==
2
11
@ 1
_ =W = -, —,1 =((2,1,4
)" ((531)) = 1)
2=«

con
ws = (2, 1,4) .



¢) Proyeccién ortogonal sobre U, teniendo en cuenta que v = vy +vs; con vy € U y vy € UL, calculamos

<’U,U1>
(v,u1) = (v1 + va,u1) = (v1,u1) + (va,u1)
como
Vg € UJ'
= <’UQ,U1> = 0,
u €U
de donde

(v,u1) = (v1,u1) .
Como v1 € U = (u1> = v; = Qqu1, por tanto
(v,u1) = (Qui,u1) = o (ur, ur)

y despejando o

_ (w)  (3,21),(1,0,1) 4 L
‘- <U1,U11> ~ {(1,0,1),(1,0,1)) _5_2:>”1 =2u; = (2,0,2).

Para calcular la proyeccién ortogonal sobre W, usando v = v} + v}; con v} € W y vy € W+. Como
dim (WL) = 1, lo que haremos para simplificar los cdlculos es encontrar el valor de v, que es la
proyeccién ortogonal de v sobre W+, para ello, calculamos (v, ws)

(v,w) = (v} + vy, w3) = (v}, ws) + (vh, ws)
como v € Wy w3 € W+, entonces (v}, w3) = 0, y como vh € W+ entonces vy = Bws, obteniéndose
(v, w3) = (Bws, w3) = B (w3, w3)

y despejando

B = = 5T = 5 T U= Zw [akaa

(v,ws)  ((3,2,1),(2,1,4)) 12 4, 4 (8416
<U)3,w3> <(25154)a(27134)> B 21 B 7 7 - < )

El vector v} es la proyeccién ortogonal sobre W+, pero podemos encontrar v} la proyeccién ortogonal
sobre W, usando el hecho de que v = v} + v}

8 4 16 13 10 9
U:’l)ll-f—’l}é{:}’l)/l:U—U/Q:(?),Q,l)—<?,?,7):(7,7,—?>.

2. Considera R? junto con el producto escalar
(x,y,2); (@, ¥, 2") p = 222’ + dyy + 22’
a) Encentra mediante el método de Gram-Schmidt una base ortonormal del subespacio
U={(1,-1,2),(0,3,-2))
b) Calcular mediante el método de Gram-Schmidt una base ortonormal del subespacio
W={(z,y,2) :x —2y+2=0,3z — 2y — 2 = 0}

Solucién



a)

El sistema B = {u; = (1,—1,2);u2 = (0,3, —2)}, es un sistema linealmente independiente, puesto
que los coeficientes no son proporcionales y por tanto forman una base de U. Para obtener una base
ortogonal de U, B’ = {u], ub}, usamos el método de Gram-Schmidt. Definiremos ) como

uy =u; = (1,-1,2),
mientra que para u} estard definido de la forma
U'g =u2 + 04211/17
eligiendo a1 de forma que uj sea ortogonal a u}, usando el producto escalar (), esto es
(uisuh) p =04 ((1,-1,2)5us + aguf) p = 0 (1, —1,2) ;u2) p + o1 ((1,-1,2) ;u)) p =0
de donde obtenemos el valor de ai;

<(15_172);u2>P _ <(1a_172);(0737 _2)>P _

2 . .
LR, (L-L2)5(L-L2)  2-(1 : : 2) 5

Y b
8 8 76
U/Q = uz + OéQl’lLll = (Oa 35 72) =+ g (15 717 2) = <57 37 g)
Por simplicidad multiplicamos este vector por 5 y una base ortogonal serd

B ={(1,-1,2);(8,7,6)}.

Para encontrar una base ortornormal, necesitamos conocer la norma asociada a este producto escalar

1@, )l = (@9, 2)5 (2, 2)) p = V2T + 27+ 22,

por tanto
lilly = L -12)p =2 (1)° +4- (-)* +(2)° = VIO
Iy = 765 =2 (8)+4- (1) +(6)° = 6v3v5

y la base ortonormal serd

B”—{ u) uh }_{( 1 -1 2)( 8 7 6 )}
[l p " [lul ]l V10’ V10" V10 "\ 6v2V5 6v2V5 6v2v5) )
Obtenemos una base de W usando sus ecuaciones implicitas:
x—2y+2=0(1) x—2y+2=0 x—2x+2=0 x=z
(H)+(2) = = = ;
3z —2y—2=0(2) 4o —4y =10 xT=y xT=y

Tomando z = «, obtenemos las ecuaciones paramétricas

de forma que una base de W es



que como es un Unico vector también serd ortogonal. Para encontrar una base ortornormal, tenemos
que dividir por su norma, obtenida usando el producto escalar (;)p

101D = L) (L)) = VI 22 24 12 = VT

v~ ()

Como ejercicio adicional, supongamos que queremos encontrar una base de W+, para ello recurrimos
a su definicién

Y la base ortonormal es

Wt = {(a:,y,z) cR3: ((z,y,2);w) p = 0; VuEW}.

Sélo es necesario que sea ortogonal para los vectores de una base de W (podriamos tomar B, B’ o
B"}:

wt = {(x,y,z) ceR?: (z,y,2);(1,1,1)) p = 0} = {(ac,y,z) ER3: 2x4+4y+ 2= 0}
Haciendo el cambio x = «, y = 3, obtenemos las ecuaciones paramétricas
=«
y=_0 < (o, 8, —2a—4p) = a(1,0,—2) + 5 (0,1, —4)
z=—"2a—4p
de donde obtenemos la base de W+
BVVL = {(17 07 72) ; (07 17 74)} .
También hubiera sido posible encontrar una base recurriendo a las ecuaciones implicitas de W
T—2y+2z=0
3r—2y—2=0

Podemos expresar estas ecuaciones como

1 1
T—2y+z = 0©2<x~5>+4 y~<—§

1
3r—2y—2z = O<:>2<$-%>+4<y-<5>

O usando el producto escalar (;)

1 1
x—2y+z = 0&((x,y,2); 57—5,1 =0
P

3 1
3r—2y—z = 0@<(m,y,z);(—7——,—1)> =0
2’ 2 -

que nos proporciona la base de W+
By ={(1,-1,2);(3,-1,-2)}

que aunque no sea la misma que la obtenida con el proceso anterior, genera el mismo espacio vectorial
ya que

1
(1507 72) = - (157172)+5(3771a72)7

(Oa 1, _4) = -

N W N

1
(L _17 2) + 5 (3, _]-a _2) .



3. En el espacio vectorial P3[R] de los polinomios reales de grado menor o igual que 2 se considera el siguiente
producto escalar

1
1 (@) p2(e)) = [ p1 @) (o) o
0
Calcular una base ortonormal del subespacio de P5[R]

S=<x,2+5x—4x2>

Solucién: En primer lugar vamos a comprobar que B = {x, 24 5x — 43?2} es una base de S; para ello,
tenemos que comprobar que son linealmente independientes, asi que si suponemos que existen coeficientes
ay 8 de R, que cumplen

az+ (24 5z —42°) =0 B2+ (a+ 58) z — 4B2° = 0,
e identificando coeficientes

B
a+ 56

_4ﬁ

que tiene como unica solucién o = B = 0; luego los dos polinomios son linealmente independientes.
Vamos a construir la base ortogonal mediante Gram-Schmidt a partir de B. Si llamamos u; (z) = x y
ug () = 2+ 5x — 422, los elementos de la base ortorgonal B’ = {v; (x),vs (z)} se construyen de forma
usual, tomando vy () = u; ()

v () ==z

y después construyendo vy () como

siendo a1 € R, de forma que (vy (z),v2 (z)) =0

(z, us (z))

(v1 (x) 09 (2)) =0 & (z,us () + ag1v1 (2)) = 0 & (x,us (2)) + @21 (2, 2) =0 & a9 = — )

y calculamos cada uno de los valores usando la definicién de producto escalar dada en el enunciado

! ! ! s L 5
(x,ug (2)) :/ qu(ac)d:E:/ x(2+5x—4x2)dm:/ (22 + 52* — 42®) dx = 2° + = — 2" ==
0 0 0 3 =0 3
1 1 3 (r=1 1
<x,w):/ (av~:1c)dav=/a:2dx=x— ==,
0 0 3 le=0
Y 5/3
Q21 = *1—/3 = 9,
y por tanto
v2 () = us (z) + azvy (z) = (2+ 5z — 42%) — 5 (z) = 2 — 422,
siendo

B = {z,2 - 42%}

la base ortogonal buscada. Para encontrar la base ortonormal, tenemos que calcular la norma de cada uno
de los polinomios, siempre segin el producto escalar asociado

ol = VR = /3 = == 22

[[or ()]

1
[uj ()] = H241’2H—\/(24x2;24x2>—\// (2 — 422)? da = %
0




De este modo la base ortornormal sera

"o __ \/1—5 2
B _{\/§x,2—ﬁ(2—4x)}.

. Matrices ortogonales. Una matriz cuyas columnas son vectores ortonormales dos a dos se dice matriz ortog-

onal. Se pide:

a) Sea A una matriz ortogonal. Comprueba que A”7- A = I. Por tanto, en las matrices ortogonales, traspuesta

= inversa.

b) Comprueba que la matriz de rotacién en el plano

[ cos§ —senf
“ \ senf cosf

es ortogonal (respecto al producto escalar usual de R?) y encuentra su inversa. Analiza geométricamente

- — —
el efecto que se produce al multiplicar A sobre el vector ¢ = (1,0) y sobre j = (0, 1).

¢) Comprueba que la matriz

= (23)

al actuar sobre un vector ¥ = (x,y) permuta el orden de las coordenadas x e y. Analiza si se trata de
una matriz ortogonal (respecto al producto escalar usual de R?) y encuentra su inversa.

Solucion:

a) Sea A = (a;;) la matriz

aii A1n
A =
ap1 - Qnn
ai1
con (A;,Aj) =0, Vi # j, donde A; = : es la columna j. Su traspuesta es AT = (b;;) con
Qijn,
bij = aj;, es decir,
a1 an1
AT _ .
A1n Qpn

las filas de AT son las columnas de A, es decir, (AT)i = A;

AT . A

air A1n [ an1
an1 Gpnn A1n Ann
n n
Dkt 01kG1k Doy G1kGnk
n n
Zk:1 nkQlk - Zk:l ApkQnk

<(AT)1;A1> <(AT)1;AH>

((AT)" 3 A) e (A7) 4,)

(A1; A1) - (A3 Ap)
(Awi Ar) e (Ani A



que por ser las columnas de A ortornormales entre si

1 Sii=j
(Ai, Aj) = 045 =
0 Sii#j
como se querfa demostrar.
Las columnas de la matriz A son
A1 = (cosf,sen)
As = (—senb, cosb)
de forma que
(A1, A)) = {((cosB,sen); (cosf,senf)) = cos?d +sen?d = 1
(A1, A) = (Ay, Ay) = {(cosB,senf);(—send, cosf)) = —cosfsend + senfcosf =0
(Ag, A3) = ((—senf,cosh);(—senb, cosh)) = (—senf) (—senh) + cos?§ = sen® § + cos® 6 = 1

Luego son ortogonales dos a dos. De modo que

A1 AT < cos sen 6 )

—senf cosf

Si multiplicamos A por los vectores de la base canénica i = (1,0)y j = (0,1):
A. 1\ [ cos —senf cos 6
0 )  \ senf cosf sen @
A. 0\ [ cosf® —send 0\ [ —senf
1 )\ senf cosd 1 )\ cosb

se obtienen los vectores al girar 6 grados en sentido directo el vector unitario.

Siv= ( v )
Y
(01 z\ _ (v
=V )(5)-(2)
Se trata de una matriz ortogonal, puesto que si A; = (0,1) y A2 = (1,0) son sus columnas, entonces

(A A) = (0,1):0,1) = VEL 12 =1
(A1;42) = ((0,1);(1,0)) =0

(As;As) = ((1,0);(1,0)) = VI2+ 02 =1

y por tanto

= o
O =

A—1:AT:A:(

Se puede comprobar

-1 T _ 42 (0 1 0
A-A7=A-A —A—<1 0)(1

~—
Il
A/~
O =
_= O
~—

O =



5. (Fuerza y Trabajo). Supongamos que una particula se desplaza desde la posicion 71 = (x1,%1,21) a T2 =
— —
(22,Y2,22) por accion de una fuerza F = (Fy, Fy, F3). Se define el trabajo ejercido por F' produciendo un
—
desplazamiento d = (2 — x1,y2 — Y1, 22 — 21) como

— — — —
W:<F;d>:F-d.
— — — — — = .
Supongamos que F' =3¢ +2j yque d =214 — j. Se pide:

a) Calcula el trabajo .

— —
b) Calcula la proyeccién de la fuerza F' sobre el subespacio generado por d, es decir, la componente de la
fuerza en direccién del desplazamiento.

. ., =4 .
¢) Calcula la componente normal de la fuerza, es decir, la proyeccién de F' sobre el subespacio ortogonal a

=9
d.
Solucién:
a)
— — —
F =3i+2j=(3,2,0) .
:>W:<F; d>:<(3,2,0); (2,-1,0)) =6 —2+0=4.
d=2—7=(2,-1,0)
b) Sea

de modo que
—
Como F' = (3,2,0) € R3

ademds -
T1EV=T1=Ad =A(2,-1,0);a€R

De este modo
(Fi@) = (31470 ) = (75 D)+ (70 D)= (T: 7)
puesto que v’y € V+ y por tanto <72; 7> = 0. Sustituyendo los valores

<?;E’> = A<E’; E)> & ((3,2,0)5(2,-1,0)) = A{((2,—1,0); (2,~1,0)) <4 =A5 & A = %
siendo

4 8 4
U1 5( ’ 70) (57 5a0>

¢) En este caso nos piden el valor de v’y

N = 8 4 7 14
:F— = 2 —_ -, —— = —, — .
U2 U1 (3, 70) <5a 5,0) (57 570)

También es posible realizar el cilculo directamente, buscando una base de V1 cuyas ecuaciones
implicitas podemos conocer facilmente:

Vvt = {(x,y,z) 6R3:((x,y,z);(Q,—l,O):O)} :{(x,y,z) 6R3:2:10—y20}



o en forma paramétrica, tomando z = a 'y z = f3,
(x,y,2) = (o, 20, 8) = @ (1,2,0) + 5 (0,0,1)

para finalmente obtener la base buscada
VE = ({W1 = (1,2,00; 72 = (0,0,1)})

Ty =a(1,2,0)+3(0,0,1)

y por tanto
N
Encontraremos « y # multiplicando escalarmente F' por los vectores de la base
—
<F;71> = (V14 VW) = (Vi W1) + (Vs W) = (Vs W)
—
<F;72> = (V14 Uy W) = (013 W) + (Vo; Wa) = (Vo; Wa)
U1) = (V1;Wa) =0, por estar los primeros vectores en V y

donde se ha tenido en cuenta que (v'1; U1
los segundos en V+. Sustituyendo los valores de los vectores
(Va3 1) == ((3,2,0)5(1,2,0)) = («(1,2,0) + 5(0,0,1);(1,2,0))

(F) -
= 7=0a((1,2,0);(1,2,0)) + 3((0,0,1);(1,2,0))
= T=5a
<I_~“>;72> = (Vo 2) <= ((3,2,0)5(0,0,1)) = ((1,2,0) + £(0,0,1);(0,0,1))
— 0=0a((1,2,0);(0,0,1)) + £((0,0,1);(0,0,1))
—= 0=4
de modo que a = L y f =0
(1,2,0)+0(0,0,1):(%,%,o),

ol

vy = (1,2,0)+3(0,0,1) =

como era de esperar.

6. Se considera el espacio de funciones
fi[-m7a] - R: /fZ(ac) dr < 0o

L2 ([-m,7];R)

Se pide:
a) Comprueba que el sistema de vectores

{1, cosx,senx,cos (2z) ,sen (2z) , - - - ,cos (nz), sen (nx), -

es un sistema ortogonal respecto al producto escalar

(190 = /f(fc)g(w) dz, f.geL?(-m]:R).

10



Indicacion: Usar las férmulas trigonométricas siguientes:

sen o cos 3 = %sen(a—kﬁ) +%sen(o<—ﬂ)
1 1
senasen 8 = §cos(a—ﬁ) — §COS(Q+5)

1 1
cosacos 3 = §cos(oz+6)+§cos(oz—6).

b) Dada una funcién f € £2 ([—n,7];R), a las coordenadas de f en el sistema (1) se les llama coeficientes
de Fourier, es decir,

flz) = % + Z (an, cos (nz) + by, sen (nx)) .

El término de la derecha en la igualdad anterior se llama serie de Fourier de f. Hay una diferencia
importante en la combinacién lineal anterior: la suma tiene infinitos términos, pero este asunto serd
tratado Matemidticas Il. Comprueba que los coeficientes de Fourier a,, y b, estdn dados por las férmulas

an:%/f(x)cos(nm) dx, n>0
bn:%/f(x)sen(nx) de, n>1

¢) Calcula los coeficientes de Fourier en £2 ([—m, 7] ;R) de las funciones f (z) =z y g (z) = |z|.

Solucién:
a) Hay que comprobar que si f,g € {1,cosz,senz,cos (2x),sen (2z),--- ,cos (nx),sen (nx),--- }, en-
tonces
(f,9)=0; Vf #g.
Distinguimos los siguientes casos para m,n € N
fx)  g(x)
i) 1 cosmr m#0
i) 1 senmx m#0

iti) cosnx cosmx MEn
iv) sennzr senmx MmM#En
v)  cosnx  senmz

Recordemos que para cada m € Z, se cumple

cosmm = (=1)"
senmm = 0
1) Caso f(x) =1y g(x) =cosmzx
g sen (mx)

e (sen (mr) sen(—mﬂ')> _ (2 _ 2) =0.

m m

(f; 9) = (1; cosmz) z/ cosmz dx =

—T

m

T=—T

11



(fi 99 = (1 se nma dx
_ _% (ma) I: _ (cos (;me)
) Caso f(z) =cosnz y g(x) = cosmz
(f; 90 = (cosnx; cosmz) :/7r COS NI smxdm-%
B sen(m+n)x+sen(m—n)x
- T ) =)
se

sennx senmx dr = =

/7r [— cos(m + n)x + cos(m — n)z| dz

2 —T

Se distinguen dos casos.

12



@p)
3

IS
3

[sen(m + n)z + sen(m — n)z] dx

<1>m+ +<—1>’"">< (- > L™ )}
(mtn) " (m—n) (m+m  (m-n)

o N G ) S G ) _(—1)’”“}:0.

(m+n)  (m—n)  (m+n) (m-n)

_cos(m+n)x  cos(m—mn)z|
(m+n) (m—n)

T VoS
\

/—/H/—/HHH/—/H

N DO | = M| — 2| — N — DO | =

/:r [sen (m +n)x + sen (m —n) z| dz

sen (2m) x + sen (0x)] dx

‘\ I\
3 A5 3
wn

(¢}

=

[\

3

~

8

IS

S

N — N N N — N — N =

Nos queda por comprobar los casos en los que f (z) = g (). Si f (z) = g (x) = cosnx

T 1 1
Lﬂ (14 cos (2nx)) dz = B x+ %sen%m‘

{c
1
2
_ % {(71- n senéimr)) - (_ﬂ_ 4 sen (2—n2nﬂ'))}
1
2




Mientras que si f (z) = g (z) = senmz

(f; 99 = (senna; sennx):/

™ ™

sennx sennx dr = / sen? (nx) du

1 (7 1 1 =
= 3 [ﬂ (1 — cos (2nz))dx = 3%~ 5, sen 2nx o

(W _sen éiM)> - (ﬂ ~ sen (zszM))}

1
2
1
0~ (r ) =7
Finalmente si f (z) =g (z) =1

us

(9= = [ tdo=alIZ —or

—T

b) Usando propiedad de bilinealidad

(f(z);1) <% + Z (an cos(nx) + b, sen(nx)) ; 1>

_— (L;1) + Z an (cos(nx); 1) + by, (sen(nx); 1) = Wor = Tao,
2 n=1 2

de donde por los apartados i) y i):

Para calcular los a,,, multiplicamos por cos mx

(f (z);cosmzx) = <% + Z (an cos(nzx) + by, sen(nz)) ; cos mm>

n=1

o0

= % (1; cosma) + Z ap, (cos(nz); cosma) + by, (sen(nx); cosmz)
n=1
= ampT
de donde por los apartados 7), i) y v)
1 s
am = — (f (z);cosmz) = — f (z) cos (mx) dz
n —T

Para calcular los b,,,, multiplicamos por sen mx

(f (z);senmz) = <@ + Z (an cos(nzx) + b, sen(nx)) ; sen m$>

2 n=1

= % (1;senmz) + Z ap, (cos(nz); senmz) + by, (sen(nz); sen mzx)

n=1
= b,7
de donde por los apartados 7), iv) y v)

1 1 [T

bm = — (f (z) ;senmz) = — f (z)sen (mz) dx.
T T

—T
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¢) Sif(x)=x

1 [7 1 22|77
ay = —/ adr === =0.
™) T 2|,
1 ™
am = ;/ x cos (mx) dz = 0.
1 [ —1)"*t!
by, = —/ azsen(maz)dsz( )
T n

St f(z) = |z

1 (7 1 [° 1 ("
ap - |z| de = — (—x)de+—= | wzdx=m.
) ) 7 Jo

I I I
—/ || cos (max) dax = —/ —x cos (mx) dz + —/ x cos (mx) de = ——
T Jo

am
T - T ) .
I 1 /0 1"

by, = — |z| sen (mx) doz = — —xsen (mz)dx + — | xsen(mz)dx =0.
) . - 7 Jo
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