Curso 2019/2020

Grado en Ingenieria Quimica Industrial

Matemdticas | - Problemas tema 4 - Soluciones comentadas
Espacios Vectoriales
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1. Supongamos que una molécula de metano, en estado de equilibrio, tiene sus cuatro hidrégenos en
las posiciones r1 = (a,a,a), ro = (a,—a,—a), r3 = (—a,a,—a), r4 = (—a, —a,a), con el carbono
en el centro. EI momento dipolar de cada enlace viene dado por p; = xr;, 1 <4 < 4, con K una

- _ 4
constante. Calcula el momento dipolar total =", ; ;.

Solucidon: Usando directamente la suma de vectores

n

n n
wo= Z,ui:Z/ﬁri:eri:m(rl—i—rg—i—rngm)

i=1 =1 =1

= k((a,a,a)+ (a,—a,—a)+ (—a,a,—a) + (—a, —a,a))

= k(a+a—a—a,a—a+a—a,a—a—a+a)=x(0,0,0,0)=(0,0,0,0).

2. Comprueba si los siguientes sistemas de vectores son LI, SG y/o base de los espacios vectoriales
correspondientes, hallando en cada caso el rango del sistema:

S1 =
Sy =

{(1,1,1)5(1,2,1);(1,3,2)} de R3 sobre R.
{
Sz ={
{
{

1,2,3,0);(4,3,4,-16);(7,3,4,5)} de R* sobre R.
1,0,0,—1);(2,1,1,-2);(0,1,1,0); (1,1,1,—1)} de R* sobre R.
4,-5,7);(3,3,4);(1,1,—2);(2,—1,1)} de R3 sobre R.
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Se = {(1,0,—1); (i,2,0); (1, —24,0)}: (0,24, —1)} de C3 sobre R.
S7 = {1+ z;2+ 2?;1 + 2%} de P3[R] = {polinomios de grado menor o igual que 2} sobre R.
Ss = {(2,0,0);(3,2,0);(4,3,2)} (con = € R) de R? sobre R.
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Solucién: En cada ejercicio los vectores se pueden poner por filas o columnas, para realizar las
comprobaciones correspondientes:

a) Calculamos el determinante de la matriz formada por los vectores de Si:
111
det| 1 2 3 | =1#4#0=r(51)=3
11 2

Los vectores son linealmente independientes, como el nimero de vectores coincide con la
dimensién del espacio vectorial, el sistema S; es una base de R3.



b) Calculamos el rango de la matriz formada por los vectores de Sy por escalonamiento

Sa

Hay 3 vectores no nulos, luego el rango es 3 que coincide con el nimero de vectores, luego
Sa es un sistema linealmente independiente, pero como el nimero de vectores es menor que
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la dimensién del espacio no es ni base, ni sistema generador de R*.

Calculamos el rango de la matriz formada por los vectores de S3 por escalonamiento

S3

Hay 2 vectores no nulos, luego el rango es 2, como el nimero de vectores es 4, S3 es un
sistema linealmente dependiente y por tanto no puede ser una base, ademéds como el nimero
de vectores linealmente independientes (hay 2 no nulos) es menor que la dimensién tampoco

es sistema generador.

=

S O =

S = N

2 0 1
11 1

111 | TBER
-2 0 -1

2 0 1

11 1 |=>{R=FK+FR}
-2 0 -1

01

11| =r(S3)=2

00



d) Calculamos el rango de la matriz formada por los vectores de Sy por escalonamiento

4 3 1 2

- 5
Sy = | -5 3 1 -1 :{?%:§2+%?}
74 -2 1 3 73t
1 2 0 1 .
= (o z o s :>{F”:F§+—F2/}
0 -5 _15 _3§ 27
4 4 2
1 2 0 1
= 03 2 2 |=r(S)=3.
o o - 2
3 9

Hay 3 vectores no nulos, luego el rango es 3, que coincide con la dimensién del espacio,
luego S3 es un sistema generador, pero como el nimero de vectores de Sy es 4, es un
sistema linealmente dependiente y por lo tanto no es una base de R3.

e) Calculamos el determinante de la matriz formada por los vectores de Ss:

1 0 3
Ss=det| i 1 1 |=13-2i#0
2 -2 25

por tanto los vectores son linealmente independientes. El espacio C? es un espacio de dimen-
sién 6, puesto que C es equivalente a R?. Como lo estamos considerando como R-espacio
vectorial (escalares reales), entonces el conjunto de vectores S5 no es un sistema generador,
ya que sélo tenemos 3 vectores y necesitamos 6. Podemos comprobar este hecho viendo que
es imposible obtener el vector (7,0, 0) usando una combinacién lineal de los vectores de Sg,
usando reales como escalares

a(1,4,2) + B(0,1,—2i) +v(3,1,25) = (i,0,0) <
a+3y=1
(a+3v,8+7+ i, 25y +2a—i28) = (i,0,0) =< B+y+ia=0

25y + 200 — i23

lo que es imposible ya que a + 3y € R, mientras que ¢ € C.
El conjunto C3 es equivalente (isomorfo) a RS, ya que dado v = (z1, 20,23) € C3, como
2 = T + 1Yk, tendremos

v = (21, 22,23) = (x1 + iy1, T2 + Y2, T2 + 1y2) = (T1, 22, 23) + @ (y1,Y2,Y3) € R3 + iR?
y lo podemos simplificar como
(z1, 2,23, Y1, Y2, y3) € R
de modo que el sistema S5 es equivalente a

Ss = {(1,0,2)+4(0,1,0);(0,1,0) +4(0,0,—2);(3,1,25) +¢(0,0,0)}

= {(1,0,2,0,1,0):(0,1,0,0,0,—2);(3,1,25,0,0,0)}



Calculamos su rango por escalonamiento

1 0 3
0 1 1
Sy = (2] 8 205 = Eliminamos la 4 fila que es nula
1 0 0
0 -2 0
1 0 3 F =Fy
0 1 1 Fy=—1F;
= 2 0 25 | = Fi = F;
1 0 0 Fi=F"
0 -2 0 F, = F;
1 0 0
01 0 ,
= | 20 2 :»{FS,F?’ 2F1}
10 3 Fy=F,—F
01 1
1 0 0
01 0 03
= | 00 2 :»{ F;,,__F;, _25253 }
00 3 5 — *5 2
01 1
1 0 0
010 Eliminamos la 4 fila
= 00 25 = " / 1 v
00 0 F5 = F5 - %F?)
0 0 1
1 0 0
01 0
= 0 0 25 | =7r(S5)=3
00 O
00 O

luego el sistema es como se ha comprobado usando determinantes, linealmente independi-
ente. No es un sistema generador puesto que tenemos 3 vectores en un espacio de dimensién
6, como se ha comentado antes.

f) Si planteamos la combinacién lineal

a(1,0,—1) + B8(4,2,0) +~(1,—2i,0) + 6 (0,2i,—1) = (0,0,0)

(a+i8+7,268 —2iy+2id,—a—6) = (0,0,0)



entonces

at+v=0 =a=—y
(a+7v)+if = 0=
5=0 =p£=0

260 =0 =06=0
28+2(6—v) = 0=
20—v)=0 =d0=x

—a—0 = O:>{ —a—0=0=>a=-¢
de donde

§ =
B =

SR
Il

|

o

y hemos encontrado soluciones no nulas

(_’Y?O?’Va’Y) =7 (_1> Oa 17 1) )

se deduce que Sg es un sistema linelamente dependiente.

Podemos usar la equivalencia entre C? y RS descrita en el apartado anterior.Si usamos
la informacién del apartado anterior, podemos poner el sistema Sg como un conjunto de
vectores de R® como

(1707 _1) = (1707 _1) +7’(07070) ( (1707_1707070) )
(4,2,0) = (0,2,0) +i(1,0,0) (0,2,0,1,0,0)
S = =
(1,—2i,0) = (1,0,0) +1 (0, —2,0) (1,0,0,0,—2,0)
(072i7 _1) = (0707_1) +Z(07270) (0707_1707270) /
10 1 O
02 0 O
-1 0 0 -1
%=1 01 0 o
00 -2 2
00 0 O



y buscamos su rango usando escalonamiento

10 1 0
0 2 0 0
Sg = _é (1) 8 _é = Eliminamos la 6 fila que es nula
00 -2 2
00 0 0
10 1 0 F =F
0 2 0 0 F)=F,
= -1 0 0 -1 |= K=K+~
01 0 0 Fj=F,—2F,
00 -2 2 F! = F5
10 1 0
01 0 0
= 0 0 1 —1 | = {Eliminamos la 4 fila que es nula}
0 0 0 0
00 -2 2
10 1 0
01 0 0
= 00 1 -1 = {F{ = F; +2F3}
00 -2 2
1 0 1 0
010 0
= 00 1 —1 = R(Ss) =3
0 00 0

Luego el rango es menor que el nimero de vectores, lo que indica que es un sistema lineal-
mente dependiente. Tampoco es un sistema generador, puesto que el nimero de vectores
linealmente independientes (3) es inferior a la dimensién del espacio (6)).

Planteamos la combinacién lineal correspondiente
a(l+z)+ B (z+2°) +v(1+2%) =0,

de donde
(@+7)+(a+pB)z+ (B+7)a?=0,

e igualando coeficientes:

at+vy = 0

a+p = 0

B+y =0
sistema que tiene como unica solucién



luego S7 es un sistema linealmente independiente. Como hay 3 vectores y el espacio es de
dimensién 3, S3 es una base de P2[R].

Notar que este conjunto es equivalente (isomorfo) a R3, asf que si utilizamos las coordenadas
de los vectores de S3 en la base canénica de P3[R], que es C' = {1, T, xQ}, obtenemos

S3 = {(17 170) ; (07 L 1) ; (L 0, 1)}

cuya matriz asociada es:

1 0 1
S3 = 1 10
01 1
con determinante
|S3| =2 75 07

luego el rango es 3, los vectores son linealmente independientes y por tanto una base.

h) La matriz asociada es

S3 =

S O N

3 4
2 3
0 x
cuyo determinante es

S| = 4z # 0

de donde
1S3/ =042 =02=0

Luego si  # 0, la matriz tiene determinante no nulo y el sistema es una base de R3,
mientras que si x = 0, el sistema es linealmente dependiente y por tanto no es base.

3. Cudles de los siguientes subconjuntos de R? son subespacios vectoriales del espacio vectorial R3?

(a) S1 = {(a:l,a:g,xg) cR3: Tl = .’L‘Q}.

(b) Sy = {(a:l,a;g,a:g) eER3:z = 1}.

(c) S3 = {(wl,:vg,:rg) € R3: zyzox3 = O}.

(d) Sy = {(a:l,a:g,a:g) eR3: 1+ X2 +2x3 = 0}.
Solucion:

a) Tomamos u,v € S1 y o, € R. Tomamos la combinacién lineal correspondiente

au+ v = a(x1,z2,23) + B (Y1, y2,y3) = (ax1 + By1, axa + Bya, axs + fy3)

pero como
u = (z1,22,23) € S1 = 1 = T3 = ax] = a2
v = (y1,92,43) € S1=y1 = y2 = Py1 = By
por tanto
ary + By1 = axa + By2
luego

au+ fv € Sp

El sistema S7 es un subespacio vectorial.



b) Como 0 = (0,0,0) ¢ Sa, entonces no es un subespacio vectorial.
¢) Aunque en este caso (0,0,0) € Ss, si tomamos u = (1,0,0) y v = (0,1, 1), es facil comprobar
que u,v € S3, pero
uw+v=(1,0,0)+(0,1,1) = (1,1,1) ¢ Ss,
luego S3 no es un subespacio vectorial.
d) Tomamos u,v € Sy y a, 8 € R. Tomamos la combinacién lineal correspondiente

au+ v = a(x1,z2,23) + B (Y1, y2,y3) = (ax1 + By1, axa + By2, axs + fy3)

pero como
u = (z1,22,23) €S1 =21 +x2+23=0
v o= (y,Y2,93) ES1=y1+y2+y3 =0
por tanto
a($1+$2+$3) = 0=ar1+axs+ar3=0
Byr+y2+ys) = 0= Py +By2+PBys =0
luego

(az1 + axs + azs) + (Byr + By2 + Bys) =0
o reagrupando
(ax1 + By1) + (az2 + Bya) + (axs + Bys) = 0,
es decir
oau+ fv € Sy.

El conjunto Sy es un subespacio vectorial.
4. Consideremos la base B = {(1,—1),(2,0)} de R?. Se pide:

(a) Representa graficamente la base B en R2.
(b) Encuentra la expresién del vector v = (5,3) en la base B.
(c) Si C es la base candnica de R? halla las matrices cambio de base Mz_.c 'y Mc_.5B.

Solucién:
a)
r+y=0
4T
y

, 4
> 2 4 6
X

2+

Bases B (azul) y vector v (verde) del ejercicio 4.



b) Hay que expresar el vector (5,3) como una combinacién lineal de los elementos de la base

B :
(573) =a (17 _1) + /8 (270) = (Oé + 267 —Od)
de donde
= a+2p
= —«
sistema con solucién
a = -3
8 = 4
y tendremos
(57 3) = (_374)3 .

c¢) Dado (z,y) en la base canénica, buscamos sus coordenadas («, 3) en la base B, es decir

(z,y) =a(l,-1)+ 8(2,0) = (a+ 26, —«a)

de donde
r = a+28
y = —o
notar que
T\ 1 2 «
y ) \ -10 B
de donde

1 2
MB—)C:<_1 0)

Para obtener M¢_, 5, hay que despejar a y 5 en funcién de x

-0
e (9 7)

—1
MC_’B = MB—>C’

donde

= O
No[—= |

Notar que

5. Consideremos las siguientes bases de R?: B = {(0,2),(1,3)} y B’ = {(1,1),(1,—1)}. Se pide:

(a) Dibuja las bases By B'.

(b) Halla las matrices cambio de base de B a B’ y de B’ a B, asi como las ecuaciones del cambio
de base de B a B’y de B’ a B.



up’'y vB.

(c) Siuy v son vectores de R? tales que ug = (—3,5) y vp: = (0,2), halla
Solucidn:
a)
y
4t
2+
s 2 2 4
X
2+
4+

Bases B (azul) y B’ (verde) del ejercicio 5.

b) Podemos calcular las matrices directamente planteando las correspondientes ecuaciones

11

(0,2) = 011 (1, 1) “+ a1 (1, —1)
= MBHB’ = <

(1,3) = a2 (1,1) + aa (1, —1) 21

y para el cambio de B’ a B

(1, 1) = ,311 (07 2) + /321 (173) 11
= Mp_.p = (

(1,-1) = B12(0,2) + B9y (1,3) @21

Las soluciones son

11 = 1

gy = —1 - 1 2
a2 =2 :MBHB/_<—1 —1)
azp = —1

para el primer sistema y

P =-1

Bo=—2 (M =1 1
Bog =1

Notar que
Mp_p = (Mp_p)""

10

12
Q22
Q12
Q22



También es posible resolver este apartado utilizando la base canénica como transicién entre
las dos bases, de este modo

Mp_p = Mcyp - Mp_c, = (Mp—c,)” Mp_c,
(1 1N\ /0 1 % 1 01) [ 1 2
o1 -1 23) 35 -3 2 3) \ -1 -1

-1
Mp_p = Mcy,.B-Mp_c,=(Mp_c,)” Mp_c,

-(52) ()0 )-8

Las ecuaciones del cambio de base se obtienen facilmente usando las matrices anteriores

(z,y)p = < _11 _21 > < z > = < i:_% ) = (z+2y,—z—y)p

(2, 9) g = ( _11 _12 ) < :; ) = < _i:jy > = (—z =2y, 2+ y)p

<_375)B = (_3+10,3_5)B/ <7, _2)B/
(0,2)g=(-0-2%2,04+2)5=(-4,2)p

6. Encuentra una base, ecuaciones paramétricas y ecuaciones implicitas de cada uno de los siguientes
subespacios vectoriales de R*:

a) Wi = ({(2,-1,0,1);(-2,1,-3,2)}).

b) Wo={(z,y,2,t) ER* :x—y+z+t=0,y—2z=0}.
C) W3:{($7yaz>t)ER4:$_2ZJ+Z:0}.

r=A+a+p
) y=A—a+3p8

d) W Z2= A+ 2«
t=2\+3a+

6) W5 = <{<17 _17 07 1) ; (27 _17 07 2) ; <_17 27 07 _1)}>
Solucion:

a) Tenemos la base de W7y, puesto que son dos vectores no nulos que no tienen las coordenadas

proporcionales
BWl = {(27 -1,0, 1) ; (_2a 1, -3, 2)}

Las ecuaciones pardametricas son

(z,y,2,t) =a(2,-1,0,1) + f(-2,1,-3,2) = 2a — 25,8 — a, =35, a + 2)

11



es decir

= 2a—20
58—«
—38
a—+206

~«~ N < =y
Il

Las ecuaciones implicitas se resuelven eliminando los pardmetros. Sumando la primera y la
cuarta ecuacién obtenemos

1
x+t:3a:>a:§(x+t)

De la tercera 1

ﬁ:—gz

y sustituimos a y [ en la segunda y cuarta para obtener

1 1
yzﬁ—a:—gz—g(a:—kt):>3y:—z—x—t:>x+3y+z+t20

1 1
tza+25=§(x+t)+2<—§z>:>3t:a:+t—2z:>a:—22—2t:0

También podemos escalonar la matriz

-2 x 1 2t 1 2 t 1 2 t
EEEI N R B e B E
1 2t 2 -2 x 0 -6 x—2t 00 20+
que nos proporciona las ecuaciones
y+z+t = 0
r+2y = 0

Aunque no sean iguales, recordemos que las ecuaciones no son tunicas. Notar que si de-
spejamos de la primera ecuacién y = —z — t, y sustituimos en la segunda, obtenemos
x4+2(—z—1t) =0= x—2x—2t =0, que es una de las ecuaciones obtenidas en el apartado
anterior. Mientras que si sumamos las dos ecuaciones, obtendremos (y + z + t) + (z + 2y) =
0=2x4+3y+ 2z+t=0, que es la primera de las ecuaciones obtenidas antes.

En este apartado tenemos las ecuaciones implicitas de Ws y a partir de ellas podemos
obtener las paramétricas tomando x = « e y = 3, de la segunda ecuacién

y—z2=0=>z=y=0
y usando la primera ecuacién

T—yY+z+t=0=t=y—zr—2=F-a—-fF=—«

12



Por tanto las ecuaciones son

T = «
y = @8
z = p
t = —«

Los puntos son de la forma
(o, B, 8,—a) = «(1,0,0,—1) + 5 (0,1, 1,0)
y como las coordenadas de los vectores no son proporcionales, tendremos una base de Ws
W = ({(1,0,0,-1);(0,1,1,0)})

Tenemos las ecuaciones implicitas de W3 y a partir de ellas podemos obtener las paramétri-
cas tomando x = «, y = 3, t = 7, de la ecuacién

r—2y+z=0=>2=2y—zx=20—«

Por tanto las ecuaciones son

= 20—«

~+~ N < 8
Il
=

Los puntos son de la forma
(e, 8,26 —a,v) = «(1,0,—1,0) + 5 (0,1,2,0) +~(0,0,0,1)
y tendremos una base de Wy
Wy = ({(1,0,—-1,0);(0,1,2,0);(0,0,0,1)}) .

En este caso tenemos las ecuaciones paramétricas del subespacio y tendremos

(@,9,2,8) = A+ a+B,A—a+38,A+ 20,22+ 3a+ ) = (1, -1,2,3)+5(1,3,0,1)+A (1, 1,1,2)

de modo que
Wy = <{(17 -1, 273) ) (17 3,0, 1) ; (1> L1, 2)})

Notar que uno de los vectores es combinacién lineal de los otros
(1,-1,2,3) +(1,3,0,1) = (2,2,2,4) = 2(1,1,1,2)

luego
Wy =({{(1,-1,2,3);(1,3,0,1)}).

Para encontrar las ecuaciones implicitas podemos escalonar la matriz

1 x 1 1 x

1 =z 1 1 1 T
-1 3 y 0 4 x4y 0 2 3z-t 0 2 2x — z
20 2710 =2 22|70 =2 22171000 42—t
31 ¢ 0 —2 t—3 0 4 z4y 00 z+y—6z+2z

13



de donde obtenemos las ecuaciones implicitas

r+z—t = 0,
ST +y+2z =

e) Primero comprobamos si los vectores que generan W5 son linealmente independientes. Para
ello, construimos la matriz y escalonamos

{(1,-1,0,1);(2,-1,0,2); (~1,2,0,—1)}

1 2 -1 11 -1
1 -1 2 01 1
0o 0 o|T|loo o=Tr®=2
1 2 -1 00 0

el rango es 2 y podemos prescindir de uno de los vectores que generan Wy, tomando dos
cuyas componentes no sean proporcionales, de este modo

Ws = <{(17 —1,0, 1) ) (27 -1,0, 2)}> .
A partir de aqui es como el ejercicio del apartado a. Las ecuaciones pardmetricas son

(z,y,2,t) =a(l,-1,0,1) + 8(2,-1,0,2) = (a«+ 28, —a — 3,0, + 23)

es decir
r = a+28
y = —a—f
z = 0
t = a+28

Directamente obtenemos t = x y z = 0.

7. Determina unas ecuaciones implicitas de los siguientes subespacios vectoriales de R*
U={(z,y,2,t) € RYU:z4+y+z2—t=00+2y—2z= 0} y W=1{{(1,-1,0,3);(2,1,-1,2)}),

asi como también de U N W y de U + W. Concluye si la suma es directa o no.

Solucién: Para definir U N W, necesitamos las ecuaciones implicitas de ambos subespacios. Los
vectores que engendran W son linealmente independientes por no ser proporcionales, por tanto
podemos obtener las ecuaciones implicitas de W, escalonando la matriz

1 2 x 1 2 x 11 T
-1 1 vy 0 3 z+4y 0 1 —z
0 -1 z | 7|0 =1 27100 z4yrs:
3 2t 0 —4 t—3x 0 0 t—3z—4z

de modo que
W:{(w,y,z,t)€R4:x+y+3220;3x—t+4z20}

14



y el subespacio U N W serfa

z+y+3z2=0
3r—t+42=0
_ 4.
UNW =< (z,y,2,t) € R*: ctytz—t=0
z+2y—2z=0
11 3 1 1 3 0 1 1 3 0
30 4 -1 N 0 -3 -5 —1 N 0 1 -4 0
11 1 -1 0 0 -2 -1 0O 0 -2 -1
12 -1 0 0o 1 -4 0 0 -3 -5 -1
11 3 0 11 3 0
N 01 -4 0 N 01 -4 0
00 -2 -1 00 -2 -1
00 —17 -1 o0 o &

como el rango es maximo, el sistema tiene como tnica solucién 0, por tanto
Unw = {0}
Para construir U + W necesitamos una base de cada subespacio. Para encontrar una base de U

z4+y+z—-1t=0

z+2y—2=0
Tomandoz=ayy=7
z = x4+2y=a+2p3

t = z4+y+z=a+0+(a+28)=2a+305
Los vectores de U son
(a75’a+2572a+3/6):a(]"07172)+5(0’]"273)’

Y U= ({(1,0,1,2);(0,1,2,3)})

Y usando la base de W
U+W = <{(17 _17073) ) (27 1, -1, 2) ; (17 0,1,2); (07 1,2, 3)}>
No obstante usando la ecuacién de dimensiones, tendremos

dim (U+W) = dim(U) 4+ dim (W) —dim (U N W)

= 2+42-0=4

Luego
U+W=R*

y la suma es directa, puesto que en la interseccién sélo estd el elemento neutro.
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