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1. Resuelve los siguientes problemas de valor inicial:

2+ -2 =0 2"+ 62" +92 =0

Soluciones:

acteristico es

PN =X+ A—2=A-1)(A+2),

Ecuaciones diferenciales

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Lineales de Orden Superior

2 +9x =0
+(3) =0
(-

2¢" — Az’ +8x =0

a) Ecuacién de segundo orden lineal de coeficientes constantes homogénea, su polinomio car-

con raices Ay = 1y Ay = —2, reales y distintas. La solucién general serd de la forma

z (t) = Ae' + Be 2,

Para usar las condiciones iniciales, calculamos z’ (¢)

2’ (t)) = Aet —2Be™?,
y por tanto
z(0) = A+B=1,
2 (0) = A-2B=0,
sistema que tiene por solucién
A= % y B= %
La solucién del problema es
x(t) = %et + ée_%



b)

Ecuacién de segundo orden lineal de coeficientes constantes homogénea, su polinomio car-
acteristico es
PA)=A24+6A+9=(\+3),

con raiz A\; = —3, real y doble. La solucién general seré de la forma
z(t) = Ae 3 + Bte 3.
Para usar las condiciones iniciales necesitamos z’ (t)

2’ (t) = —3Ae™ + Be 3 — 3Bte™,

y por tanto
z (1) = Ae 2+ Be 3 =0= (A+B)e_3 =0=A4A+B=0,
/(1) = —34e 34+ Be®-3Be®=1=(-34-2B)e® =1,
de la primera ecuacién obtenemos B = — A, y sustituyendo en la segunda obtenemos

(-3A42B)e P =1= -Ae3=1=>A=—-¢€
La solucién del problema es
z(t) = —ePe 3 4 tede3 = S07D (1 — 1)

Ecuacién de segundo orden lineal de coeficientes constantes homogénea, su polinomio car-
acteristico es
2
p(A)=A"+9,

que tiene raices complejas +3i.Tenemos como solucién general
x (t) = Acos(3t) + Bsen (3t).

Calculamos 2/ (t)
2’ (t) = —3Asen (3t) + 3B cos (3t)

para usar las condiciones iniciales

m(%) = Acos(m)+ Bsen(mr)=0= —-A=0,

1
' (g) = —3Asen(m)+3Bcos(n)=—-1= -3B=—-1= B= 3
Y la solucién del problema es

2 (t) = ésen (3).

Ecuacién de segundo orden lineal de coeficientes constantes homogénea, su polinomio car-
acteristico es
p(A) =A% —2X+2,

cuyas raices

N o224+2=0& )\

=144,

244 -8 244 2+2i
a 2 - 2 2

2



son complejas conjugadas y la solucién general serd de la forma
x (t) = Ae’ cos (t) + Be'sen (t).

Calculamos 2’ (t)
2’ (t) = Ae' (cost —sent) + Be' (sent + cost),

y aplicando condiciones iniciales obtenemos el sistema

z(0) = A=A=1,

2(0) = A+B=A+B=1,
cuya solucién es A =1y B =0y por tanto la solucién del problema es
z(t) = el cos ().

Ecuacién de segundo orden lineal de coeficientes constantes homogénea con polinomio car-
acteristico
p(A) =AM+ )\ -6,

cuyas raices

NrA—6=0s )=

—1+y1+24 —1+5 2
2 2 ~1-5 ’

son reales distintas, asf que la solucién general es
z (t) = Ae®* + Be 3t

Calculamos 2’ (t)
2’ (t) = 24e* — 3Be™3,

y aplicando condiciones iniciales obtenemos el sistema

2(0) = 1=>A+B=1,

2 (0) = 0=24—3B=0,

con solucién A = % y B = %, y la solucién buscada es
3 ot 2 3
z(t) = —e —e .

Ecuacién de segundo orden lineal de coeficientes constantes homogénea, su polinomio car-
acteristico es
p(N) =2)% — 4\ +8,

cuyas raices

N AM8 =0 N-224+4 =0\ =

2+ VITT6  2+yo13  2+0yE [ M=V
2 2 2 N1 3



son complejas conjugadas, asi que la solucién general es
z (t) = Ae’ cos (\/gt) + Be' sen <\/§t) .
Calculamos 2’ (t)

' (t) = Aecos V3t — AV3el sen V3t + Bel sen V3t + BvV/3e! cos V3L,

= elcos V3t (A + B\/§> + el sen /3t (B — A\/§> ,
y aplicando condiciones iniciales obtenemos el sistema

z(0) = 1=A=1,

A

2(0) = 0=A+BV3=0=B=—-"—,
©) V3
%, y la solucién buscada serd en este caso

con solucion A=1y B = —

z(t) = e’ cos <\/§t> - \}get sen <\/§t> .

2. Resuelve los siguientes problemas de valor frontera:

y' +y —2y=0 y' +9y =0
(@) § y(0)=2 (b) § y(0)=0
limy o y(z) =0 y(m) =0

a) Ecuacién de segundo orden lineal de coeficientes constantes homogénea que resolvemos
usando el polinomio caracteristico

p(A) =AM 4\ -2,

cuyas raices

N -1+3 1
1 = =
—-1+y1+8 -14+3 2
NM+A-2=0& A= o =
2 2 1-13
Ay = 5 = -2
son reales distintas y la solucién general serd de la forma
y(z) = Ae® + Be %",
Aplicando condiciones de contorno obtenemos el sistema
y(0) = 2=A+B=2
lim y(z) = lim Ae®+ Be * = A lim * + B lim ¢ 2* =0
r—00 r— 00 r—00 r—00



El segundo término en el limite es 0, mientras que el primer depende de A y es —oo si
A<0,4+00si A>0y0si A=0, asi que para que la suma de limites sea 0, la tinica opcién
vélida es que A = 0 y por tanto, de la primera ecuacién B = 2. La solucién es

y (z) = 227,

b) Ecuacién de segundo orden lineal de coeficientes constantes homogénea que resolvemos
usando el polinomio caracteristico

p(A) =N +9,

cuyas raices

MN+9=0c\==+3

son complejas conjugadas, asi que la solucién general es
y (z) = Acos (3z) + Bsen (3x)
y aplicando condiciones de contorno obtenemos el sistema

y(0) = 0=>A4=0

y(r) = 0=>A4A=0
No hay ninguna restriccién al valor de B, luego la solucién al problema
y(x) = Bsen(3xz). Be€R.
3. Encuentra la solucién general de las siguientes ecuaciones:

(@) ¥ —y —6y=2+3z (b) 9 -8/ +16y=1—42> (c) y' —y —6y=2e3"
d) ¢ —y —2y=3e" () y' -8 +16y=¢e" (f) ¥" =y —6y=2cos(3)
(g) v'+4y=3sin(2z) (h) v'+y=2cosz (i) ¢y —2y =122z —10

Solucién: Todas las ecuaciones son lineales de orden 2, con coeficientes constantes y no ho-
mogéneas. En todos los casos calcularemos las soluciones de la ecuacién homogénea y después
buscaremos una solucién particular.

a)
Ecuacién No Homogénea y” —y' — 6y =2+ 3z
Ecuacién Homogénea y' —y —6y=0
Polinomio Caracterfstico A2 — X\ —6

1+£yI+24 145

Rai A=
aices 5 5
A =3
Ag = —2
Solucién Homogénea yn (z) = Ae3® + Be™ 2%

Probaremos como solucién particular

yp(x) :a+b$7



de esta forma

y sustituyendo en la ecuacién no homogénea
(0) — (b) —6(a+bxr) =243z < (—b—6a) — 6bx =2 + 3z,
_~ = =
Yy Yp Yp

de donde, igualando los coeficientes de los polinomios en ambos miembros de la igualdad,
obtendremos

—b—6a = 2,
—6b = 3,
sistema que tiene por solucién
1
b = ——
2 )
- 1
a = 7

1 1
Yp (x) = _Z - ifﬁ,
y la solucién general
1
y (@) = yn () +yp () = A + Be ™™ — - — oa

Ecuacién No Homogénea 3" — 8y’ + 16y = 1 — 423

Ecuacién Homogénea y' =8y + 16y =0
Polinomio Caracteristico A% — 8\ + 16
i 8++v64—-64 8+0
Raices A= =
2 2
A =4
Ao =4
Solucién Homogénea yp (x) = Ae*® 4 Bxet®

Probaremos como solucién particular
Yp () = a + bx + cx® + da?,
de esta forma

b+ 2cx + 3da?,

<~

~~
8

~—
I

y, (r) = 2c+ 6dz,



y sustituyendo en la ecuacién no homogénea

(2¢ + 6dz) — 8 (b+ 2cx + 3dx2) +16(a + bz + cx? + dxg) = 1—4a3
?;;' Yp Yp
2¢ — 8b+ 16a) + (6d — 16¢ + 16b) x + (16¢ — 24d) 2% + 16dz® = 1 — 423
(

de donde, igualando los coeficientes de los polinomios en ambos miembros de la igualdad,
obtendremos

2c—8b+16a = 1

6d — 16c+ 160 = 0

16c—24d = 0

16d = —4
sistema que tiene por solucién
1 9 3 1
a = —— b:—— C = —— d:—f’
32 32 8 4

valores que nos dan como solucién particular

y como solucién general

1 9 3 1
——z—cx?— 238

y(-’r)th(ﬂf)erp(Jf):Ae‘*‘”JrBa:e‘*w—32 57T T

o factorizando
823 + 1222 + 9z + 1

y () = (A + Bz)e'? 3

Ecuacién No Homogénea " — ' — 6y = 2e73%

Ecuacién Homogénea y'—y —6y =0
Polinomio Caracteristico A2 —\—6

1£VI+24 145

Rai A=
aices 5 5
A1=3
Ay =—2
Solucién Homogénea yn (z) = Ae3® + Be 2"

Probaremos como solucién particular

yp () = ae™™,
de esta forma
y, (x) = —3ae™37,
" -3z
Yy (r) = 9ae



y sustituyendo en la ecuacién no homogénea

(9aei3x) — (—30,67336) — 6(ae*3x) = 2737,
—_——— —— ———
Yp v, Yp
6ae 3% = 2e73%,

igualando coeficientes obtenemos

la solucién particular es

y la solucién general

—

—3z

y(z) =yn(z) +yp(z) = Ae3® + Be % 4+ Ze

3
Ecuacién No Homogénea 3" —y' — 2y = 3e™*
Ecuacién Homogénea y' —y —2y=0

Polinomio Caracteristico M2 —\ —2

1£VI+8 143

Raf A=
aices 5 5
A =2
Ag = —1
Solucién Homogénea yp (v) = Ae®** 4+ Be™™

Como el término independiente de la ecuacion es de la forma 3e™, se podria pensar en usar

una solucién particular de este tipo y, () = ae™", sin embargo, este tipo de soluciones ya
se encuentra dentro de la solucién de la homogénea y por ello tendremos que probar con

una solucién particular distinta,

yp (x) = axe™ ™,

de esta forma

Yy () = ae™" — are 3 =qa (1l —x)e 7,
yy () = —ae®—a(l-z)e=a(x—2)e",

y sustituyendo en la ecuacién no homogénea

(a(@—2)e )= (a(l—z)e ™) —2(aze™™) = 3e 7,
~ ~ ———
Yp Yp Yp
—3ae™? = 3e7°,

igualando coeficientes obtenemos

—3a=3=a=-1



la solucién particular es

yp () = —xe™ ",

y la solucién general

y(z) =yn(z)+yp(z) = Ae*® + Be ™ — xe ”.

Ecuacién No Homogénea 1" — 8y + 16y = e**
Ecuacién Homogénea y' =8y + 16y =0

Polinomio Caracteristico A2 — 8\ + 16
) 8++v64—-64 8&+0
Raices = —
2 2

A =4

Ay =4
Solucién Homogénea yn (x) = Ae*® 4 Bxet®

4z

Como el término independiente es de la forma e**, se podria plantear una solucién partic-
ular de la forma ae?®, pero este tipo de soluciones ya estdn contempladas en la solucién
homogénea, asi que hay que probar con otra solucién. Las soluciones del tipo aze*® tam-
bién estdn contempladas en la solucién homogénea, asi que tampoco sirve y tendremos que
probar con una solucién particular del tipo

yp (LE) = CLC(32€4$,

de esta forma

Yy, (x) = 2aze™ 4 4az?el® = (2ax + 4az?) e,
yy (z) = (1+4z)2ae™ + 8ae'” (z + 22°) = (2a + 16az + 16a2?) **,
que al sustituir en la ecuacién no homogénea
((2a + 16az + 16ax2) e4x) — 8((2aa: + 4a;c2) 64‘7”) + 16(CL$264$) = ¥
~~ ——
4 Yp Yp
(2(1 + 16az + 16az? — 8 (2@:1: + 4a1‘2) + 16ax2) et = et
(2a + 16azx + 16az? — 16az — 32az> + 16a$2) et = elr
20e* = 7,
de donde igualando coeficientes
1
20 =1=a=—.
a a=g
Con este valor, la solucién particular es
1
by () = e
y la solucién general
4x

1
y(2) = yn () + yp (2) = Ae*® + Bre™ + §$2e4”’ = (24 + 2Bz + :U2) %.



Ecuacién No Homogénea y” —y' — 6y = 2 cos (3z)

Ecuacién Homogénea y' —y —6y =0
Polinomio Caracteristico A2 —\—6
, 141124 145
Raices A= =
2 2
A1=3
Aoy = —2
Solucién Homogénea yn (z) = Ae3® + Be™ 2%

Usamos como solucién particular
Yp () = acos 3z + bsen 3z,

de esta forma

y, () = —3asen3z + 3bcos 3z,
Yy (r) = —9acos3z — 9bsen 3z,

y sustituyendo en la ecuacién no homogénea

(—9a cos 3z — 9bsen 3z) — (—3asen 3z + 3bcos 3z) — 6(a cos 3z + bsen 3x)

vy Yp Yp
(—9a — 3b — 6a) cos 3x + (—9b + 3a — 6b) sen 3z

(—15a — 3b) cos 3z + (—15b + 3a) sen 3z

de donde igualando coeficientes

—15a —-3b = 2,
3a—15b = 0,
sistema que tiene por solucién
5
a = ——,
39
1
b = ——.
39

Con estos valores la solucién particular es

5 1
yp (z) = —3g 008 3x — 39 sen 3z,

y la solucién general

5 1
y (@) =yn(z) +yp(x) = Ae3® 4+ Be 2 — 39 €08 3z — 39 50 3z.

10

2 cos (3x)

2 cos (3x)

2 cos 3x



Ecuacion No Homogénea y” + 4y = 3sen (2x)
Ecuacién Homogénea y' +4y =0
Polinomio Caracteristico A2 + 4

Raices A=+—4

Al =2
Ay = —24
Solucién Homogénea yp (x) = Acos (2z) + Bsen (2z2)

El término independiente es de la forma 3sen (2z), luego no podemos tomar soluciones
particulares de la forma (asen2x + bcos2z) y que estdn contempladas en la solucién ho-
mogénea, asi que hay que probar con otra solucién modificada, asi que tendremos que
probar con una solucién particular del tipo

Yp () = z (asen 2z + bcos 2z)
de esta forma

y, () = (asen2z 4 bcos2x) + x (2a cos 2z — 2bsen 2x) = (b + 2ax) cos 2z + (a — 2bx) sen 2z
Yy (r) = (2acos2z — 2bsen 2x) + (2a cos 2z — 2bsen 2z) + x (—4asen 2z — 4b cos 2)
= (4a — 4bzx) cos 2z + (—4b — 4az) sen 2z

y sustituyendo en la ecuacién no homogénea

((4a — 4bx) cos 2x + (—4b — 4ax) sen2x) + 4(x (asen 2z + bcos2z)) = 3sen (2x)
Yp Yp
(4a — 4bx 4 4bzx) cos 2z + (—4b — 4ax + 4ax)sen2x = 3sen (2x)
4acos2x —4bsen2x = 3sen2zx
de donde
da =
—4b =

que tiene por solucién

y la solucién particular es

3
yp (z) = —gLcos 2x

Luego la solucién general es

3
y(z) =yn (z) + yp (x) = Acos (2x) + Bsen (2z) — ZZcos 2.

11



Ecuacién No Homogénea 3" +y = 2cosx
Ecuacién Homogénea y' +y=0
Polinomio Caracteristico A\? 41

Raices A=+—-1

A =1
Ao = —i
Solucién Homogénea yp () = Acosx + Bsenx

Como el término independiente es de la forma 2 cos x, podriamos plantearnos una solucién
particular de la forma (asenz + bcos z), pero estas soluciones ya estdn contempladas en la
solucién homogénea, asi que hay que probar con otra solucién modificada, asi que tendremos
que probar con una solucién particular del tipo

Yp () =z (asenzx + bcos x)
de esta forma

y, () = (asenz +bcosz)+x(acosw —bsenz) = (b+ ax)cosz + (a — br)senx
yp (r) = (acosz —bsenz)+ (acosz —bsenx) + x (—asenz — bcosx)
= (2a—bx)cosx + (—2b— ax)senz
y sustituyendo en la ecuacién no homogénea

((2a — bx) cosx + (—2b — ax)senx) + (x (asenx + bcosx)) = 2cosx

y;’ Yp
(2a — bx 4+ bx)cosx + (—2b — ax + ax)senz = 2cosz

2acosx —2bsenx = 2coszx
de donde
2a =
—2b
que tiene por solucién
o —
b = 0

y la solucién particular es
Yp (x) = zsenx

Luego la solucién general es

y(z) =yn () +yp (r) = Acosz + Bsenz + xsen .

Ecuacién No Homogénea 3" — 2y = 122 — 10

Ecuacién Homogénea y' =2y =0
Polinomio Caracterfstico A2 — 2\ = A (A — 2)
Raices A =0

Ay =2
Solucién Homogénea yp (r) = A+ Be*®

12



El término independiente es de la forma 12z — 10, podriamos plantearnos una solucién
particular de la forma (az + b),

yp () =az+0b
de esta forma
yp () =
yp () = 0

y sustituyendo en la ecuacién no homogénea

(0) —2(a) = 122-10
-~ =~
74 Yp
—2a = 12z —-10
pero esto es imposible ya que implica que —2a = —10 y 0 = 12, lo que es imposible.

. Porqué sucede esto? Tiene que ver porque en la EDO lineal no aparece el término en y
y s6lo aparecen los términos en y” e 1. Tenemos dos formas de resolver el problema. La
primera es considerar una solucién particular modificada de la forma

Yp (7) = x (ax + b) = ax® + b

como en los casos de raiz doble o término independiente incluido en la solucién de la
homogénea, de esta forma

yp () = 2az+b
yp (€) = 2a

y sustituyendo en la ecuacién no homogénea

(2a) — 2(2ax +b) = 12z —10
~~~ —
Yp Yp
—4azx + (2 —2b) = 12z —10
de donde
—4a = 12
20 —2b = —-10
que tiene por solucién
a = —3
b = 2

y la solucién particular es
yp (x) = =322 + 2z

Luego la solucién general es

y(z) =uyn () +yp (x) = A+ Be* + =32 + 2z = (A + 2z — 32%) + Be™”,

13



La otra forma consiste en hacer un cambio en la ecuacién diferencial de la forma

p =y
p/ — y//
De forma que la ecuacién diferencial es
p —2p =122 — 10

que es lineal y la podemos resolver con el método de variacion de las constantes. Resolviendo
la homogénea

/

p’—pz:():>p/:2p:>p—:2:>lnp:2x+C:>p:BeQI
p
y haciendo variar la constante B, probamos con la solucién p = B () €**
P (z) = B' (z) € + 2B () e**
sustituyendo en la no homogénea

P —2p =122 — 10 & (B’ (z) e** + 2B (z) €*") — 2 (B (z) €**) = 122 — 10

de donde
B’ (z)e** =12z — 10 = B’ (z) = (122 — 10) e~ **
e integrando por partes u = 12z — 10 y dv = e~2*dx, por tanto du = 12dx y v = —%6_2”3
22 1 —2x 1 —2x
B(z) = (12 — 10) e™** = — (122 — 10) ¢ + 3¢ 12dx

= (5-6x)e " 3> +C

= (2-6z)e ¥4 C
y la solucién general serd
p(z) =B (z)e* = ((2 - 62) e > + C) ** = (2 — 6z) + Ce**

recordemos que p (z) = 3 (z) luego integrando encontraremos el valor de y (z)

y(x) = /p(.%')d{L'—/(2—6$)+C€2xd$—2{1¢—3x2+§€2x+K

C
= (K+2z—32%) + 56230
que coincide con la solucién general encontrada antes.

4. Consideremos la siguiente ecuacién diferencial para el oscilador arménico sin rozamiento y bajo la
accion de una fuerza externa de tipo periédico

2" + wie = Acos (wt)

14



donde wy = \/k/m. La cantidad vy = wo/27 se llama frecuencia natural del oscilador. Comprueba
que si la frecuencia w de la fuerza externa se aproxima a wy, entonces la amplitud de las oscilaciones
tiende a infinito, es decir, demuestra que

lim z(t) =00, ¢>0.

w—wq
Este fenémeno se conoce con el nombre de resonancia y obviamente, debido a la analogia entre el
oscilador arménico y el circuito RLC, también se da en este tipo de circuitos eléctricos.

Solucién: Es una EDO lineal de segundo orden con coeficientes constantes, que resolvemos
como en los apartados anteriores.

Ecuacién No Homogénea " + w3z = A cos (wt)
Ecuacién Homogénea " +wdr =0
Polinomio Caracteristico A + w2

Raices A=/ —w%

A1 = wot
)\2 = —woi
Solucién Homogénea xp (t) = Acoswot + Bsenwot

Suponiendo w # wq, probaremos como solucién particular
xp (t) = acoswt + bsen wt

de esta forma

z,(t) = —awsenwt + bw coswt
xp (t) = —aw? cos wt — bw? sen wt

y sustituyendo en la ecuacién no homogénea

(—aw? coswt — bw? senwt) + wi(acoswt + bsenwt) = Acos (wt)
;; Tp
(—aw? + awl) coswt + (—bw® + bwf) senwt = Acos (wt)
de donde
(—aw2 + aw%) = A= —a (w2 - w%) =A
(—b(,u2 — bw%) = 0=-b (w2 — wg) =0
que tiene por solucién
A
a = ———
(wf —?)
b = 0
y la solucién particular es
A
xp (t) = (=) cos wt

Luego la solucién general es

A
z(t) =z (t) +zp (1) = Acoswot + Bsenwot + —5—— coswt.
(wf —w?)

15



y por tanto

lim z (t) = o0
t—o0

debido a que las funciones trigonométricas estdn acotadas.

En el caso de que w = wq, entonces la solucién particular que hay que probar debe ser de la

forma

zp (t) =t (acoswot + bsenwot)

de esta forma

() =

(a coswot 4+ bsenwot) + t (—awg sen wot + bwg cos wot)

(—awg senwot + bwg coswot) + (—awg sen wot + bwg coswot) + ¢ (—aw

(wao — awgt) cos wot + (—Qawg - bw%t) sen wot

y sustituyendo en la ecuacién no homogénea

"+ w%:r

((wao — aw%t) cos wot + (—Qawo — bw%t) sen wot) + w%(t (a coswot + bsenwot))

de donde

~~

"
zy Yp

(2bwo — awgt + awdt) coswot + (—2awp — bwit + bwit) sen wot

2bwg cos wot — 2awg sen wot

que tiene por solucién

—2aw0 =0

2[)&)0 =

a = 0
_ 4
- 2wg

y la solucién particular es

A
xp () = ZTJOt sen wot

Luego la solucién general es

y por tanto

A
z(t) = xp (t) + xp (t) = Acoswot + Bsenwot + Q—t sen wot.
wo

lim z (t) = o0
t—oo

debido a que las funciones trigonométricas estdn acotadas.
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0

cos wot — bwg sen wgt)

= Acos (wot)
= Acos (wot)

= Acos (wot)

= Acos (wot)



5. Consideremos un circuito RLC con R = 110, L = 1, C = 1/1000, con unidades en el Sistema

Internacional, y donde la fuerza electromotriz estd dada por

90, 0<t<1

0, t>1.

Calcula la intensidad de corriente I (t) que circula por el circuito, es decir, resuelve el problema

4?1 I dE
110= + 10001 =

az T e T dt

1(0)=0

I'(0) =90

Solucién: Vamos a buscar la solucién correspondiente al intervalo [0, 1], para ello y teniendo en

cuenta que i 0. Teniendo en cuenta que se cumple la ecuacién
dl dl
Ldt+RI+ Q E Vt:>d—+110]+1000Q—90 t €[0,1]

con los datos conocidos, obtenemos
I’ (0) + 1101 (0) + 1000Q (0) = 90 < 90 + 1000Q (0) = 90 < Q (0) =

es decir no hay carga en el circuito en ¢t = 0. Ahora resolvemos el problema

d*I dI
Ecuacién Homogénea 2 + 110d— + 10001 =0
Polinomio Caracteristico %+ 110\ + 1000 =0
Raices A= —10

Ay = —100
Solucién I(t) = Ae™ 10t 4 Be—100

I' (t) = —10Ae~10% — 100 Be 100
aplicando condiciones iniciales obtenemos el sistema

I(0) = 0=A+B=0

I'(0) = 90= —10A — 100B = 90
que tiene por solucién

A =1
B = -1

Siendo la solucién del problema para el intervalor [0, 1]

I (t) — e—lOt _ e—lOOt.
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Para encontrar qué ocurre para ¢t > 1, tendremos que encontrar los valores de I (1) y I’ (1) que
hay en el circuito cuando la funcién E cambia de 90 a 0. Sabemos que

dI
o 107 +1000Q =E Vit

por tanto para t =1

% (1) 4+ 1107 (1) + 1000Q (1) = 0

. Consideremos el problema de la Mecanica Cudntica que consiste en estudiar el movimiento de una
particula que se mueve libremente a lo largo del segmento (0, L). Este problema se modeliza matemati-
camente por medio del problema de contorno

12 a2y
¥ (0) =9 (L) =0,

donde h = h/2m, con h la constante de Planck, m es la masa de la particula, E es su energia,
y ¥ = 1 (x) es la funcién de onda. Comprueba que los tnicos valores de energia para los que el
problema anterior tiene una solucién no nula son

n2h?
" Emzr "
Este fenémeno se conoce en Mecdnica Cudntica como cuantizacién de la energia. Calcula v, (z)
teniendo en cuenta que v,, son funciones de onda y por tanto fOL V2 (z) dz = 1.

. Calcula los autovalores y autofunciones de los siguientes problemas de contorno, es decir, los valores
de A € R para los que los siguientes problemas tienen solucién no nula:

Y+ Ay =0 Y+ Ay =0 Y’ + Ay =0
(a) (b) (c) y(—m) =y (m)
y(0)=y(1)=0 Yy (0)=9y(1)=0 Y (—m) =y (7)

Solucién: La EDO es igual en todos los casos y distinguiremos segin el valor de «

Caso Ecuacion Polinomio Caracteristico Solucién General
Raices
p(A) =\
a=0 = y'=0 = = y(t)=At+B
AM=X=0
p(A) =X -3
a=-p2<0|=> y' -py=0|=> AL =+ = y(t) = A" + Be P
Ag = —p
p(N) =+ 52
a=F2>0 |= ¢y +5y=0|=> A1 = +0i = y(t) = Acos Bt + Bsen 3t
Ao = —f1

18



Y ahora aplicaremos las condiciones de contorno

a) Condiciones de contorno: y (0) =y (1) =0
1) a=0=y(t)=At+ B

y(0)=0=A4-0+B=0 B=0
=

y(1)=0=A-1+B=0

=y(t)=0
A+B=0

2) a:—52<0:>y(t):Aeﬁt+Be_/3t
y(0)=0=A+B=0 =-A
= =y(t)=0
y(l):0:>Aeﬁ+Be_5:0 A(eﬂ—e_ﬁ)zo

3) a=p%>0=y(t) = Acos 3t + Bsen 3t
y(0)=0=A=0 A=0
=
y(1)=0= AcosfB+ Bsen3 =0 Bsenf =0

B=0
= 0
senf=0= B =nr

{ y(0)=0
= 0

y (t) = Bsennmnt

b) Condiciones de contorno: ¢’ (0) =y’ (1) =0
1) a=0=y(t)=At+B=y(t)=A

{M@O$AO

Yy (1) =0=A4=0

=vy(t)=1RB

2) a=—-F2<0=y(t) = AePt + Be Pt = o/ (1) :B(Aeﬁt —Be‘ﬁt)
{ y(0)=0=p(A—B)=0
y(

1) =0= B3 (Ae’ — Be #) =0

B(A-B)=0=0=A=B
= { =y ((t)=0
B (

Aeﬁ—Be_B):O:>,6’A(ef3—e_ﬁ)=0:>A:0
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3) a=p%> 0=y (t) = Acos St + Bsen 3t = ¢/ (t) = 3 (—Asen 3t + B cos it)

{ y(1)=0= B (—Asenff+ Bcosf3) =0

y'(0)=0=p5B=0 BB=0=B=0
=
B(—Asenf+ Bcosf) =0

= —Afsenf =0

0

A
=
senff=0= B =nr

y(0)=0
= 0
y (t) = Acosnmt

©

¢) Condiciones de contorno: y (—7) =y (7)) y ¢ (=7) =y ()
1) a=0=y({t)=At+B=1y'(t)=A

{ y(-m)=y(r)= —Ar+ B=Ar+ B

= - Ar=Ar=A=0=y(t)=B
y(-m) =y (r)=> A=A

2) a=-32<0=y(t)= A’ + Be Pt =y (t) = B (Ae’t — Be™#)

Por tanto

y(—m) =y (n) = Ae P™ + Be’™ = AeP™ + Be P" = A=B

y(—m) = y(m)=p <A€_57r — Bem> =4 (Ae&T — Be_/j”>
- {5 e

A=B=-B=A=B=0=y(t)=0

3) a=p?>0=y(t) = Acos Bt + Bsent = 3/ (t) = B (—Asen Bt + B cos At)
y(—m) = y(r)= Acos(—pm)+ Bsen(—fr) = Acos(fm)+ Bsen (f)

y (=)

=

=

= Acos(87) — Bsen (7) = Acos (pm) + Bsen (f)

A=A
=
{ B=-B
y () = B (—Asen (—pB7) + Bcos(—f37)) = B(—Asen (37) + Bcos (B7))

B (Asen S+ Bcos ) = 3 (—Asen (87) + B cos (7))
BA=—BA
{ B =pB
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De donde

©Silvestre Paredes Herndndes®
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