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Calculo en varias variables

Limites y continuidad de funciones en varias variables

1. Calcula el interior, la clausura, la frontera y el derivado de los siguientes conjuntos:

En general, si un conjunto estd definido mediante ecuaciones, el interior estaria definido mediante
las desigualdades estrictas, las fronteras estarfan definidas por igualdades y el conjunto derivado
seria la clausura sin los puntos aislados.

a)

A={(z,y,2) eR* | 2® +y* +2* <9}

Interior A {(z,y,2) €R® | 2? +¢y* + 2% < 9}

Clausura A {(z,y,2) e R3 | 2? +y? + 22 <9}

Frontera § {(z, y,2) ER3 | 2?2 + 42 4+ 22 = 9}
{(z,9.2)

Derivado A’ 2) ER3 [ 2? +y? 4+ 22 <9}

B={(z,y,2) €eR® | 2 =0}
Interior B & (No tiene interior)

Clausura B {(z,y,2) € R®|z=0}
Frontera 0B {(z,y,2) €R3|z=0}
Derivado B’ {(z,y,2) € R®*|z=0}

C:{(x,y)ERQ\y>a:2}.

Interior 8’ {(a:,y) ER? |y > 552}
Clausura C  {(z,y) € R? |y > 22}
Frontera §6C {(:c,y) €ER?|y= 332}
Derivado ' {(x,y) ER? |y > 552}

Interior D @ (No tiene interior)
Clausura D {(0,0),(1,0)}
Frontera 6D {(0,0),(1,0)}
Derivado D' &

E={(z,y,2) e R |2® +y> + 22 < 1}

Interior  E {(z,y,2) eR3 | 2? + 2 + 22 < 1}
Clausura E  {(z,y,2) e R® [ 2? +¢y* 4+ 22 < 1}
Frontera 0E {(z,y,2) € R?® | 2?4+ y*+ 22 =1}
Derivado E'  {(z,y,2) € R® |2 +y* + 2> < 1}



I

Frontera O0F
Derivado F’

{(
Clausura F { (z,

{(

{(

F={(z,y,2) e R®| 2® + 2* < 4}
nterior  F y,z) ER3 | 2? + 22 < 4}
F y,z) ER3 | 2? + 22 <4}
x,Y, 2) €R3]332+z2:4}
z,y,2) € R3 | 2? + 22 <4}

, 2

G={(z,y) eR?*|z>0;y <0}

z,y) € R? |z > 0;y < 0}
z,y) € R? |z > 0;y <0}
z,y) €R?|(0,9);(z,0)}
,y) €R? |2 > 0;y < 0}

Interior Cor’ {
Clausura G {
Frontera 0G {
Derivado G {

H=1[2,3x]-1,3|

313 U{(0, 1)}

Interior  H 12,3[ x ]-1,3[
Clausura H  [2,3] x [-1,3]
Frontera  6H  {(2,9),(3.9) |y € [FL3[}U{(z,~1); (2,3) | = € [2,3]}
Derivado H' [2,3] x [-1,3]
I'=([2,3] x[0,1]) U {(0,1)}
Interior I (2,3) x (0,1)
Clausura I ([2,3] x [0,1]) U {(0, 1)}
Frontera 61 {(2,),(3,y) [y € [0,1]} U{(z,0); (2,1) | z € [2,
Derivado I' [2,3] x [0,1]
J={(z,y) eR* |1 <2® +y* < 4]}
Interior  J {(z,y) eR? |1 <a?+y* <4}
Clausura J  {(z,y) e R? |1 <a? 4+ y* <4}
Frontera 6J {(z,y) eR?*|2?+y?> =1} U{(z,y) e R?* |2? +y? =4}
Derivado J'  {(z,y) e R? |1 <a? + 3> <4}
K={(z,y) eR?* |1 <a?+y* <4}
Interior K {(z,y) e R? |1 <2? +y? <4}
Clausura K  {(z,y) e R? |1 <a?+y* <4}
Frontera 0K {(z,y) € R?|2?+y? =1} U {(z,y) € R?|2? +y? =4}
Derivado K’ {(z,y) e R? |1 <a2?+y* <4}



L={(z,y,2) e R¥ | 2® +y* < 4,0 < 2 < 3} U{(-3,0,0);(2,0,0)}

Interior E
Clausura L
Frontera ¢

Derivado L’

{(z,y,2) eR3 | 2?2 + y? < 4;0 < z < 3}

{(x,y,z) €R3|x2+y2§4;0§z§3}

{(z,9,0) eR3 | 22 + y? =4} U {(z,9,3) e R® | 2?2 + y? =4} U{(-3,0,0);(2,0,0)}
{(z,y) e R* |22+ y* < 4,0 < 2 < 3}

m)
={(z,y,2) eR*® | 2” +y* <4} U{(2,0,0);(4,0,0)}
Interior M {(a; y,2) € R? | 22 +y < 4}
Clausura M {(z,y,2) € R \ x? +y <4} U{(2,0,0);(4,0,0)}
Frontera 6M  {(z,y) ER2 | 22 +y —4} U{(2,0,0);(4,0,0)}
Derivado M'  {(z,y,2) € R? | 2? + ¢* < 4}
n)

N ={(z.y,2) e R® | 2® +y* <9} U{(4,3,1)}
Interior K {(z,y,2) eR3 | 2 + y? < 9}
Clausura K {(z,y,2) e R® |2 +¢y? <9} U{(4,3,1)}
Frontera 0K {(z,y,2) € R®|2?+¢y>=9}U{(4,3,1)}
Derivado K’ {(z,y,2) € R®| 2% +y* <9}

N W

2. Calcula el dominio donde se podrian definir las siguientes funciones

T+y 2
a) f1(z,y) = 21y b) f2 (z,y) = N
Tty

) fa(x,y) = (22 +y*—9)  d) fa(z,y) =

xy?

e) f5 (:an) = \/m f) f6 (x’y) - (\/xzin—l’ \/4—(i2+y2)>

a) Cociente de funciones, el dominio serfa todos los puntos salvo aquellos que anulan el de-
nominador y en este caso sélo habra un punto el (0,0)

Dom (f1) = R? — {(0,0)}

b) Cociente de funciones, ademds en el denominador hay una raiz cuadrada, por tanto el
dominio incluird a todos los reales salvo aquellos que anulan el denominador y aquellos que
dan como resultado un radicando negativo y que podemos expresar como

24yt —4<0e 442 <4

El dominio serfa el exterior del circulo, incluyendo la circunferencia, de centro (0,0) y radio
2.
Dom (fs) = R? — {(z,y) € R? | 2* +y* < 4}



¢) Como se trata del logaritmo natural de un nimero, es necesario que el argumento sea > 0,
por tanto
P24+ -9>0e224+92>9

El dominio serfa el exterior del circulo, incluida su circunferencia de centro (0,0) y radio 3
Dom (f3) = R? — {(z,y) € R* | 2® +¢* <9}

d) Cociente de funciones, luego el dominio serd el conjunto de puntos que no anula el denom-
inador

Dom (fs) = {(z,y) €R* |z #0y y #0}
Seria todo el plano salvo los puntos situados en los ejes coordenados.

e) Es una raiz cuadrada, asi que el argumento debe ser > 0
Dom (f5) = {(z,y) € R?* | 2* +y* > 1}

f) Es una funcién vectorial, por tanto el dominio es la interseccién de los dominios de cada
una de las funciones componentes

2

Dom ((fo); (x)) = Dom (m

) ={(z,y) eR?* | 2® +y* > 1}

3
Dom ((f6); (z)) = Dom ( g —l—y2)> = {(a:,y) eR? 2% +42 < 4}

El dominio es un anillo de radios 1 y 4.

3. Analiza la existencia de limite en (0,0) para las siguientes funciones:

En algunos apartados es posible utilizar otra técnica de la indicada, es decir, en muchos casos
es posible utilizar limites direccionales, iterados o paso a coordenadas polares.

a)

Yy
x2 + y?

Para calcular el limite usamos el cambio a coordenadas polares

f1:R?2—{(0,0)} — R con fi (z,y) =

50 0
11’1% (r cos6) gr sen ) = HII[]) cosfsend = cosfsend,
r— T r—

y como este limite depende de 6, entonces el limite de la funcién no existira.
b)
x + 2?
V2 +y?

Para calcular el limite usamos cambio a coordenadas polares

fo:RZ— {(0,0)} — R con f3 (z,y) =

rcosf) + 2 (r2sen?6
lim ( ) +2( ) = lim cos § + 2r sen? @ = cos 6,
r— T r—

que como depende de 6, no existird.



4 4
f3:R* —{(0,0)} — R con f3(z,y) = P

Para calcular el limite usamos cambio a coordenadas polares
r*cos* 0 + rtsent 0

lim 5 = 1{m r? (cos4 0 + sen* 0) =0,
r—0 r r—0

que no depende de 6, pero ademds
|’r2 (00340 + sen? 6)‘ < ‘7«2 cost 9‘ + }T2 sen’ 9‘ <2 g2 =92

siendo

lim 272 = 0,

r—0
luego la funcién f3 tiene limite 0, en (0,0), ya que existe una funcién g (r) = 272 que no
depende de 6 y que tiene por limite 0, cuando r tiende a 0 que cumple

}7”2 (cos* @ + sen” ) — 0| <g(r).

l’y2

f1:R?—{(0,0)} — R con f4(z,y) = R

Para calcular el limite usamos cambio a coordenadas polares

(r cos6) (r? sen? §)

lim 5 = limr (cos 0 sen® 0) =0,
r—0 r r—0
ademads
2
}r (cosﬂsen 0)| <r
con
limr =20
r—0

luego fy tiene limite 0, en (0,0), ya que existe una funcién g (r) = r que no depende de 6
y que tiene por limite 0, cuando r tiende a 0 que cumple

|r (cosBsen’ 0) — 0| <g(r).

f5:R? = {(0,0)} — R con f5(z,y) = —0—

Vamos a usar limites iterados
Tyt ) 0 )
= _— = 1 =
:}:IL% <1£1L% x? + y2> ilgtl) <:U2 + 02> 200 (0)=0

e my+y? . (0-y+y? -y ,
lim | lim -5 | = Im|—2]=llm(%= )] =1liml=1
y—0 \z—0 2% + Yy y—0 02 + y2 y—0 y2 y—0

Los limites no coinciden y por tanto la funcién f5 no tiene limite en (0,0).




2

Yy
:R? — {(0,0 R co = —
f6 {( ) )}—> nf6<x7y) $4+y2
Usamos limites direccionales con y = ma?
z%y . 2? (ma?) , ma? ma* L m m

Ii =lim——=lm———=1lim ————-— =1 =
(w,y)EO,O)xl’L + y2 250 zt + (ma?)? Y R I (14 m?) e 1+m2 14m?

y=maz?
que como depende de m, el limite no existe.

x3+y3

. T2 _
f7~R _{(070)} R con f7(x’y)_x2+y2+x4
Usaremos coordenadas polares:

, (7“3 cos® 9) + (7“3 sen? 9) o3 (0053 6 + sen3 9) LT (Cos3 6 + sen? 9)
lim = lim = lim =0
r—0712c0s?0 +r2sen?f +rdcos*d  r—0 12 (1+7r2costb) r—0 (14 r2costh)

ademds como r2cos*6 > 0

1
1 2 40>1=>7<1
trocosth = 1+7r2costf —

y por tanto

T (cos3 0 + sen® 9)
(14 r2cos*f)

} (0053 0 + sen® 9) ’
(14 72cos*0)

<r ‘((30530 + sen?® 0)‘ <r (‘cos?’@‘ + ‘sen39‘) <2r

con

lim2r =0
r—0

luego f7 tiene limite 0, en (0,0), ya que existe una funcién g (r) = 2r que no depende de 0
y que tiene por limite 0, cuando r tiende a 0 que cumple

T (cos3 0 + sen? 9)

(1+r2costf) 0

<g(r).

2
fo: B2~ {(0,0)} — B2 con fi (2,y) = (iy +y)

Es una funcién vectorial, asi que el limite existird si existe el limite de cada componente.
La segunda componente no tiene problemas puesto que es una suma de dos funciones con
dominio en todos los reales. La primera componente tiene problemas en el (0,0). Usando
limites direccionales con y = mx

2 (me‘)2 ) 2,.2 2.2 2 2

Yy m=x , m-x m m

—_— = 1 _— = { =
(a:,y)EI%O,O)$2 +y2 a0 2 4 (m$)2 z—0 22 + m2x2 200 72 (1+m?2) 20 1 +m2 14+ m?
y=mx

que depende de m y por tanto el limite no existe.



23 4 3 Ty 1
sen
2 +y? 22 + o2 /22§ 42
Es una funcién vectorial, asi que el limite existird si existe el limite de cada componente.

Ambas componentes tienen problemas en el punto (0,0). Para la primera componente,
usaremos coordenadas polares:

fo: R? — {(0,0)} — R? con fo(z,y) = (

3 a3 3 qan3 3 3 3
Hm<rmﬂ9)201%n0)zﬁmr(msejwne):ﬁmr@mﬁﬂ+%ﬁ9%:0
r—0 r r—0 r r—0

ademas
‘r (cos3 0 + sen? 9) ‘ = |rcos39 + rsen® 9‘ < ’7‘0053 9‘ + !Tsen?’ ¢9| <r+4+r=2r
con
lim2r =0
r—0

luego esta componente tiene limite 0, en (0,0), ya que existe una funcién g (r) = 2r que no
depende de 6 y que tiene por limite 0, cuando r tiende a 0 que cumple

|7 (cos® 0 + sen® ) — 0| <g(r).

Para la segunda componente, vamos a comprobar primero si el cociente ———— tiene
22 + y?
limite, lo hacemos como antes, usando coordenadas polares

r cos Or sen 0

Iim ———— = limrcosfsend =0
r—0 T r—0
ademé4s
|rcos@senf| <r
con
Iimr=20
r—0

luego esta fraccién tiene limite 0, en (0,0), ya que existe una funcién g (r) = r que no
depende de 6 y que tiene por limite 0, cuando r tiende a 0 que cumple

|rcosfsend — 0| < g(r).

1

Las dos componentes tienen limite 0, luego

Como el limite es 0 y la funcién sen ( ) estd acotada, el limite del producto es 0.

3 3 3 3
lim LAY Y gen —— = lim %Y 1im Y gen —— = (0,0).
(2.9)—(0,0) \" V77 Va2 T /oy (2.9)=(0,0) “ TV (@)= (0,0) Vatty? T Va4 (0.0

:Jc3+y3

. R2 =
fro B —{(0,0)} — R con fio (,9) = 552



Usaremos coordenadas polares:

) (r3 cos® 0) + (7“3 sen? 9) _x r3 (Cos3 6 4 sen3 9) _y r (COS3 6 + sen® 9) _0
ro0 72 cos2 0 + r2sen2f + (rtcos?@sen? @) r0 12 (1+172cos?fsen?f) ro0 (14 1r2cos2fsen?f)

ademss como 72 cos? 0 sen? 0 > 0

1
1+ 72cos?fsen?d > 1 = <1
+rcosTosento = 1+7r2cos2fsen? —

y por tanto

T (0083 0 + sen? 6?)
14+ 7r2cos2fsen?d

} (0083 0 + sen? 9) ‘
1+ 7r2cos2fsen?d

<r |(00530+sen3 9)‘ <r (’COS39’ + |sen39’) < 2r

con

lim 2r =0
r—0

luego fs tiene limite 0, en (0,0), ya que existe una funcién g (r) = 2r que no depende de 6
y que tiene por limite 0, cuando r tiende a 0 que cumple

T (cos3 6 + sen? 9)
1+ 7r2cos?fsen2d

0 <g(r).

4. Analiza la continuidad de las siguientes funciones

En todos los apartados hay que comprobar que el limite de la funcién en el punto (0, 0) coincide
con el valor de la funcién en dicho punto. El ejercicio en esencia es igual que el anterior.

)

z |yl .
—=— i (z,9) # (0,0
Rk peg ) vEeR T
0 si ($7y) = (0,0)

Si tomamos coordenadas polares

rcos @ |rsend|

lim = lim r cos @ |senf| = 0
r—0 r r—0
Ademss
|rcos@ - |sen@| — 0| = |rcos@ - |senf|| < r|cosf|- [senf| <r
limr =0
r—0

luego f1 tiene limite 0, en (0, 0), ya que existe la funcién g (r) = r del teorema de existencia
de limites. Como ademds el limite coincide con el valor de la funcién en el punto, la funcién
es continua en todos los puntos.

1
(22 +y?*)sen——— si (z,y) # (0,0)
fo:RZ—R fo(z,y) = 22 +y?



Hay que probar que

1
lim (1:2 + y2) sen o i £(0,0)=0

(2.9)—(0,0) y?

Esté claro que el limite del primer factor de la funcién existe y vale 0

’ 2 2\ _
(x,yglgioyo) (#%+47) =0,

y como la funcién sen ( ) estd acotada, el lfmite del producto es 0 y la funcién fo

z? 4+ y?
serd continua en el origen.

ZE2

f3:R2—R f3(z,y) = 2%+ y?
0 si. (z,y) = (0,0)

si- (z,y) # (0,0)

Si utilizamos limites iterados
2 2
T T
lim h’m27 =llm|———=|=liml=1
z—0 \y—0 ¢ + y2 z—0 \ 22 + 02 z—0

2 02 0
lim | lim 5| = Im|( ———=)=lm|— | =1m0=0
y—0 \z—0 ¢ + y2 y—0 02 —+ y2 y—0 y2 y—0

que como son distintos, el limite no existe y la funcién no es continua en (0,0) .

I‘zy

fiRE SR fi(zy) =4 TV
0 s (xy)=(0,0)

si (z,y) # (0,0)

Usando coordenadas polares

r2cos?f - rsenf

im 5 = lim rcosfsenf = 0,
r—0 T r—0

donde ademds
|rcos@sen® — 0 = r|cosf| - |senb| < r

siendo

limr =0,
r—0

es decir fy tiene limite 0, en (0,0), puesto que existe la funcién g (r) = r del teorema de
existencia de limites. Como ademsés el limite coincide con el valor de la funcién en el punto,
la funcién es continua en todos los puntos.

X

2242 si. (z,y) # (0,0)

f5:R2—R f5(z,y) =
0 si. (z,y) =(0,0)



Si utilizamos limites iterados

z T 1
lim { im ——— ) =lim | 5——— ] = lim — = +o00
2—0 \y—0 22 + 12 a—0 \ 22 4 02 z—0 T
y como uno de los limites iterados no existe, el limite de la funién tampoco existird y
tampoco serd continua en dicho punto.

f) ,
y(r—y .
M si (z,y) # (0,0)
fo: B — R fo(a,y) = Y
0 si- (z,y) = (0,0)
Si usamos coordenadas polares
2sen? g 0— 0
lfm > (r COQS rsend) = lim rsen? 6 (cos § — sen ) = 0,
r—0 T r—0
Ademas
|rsen20 (cosf —sen @) — 0’ =r ’sen29‘ |(cos@ —sen )| < r|(cos@ —senf)| < 2r
con
lim2r =0
r—0
luego fg tiene limite 0, en (0, 0), ya que existe la funcién g (r) = 2r del teorema de existencia
de limites. Como ademads el limite coincide con el valor de la funcién en el punto, la funcién
es continua en todos los puntos.
9) @)
sen (xy) .
9 T sI (xay) 7é <O>O)
fr: R —R fr(z,y)=
0 si (z,9)=1(0,0)
Directamente ponemos
T ) P a1 C) I P
(zy)—(0,0) T (2,y)—(0,0) Ty (2,y)—(0,0)
h)
43

——— s (z,y) #(0,0)
fr:R2—R fr(z,y) = 2 +y? j g

0 si (z,y) =(0,0)

Si tomamos coordenadas polares

473 cos® 0
lim % = 1im 47 cos®> 6§ = 0
r—0 r r—0
Ademss
4r cos® 6 — 0! =r |4c0539‘ < Adr
con
lim4r =0
r—0

10



luego f7 tiene limite 0, en (0, 0), ya que existe la funcién g (r) = 4r del teorema de existencia
de limites. Como ademds el limite coincide con el valor de la funcién en el punto, la funcién
es continua en todos los puntos.

5. Analiza la continuidad en el origen de las siguientes funciones

a)

x2
Y i (2,9)#(0,0)

fl(xvy): $2+y2

0 si (z,y) =(0,0)
Si tomamos coordenadas polares
2 o2
, 7T°cos“f-rsenf ,
lim = lim r? cosfsend = 0
r—0 r r—0
Ademas
|r? cosOsenf — 0| = r*[cos ] - [sen ] < r?
con
lim 72 = 0
r—0

luego f; tiene limite 0, en (0, 0), ya que existe la funcién g (r) = r? del teorema de existencia
de limites. Como ademds el limite coincide con el valor de la funcién en el punto, la funcién
es continua en todos los puntos.

Y s (ay) #(0,0)

/$2 + 2
f2 (J:v y) = Y
0 si (z,y) =(0,0)
Si tomamos coordenadas polares

rcosf - rsenf

Iim ———— = limrcosflsenf =0
r—0 r r—0
Ademis
|rcos@sen® — 0 = r|cosf| - |senf| < r
con
limr =20
r—0

luego fo tiene limite 0, en (0,0), ya que existe la funcién g (r) = r del teorema de existencia
de limites. Como ademds el limite coincide con el valor de la funcién en el punto, la funcién
es continua en todos los puntos.

CCys

fS(xay): $2+y6
0 si (z,y) =(0,0)

si- (z,y) # (0,0)

11



Usamos limites direccionales con z = my?

3 omy? (v°) my® . om m

=1 =
xlg%)m?—l—l m24+1’

lim ———= = lim
@)= 0022 + 95 y=0 (myB)2 + 6 2—0 m2yS + 4O
z=my?3

que como depende de m, entonces no existe.

oyt
o) \/TT% si (z,y) # (0,0)
4\T, =
0 si (z,9) =(0,0)

Si tomamos coordenadas polares

rcos? 0 + rtsen*

lim = lim r3 (cos4 0 + sen* 9) =0
r—0 r r—0
Ademés
|r® (cos* 0 + sen* ) — 0=r*1+1)<2r®
con
lfm 2r® = 0
r—0

luego f4 tiene limite 0, en (0, 0), ya que existe la funcién g (r) = 272 del teorema de existencia
de limites. Como ademds el limite coincide con el valor de la funcién en el punto, la funcién
es continua en todos los puntos.

2(,.2 2
y? (2® —y?)
— = s (z,9) #(0,0)
2 2
f5 (l‘, y) - vity
0 si (z,y) = (0,0)
Si tomamos coordenadas polares
~ r?sen?d (7“2 cos? § — r? sen? 9) ~ rt*sen?d (0032 0 — sen? 0) . 3 o
lim = lim = lim r° sen“ 6 cos 20 = 0
r—0 T r—0 T r—0
Ademids
‘T3 sen? 6 cos 29’ =7r3. ‘sen2 0} -|cos 20| < 13
con
lim 73 = 0
r—0

luego f5 tiene limite 0, en (0, 0), ya que existe la funcién g (r) = r* del teorema de existencia
de limites. Como ademads el limite coincide con el valor de la funcién en el punto, la funcién
es continua en todos los puntos.

y? :
—— si (x, 0,0
fe(m,y)z /x2+y2 ( y);«é( )
0 si. (z,y) = (0,0)

12



Si tomamos coordenadas polares

3 cnn3
r° sen® 0
lim ————~ = 1{m r? (sem3 0) =0
r—0 r r—0
Ademss
|T2 (sen3 9) — O‘ < 272
con
limr?=0
r—0

luego f4 tiene limite 0, en (0, 0), ya que existe la funcién g (r) = r? del teorema de existencia
de limites. Como ademds el limite coincide con el valor de la funcién en el punto, la funcién
es continua en todos los puntos.

Tty .
——— s (z,y) #(0,0)
2 2
f7 (:I:v y) = zry
0 si (z,y) = (0,0)
Si tomamos coordenadas polares
0 0
lim reosttrsent lim cos @ + sen § = cos 6 + sen @
r—0 r r—0

Como depende de 6, el limite no existe.

6
fs(z,y) = (22 — ::)2 + 26 si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
Si tomamos coordenadas polares
70 cos® 0 76 cosb 0

/. 3

lim lim =
r—0 (12 cos? 6 — r2 sen? 0) + r6 cosb 0 r—0 12 (cos? 6 — sen? 0) + 76 cosb 6

8 cosb 0

lim
7—0 12 cos 20 + 8 cosb 0

i rcosb @ 0
= 1m =
r—0 cos 20 + 76 cos® 0
Ademads
}7"3 (cos* @ + sen” ) — 0| = B 1+1) <203

con

lim 273 = 0

r—0

luego f4 tiene limite 0, en (0, 0), ya que existe la funcién g (r) = 2r3 del teorema de existencia
de limites. Como ademds el limite coincide con el valor de la funcién en el punto, la funcién
es continua en todos los puntos.
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6. Sea f : R? — R definida por

senlzy) o 2o

iEs posible determinar g (y) para que la funcién f (z,y), sea continua en todos los puntos de la
forma (0,y).

Solucién: Para que la funcién sea continua en los puntos de la forma (0,y) debe ocurrir que
exista el limite cuando nos acercamos a un punto de ese tipo;

sen (zy)

lim —— =
(z,9)—(0,y) z 9(9)

Si multiplicamos y dividimos por ¥, obtenemos

lm sen (zy) — lm ysen (zy)

(z,y)—(0y) z (z,9)—(0y) Ty

y teniendo en cuenta que

” senf(x) ., f'(x)cosf(x) i cos f ()

lim

im = = =1
f@)—0  f(x) F(z)—0 I (x) f@—o 1

obtendremos el resultado

i sen (xy) ,
lim Yy—"= lim y =
(z,9)—(0,y) Ty (z,9)—(0y)
Luego g (y) = y.
7. Sea f : R? — R definida por
z? + Jy|*

Flay) =4 =+v° S @y #0.0)

0 si (z,y) =(0,0)
Estudiar para qué valores de «, la funcién f (z,y) es continua en (0,0).

Solucién: Para que la funcién f (z,y) sea continua en (0,0) debe ocurrir que

2 4yl

0
(z,9)—(0,0) 2+ y?

Los limites iterados deben existir y ser iguales, por tanto

3 e} 3
lim <h’m x;'%) ~ 0= lim <””2> —limz =0
z—0 \y—0 =%+ vy z—0 \ T z—0

que es vilido para cualquier valor de . También debe ocurrir

A
lim ( lim —5 o
y—0 \z—0 I —|—y2

14
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Para que este limite exista, deben existir los limites laterales y ser iguales

(0% (0%
O

= =0
o0t 2 0 P
por tanto
(0% o
lim M:O<:> lim 2. = lfm P rl=0eca-2>0ca>2
y—0t Y y—0t Yy y—ot
y también
-yl e A 2
lim = =0«< lim — = lim -y “=0&a-2>0& a>2
) 2
y—0— Y y—0t Y y—0*t
Luego debe suceder
a> 2

Comprobamos la hipétesis, tomando « > 2 y usando coordenads polares

. r3cos® 0+ [rsenf|® . r3cos® O+ r®|senf|®
lim = lim

r—0 ’r'2 r—0 7"2

Sacamos factor comun 72

2 (rcos® 6 + r*~2 |sen 0|”)
2

r3cosd O +r%|send|*
5 = lim
r—0 r

lim

= lim r cos® 0 + 772 [sen |*
r—0 r

r—0

y puesto que o —2 > 0
lim r cos® @ + 772 [sen §]* = 0

T—

ademés

|rcos® 0 + r* % [sen0|%| < |rcos® O] + [r* 2 |sen 0|%| = 7 |cos® O] + r* 7 [sen O]* < r + 172

y tomando
g(r)=r+ro2

encontramos la existencia de la funcién ¢ (r) que acota a la diferencia entre la funcién y su limite.

©Silvestre Paredes Herndndez®
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