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Diagonalizacién de Matrices
Autovalores y autovectores
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etsii UPCT
1. Sean u, ¥ € R™, vectores propios de una matriz A € M, (R) asociados a valores propios distintos A, iz € R.
Razona si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones:

a) Cada vector propio de A tiene asociado un unico valor propio.

>

Para todo o € R {0}, a@ es un vector propio asociado al mismo valor propio”\.

u y v son vectores linealmente independientes.

o

QU

W + U es un vector propio de A.

(89

Sin € N, entonces \" es un valor propio de A™ y si A es regular, 1/)\.es un valor propio de A 1.

~

)
)
)
) Una matriz tiene el valor propio 0 si y sélo si su determinante es 0.
)
)
)

Si A,C son semejantes entonces tienen el mismo determinante,“el"mismo polinomio caracteristico y los
mismos valores propios.

g

h) Dos matrices diagonalizables son semejantes si y sélo'si tienen los mismos valores propios con las mismas
multiplicidades.

2. Estudiar los valores propios de las siguientes matrices, decir si son diagonalizables y en caso afirmativo obtener
la matriz de paso y la potencia n—ésima, siendo n & N.

2 —1 2% 15 -2 -1 2 5
A:(6—3> BZ( 50 29> CZ( 4 2> D:<—1 —2)

5 1 1 1 2 3 1 2 3 1 1 3
E=(1 51 F=10 1 2 G=|10 10 H=|3 -1 3
1 1 5 0 0 1 0 0 1 0 0 -2
1 0 _0 %0
2 04-1n -1
I= 2 o 0 1
6,3 3 4
3. Estudiar segtin los valores de los parametros, si son diagonalizables las siguientes matrices:
1 2 0 1 a 1 a 0 0
A= 1 2 0 B=10 1 p c=\| -1 1 2
1 2 « 0 0 ~ 1 3 2
4. Sea f un endomorfismo diagonalizable de R? con valores propios \; = 1y Ay = —1 y subespacios propios

Ny, ={(z,9,2) ER® |24+ 2=0}y N\, = {(z,y,2) € R® |z +y+2=0,2+y = 0}. Calcula la expresién
analitica de f.

5. Sea f un endomorfismo diagonalizable de R? con valores propios Ay = 0, Ay = —1 y A3 = 2, y subespacios
propios Ny, = {(z,y,z) € R3 | x—yzO;x—ZZO}, N, = {(z,y,z) € R?| sz,y+Z:O} y Ny, =
{(z,y,2) € R® |z +y=0,2z+y =0}. Calcula la expresién analitica de f.



6. Hallar el polinomio caracteristico, los valores propios y los subespacios propios de las siguientes matrices:

210

A:(i El)) B=14 20
3 2 3

2 00 6 1 0
C=[13 0 D=3 8 0
3 2 3 2 2 5

7. Consideremos el tensor T : R? — R? definido como T'(z,y) = (2x — y, = + 4y). Si consideramos el sistema
de referencial habitual en Fisica B = {e; = (1,0),e2 = (0,1)}, es decir la base canénica.de IR?, entonces T
estd representado por la matriz

2 -1
n=(17)

es decir, T = Mg (T). Si ahora consideramos un nuevo sistema de referencia dado por los vectores B’ =
{v1 =(1,-1),v2 = (3,2)}, entonces el tensor T viene representadospor. |la‘matriz

3 =5
no (30

Comprueba que los autovalores de las matrices 77 y 1> ‘son iguales y que los autovectores también son los
mismos, sin embargo, las coordenadas de éstos tltimos dependen del sistema de referencia que estemos usando.
No podia ser de otra forma: los autovalores son independientes del sistema de referencia. Y los autovectores
también, pero en el sentido de que dependen solamente del tensor aunque sus coordenadas cambien seglin la
matriz que usemos para representar el tensor.

8. Tensor de inercia de un sdlido rigido. En_Mecanica del Sélido Rigido, el llamado tensor de inercia en un
punto es una aplicacion lineal que, como™todas;/se representa por medio de una matriz (en este caso simétrica)
que denotaremos por T;. Las llamadas direcciones principales de inercia se corresponden con los autovectores de
T; mientras que los momentos,principales de inercia son los autovalores. Supongamos que el tensor de inercia
en coordenadas cartesianas de.unysélido bidimensional viene dado por

5 4
n=(53)

Calcula los momentos principales y las direcciones principales de inercia de I.

Interpretacion geométrica: Consideremos la elipse de ecuacién 5x2 4 8zy + 5y% = 1. Dibuja, con MAXIMA,
dicha elipse..Comprueba que, con la ayuda de la matriz T; anterior, la ecuacién de la elipse puede escribirse en

la forma
eo(34)(5)-

Comprueba que los autovalores de T; son Ay = 9y Ay = 1y que sus autovectores asociados (normalizados) son
U = % (L) y vy = % (1,—1). La matriz de cambio de base P que contiene los autovectores es ortogonal

con lo que P! = PT. Por tanto, se tiene la descomposicién
54\ 1 /1 1\[/90\(/1 1)1
15 )= A1 -1 ) o1 )1 21 )5

Si multiplicamos por la izquierda por (z,y) y por la derecha por ( z ) se tiene la identidad

2 2
r+y r—y
522 + 8z +52:9<) +1< >
Y+ 5y NG 73

IEn este contexto un sistema de referencia es una base del espacio vectorial correspondiente.



10.

11.

12.

T . . Tty r—Y . .
lo que indica que con el cambio de variables u = —— e v = , la ecuacion de la elipse es 9u? +v% = 1.

V2 V2

Dibuja con MAXIMA esta nueva elipse.

Elasticidad Lineal. Se supone que el tensor de pequefias deformaciones ¢ en un entorno de un punto de un
sélido elastico trabajando a deformacién plana viene dado por la matriz

([ 120 —80 .
€_<—80 100)'10 '

Calcula las deformaciones principales (autovalores) y direcciones principales de deformacién (autovectores nor-
malizados?).

Interpretacion geométrica: la misma que en el ejercicio anterior pero cambiando la palabrainercia por defor-
macioén.

La teoria de Hiickel en Quimica Organica analiza la posibilidad para algunos tipos de moléculas de tener
propiedades aromaticas. Aplicada al ciclobutadieno Cy H4, aparece asociado el problema de autovalores definido

por la ecuacién
HC =EC

donde H representa el Hamiltoniano efectivo de un 7 electrén del sistema, los autovalores E de H son la energias
orbitales de los 7 electrones, y los autovectores C representan las correspondientes orbitales moleculares. En
concreto,

o™ R
[=Jegel

R ®» @
O o™

donde «, 8 son nimeros reales negativos.
Comprueba que los autovalores de H son, F; =« + 28, Es = E5 = «, B4 = a — 28, y que C; = (1,1,1,1),
Cy=1(0,1,0,—1), C5 = (1,0,—1,0) ,/C4 =.(1,—1,1, —1) son autovectores asociados.
Responde a las siguientes cuestiones:
a) Sea f:V — V una aplicacién lineal y supongamos que A = 0 es un autovalor de f. ;Es f inyectiva ?
iPor qué 7

b) Sea A una matriz invertible y sean A1, -, A, los autovalores de A. ;Cudles son los autovalores de A~!
? i Qué relacién existe entre los autovectores de Ay los de A~1 ?

Algunos tipos destacados de matrices. Recogemos en la siguienta tabla algunos tipos de matrices importantes

2De médulo 4.
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15.

en las aplicaciones junto con las propiedades de sus autovalores y autovectores

Matriz Definicion Autovalores Autovectores
Simétrica A=AT AER PT =PI
(si son ortogonales)
Definida Positiva 2TAz >0 A>0
de Markov mi; > 0, Z?:l m;; = 1 Amax = 1 Vj ()\méx) >0
a b o - 0
b b 0 0
Tridiagonal 0 b
- . Ak:a+2bcosanl
Tipo 1 . : : -0
S o b
0 O -+ 0 b a
2 -1 0 0
-1 2 -1 0 0
Ejemplo 0 -1
/\k:2—200snk—_:1 Uk:(sennk—ﬁ,sen%,...,)
a=2b=-1 0
_
0 0 0o -1 2

Determina de qué tipo son cada una de las siguientes matrices y calcula sus autovalores y autovectores:

2 -1 0 5 0 —4
= (03 08) - (P (1 2 = 03
’ ’ 0 —1 2 -4 0 -1

Calcula la potencia n—ésima,detlas'matrices M, y M, del ejercicio anterior.

Estudia para qué valores deles parametros a y b es diagonalizable la matriz M.

5 0 0
M = 0 -1 b
4 0 a

Teorema de Perron-Frobenius. El teorema que sigue es una pieza clave en el algoritmo PageRank que usa
Google para ordenar las bisquedas de las paginas de Internet. En su versién mds sencilla el Teorema de Perron-
Frobenius(se ‘enuncia asi: "Sea A una matrix cuadrada con entradas positivas, es decir, a;; > 0. Entonces
existe un autovalor simple (es decir, de multiplicidad 1) cuyo autovector asociado tiene todas sus componentes
estrictamente positivas". Calcula los autovalores y autovectores de la matriz

1
A= 3 1 1
1 3 2
y comprueba que se satisface el Teorema de Perron-Frobenius.
El secreto de Google y el [\Igebra Lineal. Se recomienda la lectura de este articulo profesor de la Universidad
Auténoma de Madrid, Pablo Fernandez Gallardo, a aquellos alumnos que tengan curiosidad por saber las
Matemdticas usadas en el algoritmo PageRank de Google. En particular, se podra apreciar el papel destacado
del Teorema de Perron-Frobenius.
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