Curso 2020/2021
Grado en Ingenieria Quimica Industrial

Matematicas | - Problemas tema 6 - Soluciones comentadas

Aplicaciones Lineales
Nucleo e Imagen

1. Determina si las siguientes aplicaciones f : V' — W, son o no lineales.

industriales
atsii UPCT
a) V=W=R3
V=W=R

)
b)
c) V=RZLW =R

d) V=R,W=R

f(2,y,2) = (22 +y,y — 32,0).

9(z,y,2) = (22 +y,y — 3z,8).
h(z,y) = 2* +y — 5z.
k(zy) = [z +yl

Solucién: Usaremos la caracterizacién de aplicaciones lineales: Dado u,v € Via, 8 € K= f (au+ fv) =

af (u) +pf (v)

a) u=(x1,y1,21),0 = (T2, 42, 22) € R?

Mientras que

au+ fv =

=

f (u) = (2561 +Y1,Y1 — 3931,0)

f(’U) = (21’2 +Y2,Y2 — 31’270)

af (u) = a2z +y1,y1 — 321,0) = a (21 + y1,y1 — 321,0)

Bf (v) =B (2z2 + y2,y2 — 322,0) = B (222 + Y2, y2 — 3x2,0)

af (u) +Bf (v) = a(2x1 +y1,51 — 321,0) + B (222 + Y2, y2 — 322,0)

(221 + 1), @y —321),0) + (B (222 + y2) , B (y2 — 322) ,0)

(@ 2z +y1) + B (222 + y2) ,a (Y1 — 3z1) + B (y2 — 322) ,0)

2ozt + ayr + 2Bz + By2, ayr — 3oy + Sy2 — 3822,0)

(2 (axq + Bz2) + (agh + By2) , ayr + By2 — 3 (axq + fz2),0)

o ($17y1721> + B (332,?42’22) — (Oé.’Ifl +ﬂ$27ayl + ﬂyQaOéZl + 622)

[ (au+ Bv) = (2 (axy + Bxa) + (ay1 + By2) , (a1 + By2) — 3 (w1 + Bx2),0)

que coincide con la expresién anterior.

b) No es aplicacion lineal puesto que

¢(0,0,0) = (0,0,8) # (0,0,0).

h(1,0)=1240—5-1=—4

h(=1,00= (=)’ +1-5-(-1)=6

h((1,0) +(=1,0))

=

h(1,0)+h(—1,0)=—-44+6=2

h(0,0)=0°+0-5-0=0



por tanto
h((1,0) + (=1,0)) # 2 (0,0)
y la funcién no es lineal.
d)
k(1,0)=[1+0] =1

= k(L0 + f(-1,0)=141=2
k(=1,0)=|-1+0/=1

k((1,0)+ (=1,0)) = k(0,0)=1]0+0/=0

por tanto
k((1,0) 4+ (-1,0)) # k£ (0,0)

y la funcién no es lineal.

2. Sean V' y W espacios vectoriales y sea f : V' — W, una aplicacién lineal. Demuestra los siguientes apartados:

a) SiS={V1,....,0n}) CV=f(S)={f(V1), . (V)]
b) SiB={{V1,...,v,}) CVesbasede V= Im(f) = {f(W1),....f(Vm)})-
¢) Si f es sobreyectiva = dim (W) < dim (V).

Solucion:

a) Seaw € f(S)=3Iv €S f(V)=uw.Como v €S ={{V1,..., Um}), entonces 3ay,...,a, €
K: 7 =a1 014+ QmUm, y usando que f es lineal

f (?) = f (O‘171 +F Ofm?m) = alf (71)+ : '+am.f (Wm) = f (7) € <{f (71) y e 7f(7m)}> :

b) Seaw €Imf=f(V)=30 €V :f(?¥)=w.Como v € VyB={v1,...,0,} es una base,
entonces day,...,a, € K: V=1 U1+ F an?n, y usando que f es lineal

W=f(V)=flaaWi+ - +a,Vn)=arf(Vi)+ - Fanf (Va) =W e {f(V1),....f (Tn)}).

es una base de V, entonces

¢) Si f es sobreyectiva = f(V) = W, luego sin B = {¥'1,..., U}
f (V) y por tanto es un sistema

f(B)={f(V1),...,f(U,)} es un sistema generador de Im (f)
generador de W de forma que n > dim (W).

—
Uy

( )’f(O’LO) = (217_3)vf(0a071) = (_172) y

3. jExistird una aplicacién lineal tal que f (1,0,
f(1,0,1) = (=1,1)? ;Y si fuera f(1,0,1) = (

Solucién: Podemos comprobar que (1,0,1) =

0) =
,3)?
(1,0,0) +(0,0,1) y como f es lineal
f(1,0,1) = f((1,0,0) + (0,0,1)) = f(1,0,0) + £ (0,0,1) = (1,1) + (-1,2) = (0,3)
por tanto la funcién f sélo puede ser lineal si se cumple
f(1,0,1) =(0,3),
de modo que la respuesta a la primera pregunta es no, mientras que a la segunda serfa si.

4. Demuestra la ecuacién de las dimensiones para aplicaciones entre espacios vectoriales de dimensién finita, es
decir, si f:V — W es una aplicacién lineal, entonces se cumple

dim V' = dim (ker f) + dim (Im f) .

Solucién: Suponiendo que dimV = n y que dim (ker f) = m, entonces como ker f < V = n < m =
n —m > 0. Distinguimos dos casos:



a)

Cason—m =0
n—-m=0=n=m=kerf=V=f(vV)=0V0 €V =In(f)={0}=dim(Imf)=0

y se cumple la igualdad.

Caso n —m > 0. En este caso tomamos B; una base del subespacio ker f, donde
By ={V1,..., Um}

Como es una base para ker f, los vectores son linealmente independientes y podemos completar una
base Bde V con n — m vectores adicionales linealmente independientes

By = {wlv sy E>n—’m}

es decir
— — — —
B:B1UB2:{’U1,...,Um,wl,...,’wn_m}

Entonces f (B) es un sistema generador de Im f, es decir
I f={f (V1) . [ (Tm), f (@), f (W)}
pero como B C ker f = f(7'}) = 0;Vk = 1,...,m, por tanto
I f = ({f (W1),... f(Wn-m)})

y por tanto
dimIm f <n —m.

Veamos que son linealmente independientes. Si suponemos que existe una combinacién lineal de la
forma
alf (wl) + -+ an—mf (E}n—m,) == 07

usando la linealidad tendremos
f (0&1@)1 4+ -+ Otn_mwn_m) =0
luego el vector oy W1+ 4 Oy Wy, cumple
QW1+ 4 Qpyy W € ker f
y como B; es una base, entonces deberfan 33, ..., 03, € K tal que
O‘lﬁ)l + -+ an—mwn—m = 6171 + -+ ﬁm?)m

pero los vectores {V'1,..., Um} y{W1,..., Wn_m} son linealmente independientes, luego si hubiera
un coeficiente o; # 0, podrfamos poner

1
w; = — ((51?1 +oo ﬁmﬁm) - (alwl et O‘jflefl + O‘j+1wj+1 +o anfmwnfm))

es decir, podrfamos poner w; como combinacién lineal del resto de vectores, lo que contradice el
hecho de que sea un vector de la base B, luego

ar=0Vk=1,...n—m
y por tanto los vectores {f (w1),...,f(Wn_m)} son una base de Im (f), es decir
dimIm f =n —m,

y se comprueba la igualdad.



5. Para las siguientes aplicaciones lineales f : V' — W calcula tanto el nicleo como la imagen e indica las
propiedades de la aplicacién (ver si es inyectiva y suprayectiva).

V=W=R? flz,y,2) = (z,z+y,—2).
V=W=R?3 g(z,y,2) = (x —y + 22,y — z,x + 22).
V=R}W =R* hz,y,2) = (z,z +y,—2,y — x).
V=RW=R? k(x,y,2,t) = (x — 3y + 8, 2x).

V =R3W =R? l(z,y,2) = (x+y+20).
V=W=R3 m(x,y,z) = (x+y+z,x+y—2z2).

Solucién: Recordamos la definicién de nicleo de una aplicacién lineal f: V — W

ker (f) ={ueV | f(u)=0},

que junto con la ecuacién de las dimensiones

dim (ker (f)) + dim (Im (f)) = dim (V)

nos servird para resolver cada apartado.

a)

ker (f) = {(z,y,2) €R®| (2,2 +y,—2)=(0,0,0)}
z=0 z=0
& r+y=0 &
—2=0 Yy=—x

por tanto
ker (f) = {(z,y,2) € R* | (z,—,0)} = ((1,—1,0)) = dim (ker (f)) = 1 = £ no es inyectiva.
Para encontrar una base de Im (f)

Im(f) = {(z,m+y,—z)€R3| x,y,zeR}
= {2(0,1,0)+y(0,1,0) + 2(1,0,—1) e R* | =,y,z € R}

= ({(0,1,0),(1,0,-1)})

También es posible encontrar un sistema generador de Im (f), evaluando la funcién en los vectores
de la base canénica del espacio vectorial inicial, en este caso R? :

f(1,0,0) = (0,1,0)
f(0,1,0) = (0,1,0)
f(0,0,].) = (170a_1)

que como vemos coincide con el resultado anterior. Ademds como dim (Im (f)) = 2, no coincide con la
dimensién del espacio vectorial final y por tanto f no es sobreyectiva. Es posible deducir el mismo
resultado usando la férmula de las dimensiones para calcular la dimensién de Im (f) sin necesidad de
conocer una base:

dim (Im (f)) = dim (R?) — dim (ker (f)) =3 —1=2.

En los siguientes apartado sélo utilizaremos uno de los dos métodos, concretamente, el primero.



r—y+2z=0
ker(g):{(xay,z)€R3| (x—y+2z,y—z,:c—|—2z):(0,0,0)}(:) y—ZZO
rz+22=0

cuya solucién es
r=y=2=0

luego
ker (g) = {(0,0,0)} = g es inyectiva.

Para encontrar una base de Im (g)

Img = {(z—y+2z2,y—22+22)€R®| =z,y,z€eR}

{z(1,0,1) +y(-1,1,0) + 2(2,—1,2) e R* | =,y,z€ R}

= ({(1,0,1),(~1,1,0),(2,—1,2)}) = R® = g es sobreyectiva.

z=0
z+y=0
—2=0
y—xz =0

ker () = {(z,y,2) €R® | (z,24y,—z,y—12)=(0,0,0)} &

cuya solucién es
r=y=2z=0,

luego
ker (h) = {(0,0,0)} = h es inyectiva.

Para encontrar una base de Im (h)

Imh = {(z,2+y,—zy—z)eR"| z,y,2z€R}

{2(0,1,0,=1)+y(0,1,0,1) + 2(1,0,—1,0) e R* | =z,y,z € R}

= ({(0,1,0,-1),(0,1,0,1),(1,0,—-1,0)}) = dim (Im (h)) = 3 # 4 = h no es sobreyectiva.
8

z—3y+8t=0 y:it

ker (k) = {(z,y,2,t) ER* | (z—3y+8t,2z)=(0,0} & =

luego tomando z = a y t = 3, la solucién es

(0.550.5)

ker (k) = <{(0,0, 1,0), (07 2,0, 1) }> = k no es inyectiva.

Para encontrar una base de Im (k)

luego

Imk = {(z-3y+8t2z)eR*| z,y,zeR} ={z(1,2)+y(-3,0)+2(0,0)+¢(8,0) eR* | z,y,2,t € R}

= ({(1,2),(8,0)}) = dim (Im (k¥)) = 2 = k es sobreyectiva.



z+y+2=0

0=0 Sz=—-x—y

ke () = (o) € R (a4 940 = (0.0} & {
luego tomando x = « e y = 3, la solucién es

(o, B,—a—B) =a(1,0,-1)+ (5 (0,1,-1)

luego
ker (1) = ({(1,0,-1),(0,1,—-1)}) = I no es inyectiva.

Para encontrar una base de Im (1)

Im(l) = {(z+y+20)€eR*| z,y,2eR}={z(1,0)+y(1,0)+2(1,0) e R* | =z,y,z € R}

((1,0)) = dim (Im ({)) =1 # 2 = dim (RQ) = [ no es sobreyectiva.

f)
z+y+z2=0 y=-x
ker (m) = {(z,y,2) ER* | (z+y+z2+y—22) =000} z2+y—2=0 =
z=0 z=0

luego tomando = = «, la solucién es
(a,—,0)=a(l,-1,0),

luego
ker (m) = ({(1,—1,0)}) = m no es inyectiva.

Para encontrar una base de Im (m)

Im(m) = {(x+y+zzr+y—=z2) eR’| z,y,zeR}
= {2(1,1,0)+y(1,1,0) +2(1,—-1,1) e R* | =,y,z € R}
= <{(1’ 170) ) (L 1’0) ) (17 -1, 1)}> = <{(1’ L, 0) ) (17 -1, 1>}>

= dim (Im (I)) = 2 # 3 = dim (R*) = m no es sobreyectiva.

6. Sea f un endomorfismo de R? cuya matriz asociada respecto de la base canénica es

\

W = =
o OO
O = O

Halla la matriz asociada a f respecto de la base

B ={(1,0,1),(1,1,0), (1,0,0)}

Solucién: El problema nos da la matriz Mco_,¢ (f), para encontrar la matriz asociada a f respecto de la
base B’, tendremos que utilizar la matriz de cambio de base entre C' y B'.

111
Mp_c=|0 1 0|,
100



mientras que

1 1 1 0 0 1
Me—p =Mg' =10 10 =0 1 o[,
1 0 0 1 -1 -1
y finalmente
3 3 3
Mp—p (f) = Mc—p (f) - Mc—c (f)  Mp—c = 0 -1 -1
-2 -1 -1

. Se considera la aplicacién lineal
f:R? 5 R?
que cumple que
f(]-vo) = (233 - 1)
f(071) = (03_273)

Dadas bases respectivas de R? y R3
B={(-1,2),(3,0)}, B"={(0,0,-1),(0,2,1),(—1,1,4)}
se pide obtener las matrices asociadas siguientes
Mg, oy (1) My (F). M, (f)

siendo C5 la base canénica de R2 y C5 la base canénica de R3.
y Ls

Solucién: Del enunciado se deduce que

2 0
M02—>CS (f) = 3 -2
-1 3

Las matrices buscadas son matrices de cambio de base en los respectivos espacios vectoriales. Usando las
correspondientes matrices de cambio de base

2 0 1 3 -2 6
MBﬂC3(f):MC2*>Cz (f)MBHCQZ 3 =2 ( 2 O>: =7 9
-1 3 7 -3
) 00 —1\ " 2 0
MCQ—*B/(f> = MCS*’B'M02*>C3 (f):<MB’~>Cg)_ MCZHCS (f): 0 2 1 3 -2
-1 1 4 -1 3
= 11 3 9 = & _1
2 2 2
-1 0 -1 3 -2 0

. Supongamos que tenemos una aplicacién lineal
f:R3 - R?

y que consideramos en el primer espacio vectorial la base canénica C'y en el segundo una base B. Supongamos

que
MCHB(f): ( 7; _(1) (2) >



Dado el vector v = (2, —1,2) € R? halla f(v),. Halla los posibles w € R? tales que f(w), = (2,4).

Solucién: La matriz dada calcula la imagen de un vector expresado en la base B y da el resultado en la
base C, luego directamente

rs=(

-1
0

D(3)-6)

En el segundo apartado buscamos w = (z,y, z) tal que f (z,y,2)z = (2,4), tampoco tenemos que hacer
cambios de base y directamente

o=

1405”_2@
—20232/_4

Si tomamos x = a, los puntos buscados son f~! (w) = {(a, @ — 2, + 2)|

. Consideremos en R? la base

B = {71 = (_27171);?2 = (17

y el endomorfismo f tal que

My, (f) =

rT—y=2 y=x—2
—2x+22z=4 (:){z=2+w
a € R}

~1,0); 03 = (3,2,-4)}

1 -1 a
1 -1 b—-1
—2 2 c

siendo a,b,c € R tales que f (Vo + U3) = V1 + V.

a) Justifica que a =2,b=3y c=—2.

b) Calcula la matriz de f respecto de la base candnica y su expresién analitica.
¢) Calcula ker (f) e Im (f). ;Es f inyectiva?;Es f suprayectiva?

Solucién:

a) La matriz que nos da el enunciado es M, _ . (f), es decir, dado un vector en la base B, obtendremos

su imagen por f también expresado en la misma base. Los vectores v'5 + 0’3 expresado en la base
B son respectivamente

por otra parte

f(?2+?3) :MB—>B(f) 1

1)

— — — —
y como f (V94 V3) =1+ va, entonces

de modo que

f(TVa+03) =71+

a—1
b—2
c+2

1 -1 a 0 a—1
1 -1 b-—-1 1 = b—2
-2 2 c 1 B c+ 2 B
a—1 1
2 <= b—2 = 1
c+2 B 0 B
1=a=2,
1=5b=3,
0=c=-2



MCg‘*Cs (f) = MB~>03 My g (f)MC3~>B = MB~>C‘3 My _p (f)MB_ics
-2 1 3 1 -1 2 —2 1 3\ "
= 1 -1 2 1 -1 2 1 -1 2
1 0 —4 -2 2 =2 1 —4
6 —1 6
-8 1 -8
y su expresién analitica es
6 —1 6 T 6 —y + 62
f(x,y,2) = 4 0 4 y | = dr + 4z
-8 1 -8 z —8x+y—82

¢) Usando la expresién anterior, el nicleo sera

6x —y + 62 0 6r —y+62=0 —6z—y+62=0 -y =0
dx + 4z =1 0 | & T=—2z & T=—z S r=—z
—8r+y—8z 0 —8r+y—8z 8z+y—82=0 y=20

por tanto si x = «
ker f = {(c,0,—a)} = ((1,0,—1)) = f no es inyectiva.
Mientras que
Im (f) = ((6,4,-8),(—1,0,1),(6,4,-8)) = ((6,4,—-8),(—1,0,1)) = Im (f) # R? = f no es sobreyectiva.
f=<(3,2,—-4),(-1,0,1) > . No inyectiva, no suprayectiva.
10. Consideremos en R? la base
B={v1=(1,-1,0);72=(0,1,-1); 73 = (1,0,1)}

y en R? la base
B = {ﬁl - (71, 1) ) E)Q - (7170)}

Sea f : R? — R? una aplicacién lineal tal que

o= 24 )

a) La matriz de la aplicacion f respecto de las bases candnicas respectivas.

b
c

d

La expresién analitica de dicha aplicacién.
Calcula ker (f) e Im (f) y bases para estos subespacios.
iEs f inyectiva?;Es f suprayectiva?

)
)
)
)

Solucion:



a) Para encontrar M¢, ¢, (f), tendremos que realizar usar las matrices de cambio de base M¢c, .5 y
Mp/_,c,, tendremos:

Mey—c, (f) = Mpr—.c,Mp—p: (f) Moy~ = Mp—.c, M5/ (f) Mg,

-1 -1
MB’—»Cg - < 1 0 >

Las matrices implicadas son

1 01 : -1 -1

M =| -1 1 Myl = | 1 i

B—Cy = O | =Mpc,=| 3 32 2

0 -1 1 3 3 3

y la matriz buscada serfa:
z -1 —1 1 1 3
-1 -1 2 1 0 23 - 1 3
Mcﬁ@(f):( ] 0)(_1 0 _1> : 7 2 =< g fg)
3 2 2

b) La expresion analitica se obtiene con la matriz obtenida en el apartado anterior
€T 1 1 3 €T 1 1 3
-5 3 5 5Y— 5T+ 52
P =tere | v | = (% &%) (v )= (21875,
P 2 2

¢) Para encontrar el nicleo utilizamos la expresién analitica

1 1 3 1 1 3
B sYy—5x+352\ _ (0 sYy—5c+52=0 y—xz+32=0
ACUEEEE (0 VA R DR 6 VAR et g Al et

que tiene por solucién

luego

ker f = {(0,-32,2)} = ({(0,-3,1)}) .

Para encontrar Im f

g = (7). s @) =({(-5.3): (5-3):(3-3)})

obviamente el sistema no es linealmente independiente puesto que

(372) =2 (22)
wr= (DG

dimker f = 1% 0= f no es inyectiva.

luego

d) Del apartado anterior tenemos

dimImf = 2=1Imf=R?= f es sobreyectiva.

10



11. Determina un endomorfismo f de R? que verifique ker f = {(x,y, 2)ER3: 2= O} y f(0,1,1) = (2,1,-1).

Solucién: Usando la ecuacion implicita de ker f, podemos obtener una base. Como z = 0, tendremos que
los vectores de ker f son de la forma

(z,9,0) = (1,0,0) +y(0,1,0)

luego
ker f = ({(1,0,0);(0,1,0)})
El vector (0,1,1) es independiente de los dos anteriores, luego los tres forman una base de R3

B ={(1,0,0);(0,1,0);(0,1,1)}

y podemos encontrar la matriz de f asociada a esa base, puesto que conocemos sus imdgenes, los primeros
vectores estdn en el niicleo y para la imagen del tltimo vector la proporciona el enunciado

00 2
Mp_gf=[0 0 1
00 —1

Notar que este endomorfismo no es unico ya que podemos intercambiar el orden de los vectores.
12. Determina un endomorfismo f de R3 que verifique ker f = {(z,y, 2)ER iz —2y=0;2+2= O} elm f =
{(x,y,z) ER?:x4y+z= O}.

Solucién: Usando las ecuaciones implicitas de ker f, podemos obtener una base:

2 =0 =2

T =2y = y=75
= )

z+2=0 PR——

Los vectores de ker f serdn de la forma
1
(xvyﬂz) = ($7 gv —13> =T (17 57 _1) ’

ker f = ({(2,1,-2)})

Usando las ecuaciones implicitas de Im f obtendremos una base

y por tanto

T+y+z=0=z=—2—y
por tanto los vectores de Im f son de la forma
(z,y,—z,—y) =z (1,0,—1) + 3y (0,1,-1).
Si tomamos la base canénica de R3, para encontrar un endormorfismo f podemos considerar que

f(el) = f(LOvO) = (1a07—1)7

f(GQ) = f(07170) = (Oa17_1)'

Nos falta por determinar f (e3) = f (0,0, 1); para ello, utilizamos el hecho de que f (2,1, —2) = 0, puesto
que dicho vector estd en el niicleo de f. Tendremos pues

f(2,1,-2) = f(2e1 +e2 —2e3) =0 2f (e1) + f (e2) —2f (e3) =0
y utilizando las imdgenes de e1 y e

2(1,0,=1)+ (0,1, —1) —2f (e3) =0 = 2f (e3) = 2(1,0,—1) + (0,1,—-1) = (2,1, —-3)

11



13.

de donde

f(eB) = % (2’17_3) = <1a %7 _§> )

y la matriz del endomorfimos f buscado, asociado a la base canénica podria ser

1 0 1

0 1 1

Mc_cf = g
1 -1 -2

2

Se deduce ficilmente que este endomorfismo no es tnico, ya que los vectores se pueden intercambiar,
escalar, etc.

Determina la matriz asociada en las bases candnicas para cada una de las siguientes aplicaciones lineales:

a) En R? la proyeccién ortogonal de base U =< (1,1,0),(0,1,—1) > .
b) En R3 la simetria ortogonal de base U =< (1,1,0), (0,1, —1) > .

Solucion:

a) Calcularemos la proyeccién para cualquier vector v € R?, tenemos v = v +w, conu € U, w € U+ =
P(w)=wu.ComouecU=u=a(l,1,0)+4(0,1,-1).

(v,(1,1,0)) = (u+w,(1,1,0)) = (u,(1,1,0)) + (w, (1,1,0))
= (uy(1,1,0)) = («(1,1,0) + 5 (0,1,-1),(1,1,0))
= O‘<(1a1»0)7(171’0)>+B<(Ovla_1)v(1a1»0)>

= 2a+p

(v,(0,1,=1)) (u+w,(0,1,-1)) = (u, (0,1,-1)) + (w, (0,1, —1))
= (u,(0,1,-1)) =(a(1,1,0) + 5(0,1,-1),(0,1,-1))

= « <(17 17 0) ) (07 17 _1)> + ﬁ <(07 ]-7 _1) ) (07 17 _1)>

= a+2p
Hay que resolver el sistema
20&+ﬁ = <Ua(17170)>
a+28 = (v,(0,1,-1))

para encontrar los valores de o y 3

2(v,(1,1,0)) — (v, (0,1, 1))

“ = 3
5 = 2 (0,1,—1);—@,(1,1,0»
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por tanto

P(U) — 2<U7 (13 1a0)> ; <'U, (071771» (1,170) +

2 <’U, (07 17 *1)> — <U7 (1a 1,0)>
3

(07 13 71)

La matriz de proyeccién respecto a las bases candnicas se obtiene tomando v igual a e; = (1,0,0),
ez = (0,1,0) y e3 = (0,0, 1) respectivamente
2 <61, (17 ]-a O)> — <61, (07 ]-7 71)>

P(e1) = 3 (1,1,0) +

2 <61? (07 1, 71)> _ <ela (13 1, 0)>
3

(0,1,=1)
2 1 211

= Z2(1,1,00—=(0,1,-1)=(=2,=,=
5 (1,1,0) = 2(0,1,-1) <373,3)

2 <62, (0, 1, _1)> — <€27 (1’ 1, O)>
3

P(eg) — 2<627(1’1’0)>; <627(071’_1)> (17170)+

(0,1,-1)

1 1 12 1
= Z(L,L0)+=(0,1,-1)=(=,2,—=
3(77)+3(77 ) (3737 3)

2 <e37 (07 13 71)> _ <63, (13 15 0)>
3

P(eg) _ 2<63,(1,1,0)>* <€3,(0,1,71)> (17170)+

1,-1
; 0.1,-1)

1 2 1 12
= Z(1,L0)—2(0,1,-1)=(=,—=,%
3(’ 70) 3(0’7 ) (37 3’3>

y la matriz serd

b) Como el espacio es el mismo que para el apartado a y la matriz P es la proyeccién ortogonal tenemos
e, =P (ek) + wg

siendo wy, € UL, es decir
W = € — P (ek)

La simetria se obtiene cambiando wy, por —wyg, por tanto S (eg) = P (eg)—wy = P (er)—(ex — P (eg)) =
2P (er) — e; o en forma matricial

1 2 2
9 2 1 1 1 0 0 3 3 3, 1 1 2 2
1 -1 2 00 1 s 2 1 2 -2 1

14. Aplicaciones Lineales (Matrices) para la derivada y la integral. Consideremos los espacios vectoriales P3(R) y
P2(R) de los polinomios de grado menor o igual que 3 y 2, respectivamente. En el primero de ellos tomamos
la base B = {1,x,x2,x3} y en el segundo la base B’ = {17w,x2}. Se pide:

a) Matriz de la derivada. Consideremos la aplicacién lineal que asocia a cada polinomio su derivada, es

decir,
D: Pg(]R) — P2(R)

p(x)  — D(p)(z):=p'(z)

Comprueba que la matriz asociada a D en las bases By B’ es

5

I
o OO
OO =
O N O
w O O
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Matriz de la integral. Consideremos ahora la aplicacién lineal que asocia a cada polinomio su integral,
es decir,
I: PQ(R) — P3(R)
p(z) = I(p)(z) := fo p(t) dt.

Comprueba que la matriz asociada a I en las bases B’ y B es

—

~

N

\
o O = O
[=I Sy i)
w0 O O

b) Calcula Ker Dy Ker 1.
c) Comprueba que M, (D)-M, (I) = I3, con I3 la matriz identidad 3 x 3. Nétese que esta identidad

B' =B
matricial es una epecie de version matricial del Teorema Fundamental del Célculo: Derivada de la integral

de una funcién f(z) = f(x), es decir, derivacién e integracion son operaciones inversas.

Solucion:

a) Derivando cada polinomio de B = {1,3:,332

2 .3
! _ 2 xfi
B—{l,x,x}#{x,2,3}

b) Para el operador derivada

,a:S} = {0, 1,23:,3:1:2} JIntegrando cada polinoimio de

0100 Z 0 b 0
keekD=| 0 0 2 0 cl=lo]ef2]=(0]e@000
000 3 g 0 3d 0

El nicleo estd formado por los polinomios constantes.
Para el operador integral

0 0 O a 0 0 0
ker I = L ? 0 =1 0 | & 1a = 0 Sa=b=c=0
0 35 O 0 §b 0
1
¢) Solo hay que multiplicar las matrices
01 0O (1) 8 8 1 00
wom(D)- M, ()= 0 0 2 0 0L o =010
0 0 0 3 2 0 0 1
0 0 3

15. Los graficos por ordenador tratan con imdgenes. Estas imdgenes se mueven, cambian de escala, se giran y
se proyectan (imagenes 3D sobre planos e imdgenes 2D sobre rectas). Las tres dltimas transformaciones se
representan matemadticamente, en el espacio tridimensional, por medio de las siguientes aplicaciones lineales:

a) Cambio de escala (Scaling o Rescaling en inglés):

S: R3 — R?3
7= (vi,v2,v3) +— S(U):= (c1v1, 202, C303),

con ¢; >0, 1 <4 < 3. Calcula la matriz asociada a S en la base candnica de R3.
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b) Rotacién: una rotacién de angulo 6 en el plano se puede realizar por medio de la matriz
0= cosf) —sind
~\ sinf cosé ’
iCémo es la matriz que permite rotar vectores en el plano YZ 7

¢) Proyeccidn: en los cursos de Algebra Lineal casi todos los planos pasan por el origen, en la vida real,
casi ninguno. Dado un vector unitario_)n = (n1,ma2,n3) y otro vector fijo vl = (v9,v3,v3), la proyeccién
de cualquier vector tridimensional ¥ = (vy,v9,v3) sobre el plano de ecuacién niz + nay + nzz =

n10Y 4+ navd 4+ nsv? se calcula multiplicando el vector de coordenadas (v, vs,vs, 1) por la matriz 4 x 4
1 2 3 ) 9 )

(lamada de proyeccién)
P= Ig Vo . I3 7TlTn 0 . Ig —Vo
L0 1 0 1 0 1

Comprueba que la proyeccién del vector ¥ = (vy, v2, v3) sobre el plano XY se puede calcular mediante el
procedimiento anterior.

d) Aunque en principio, una translacién es fécil de entender, sin embargo no es una aplicacién lineal. En
. — .. . .,
efecto, comprueba que si ‘@ = (a1, as,as3) es un vector fijo, entonces la aplicacion

T.: R® . RS
v = (v1,v9,v3) — T (V)= (a1 +v1,a2 +v2,a3 +v3),

no es lineal. Por tanto, una traslacién en el espacio tridimensional no se puede representar por medio de

una matriz 3 x 3. Esta dificultad se soluciona aumentando en uno el tamafio de la matriz de modo que
., — L . .

la translacién de vector @ = (a1, a2, as) se calculara por medio de la matriz

1 0 O a1
V. O 1 O as
;= 0 0 1 ag |’
0 0 01

. z — .
para ello hay que considerar las llamadas coordenadas homogéneas de un vector v, definidas como
— —
v = (v1,v2,v3) = U = (v1,v2,vs3,1).

Demuestra que.

1 0 0 aq V1

—— — 01 0 as . Vo

Ta—’: (Uh) = Gn - Yh = 0 0 ]. as V3

0 0 0 1 1

Solucion:
a) Hay que calcular S (é) para k =1,2,3

C1 O O
MC3—>C3 (S) = (S (51) 7S (52)"9(63)) = 0 c O
0 0 C3

b) Si el vector gira en el plano Y Z, lo hard manteniendo la coordenada X correspondiente fija

1 0 0
0 cosf —sinf
0 sinf cosf
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c)

En primer lugar calculamos la proyeccién del vector v sobre el plano XY en la forma usual. El plano
XY es el espacio vectorial definido mediante la ecuacién implicita

z =0,
y una base de ese espacio vectorial seria
XY = <61 = (17070) ;€2 = (07 170)>

Como esta base es ortonormal; entonces si v = w1 + ug, con uy la proyeccién del vector v sobre este
espacio XY, entonces

u; = (v,e1) e1 + (v, e2) ea = (v1,v2,0).
Veamos ahora el segundo procedimiento. En este caso, como el plano es XY el vector unitario es
n = (0,0,1), de donde

0 000
nn=1|(01(0,01)={0 0 0
1 00 1
de donde
1 0 0 0 00 1 0 0
IL—-n"n=010]=-[000]|=]010
00 1 00 1 0 00
y la matriz P serfa
P _ 13 Vo . Ig*TlTn 0 . Ig —Vo
0 1 0 1 0 1
1 00 of 1000 1 00 —of
101 0 9 01 00| [0 10 —of
- 0 0 1 9 00 00 00 1 —uf
0 0 0 1 00 01 00 0 1
1 0 0 2 1 00 —of 10 0 0
L0 1 0 o 010 — | [010 0
Y, 000 1 29 000 0 [ |00 0 o
00 0 1 000 1 00 0 1

En este caso el vector vV es el vector nulo, luego la matriz de proyeccién es

1 0 0 0

01 00

P= 0 0 0 O

0 0 0 1

y la proyeccion de v = (vq, ve, v3) seria

1 0 00 V1 V1
_ 01 0 0 Vo . V2
Pro=1"9 100 0 vs || 0
0 0 0 1 1 1

cuyas 3 primeras coordenadas coinciden con las obtenidas en el apartado anterior.

No lineal puesto que f (0) = @, que s6lo es cero si es el vector nulo, luego en general, la aplicacién no
es lineal. Simplemente hay que multiplicar la matriz por el vector

1 0 0 a1 v v+ aq
0 1 0 as Vo . Vg + G2
0 0 1 as V3 - U3 + as
0 0 0 1 1 1
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que son las coordenadas homogéneas del vector

V1 + a1
a+v= V2 + a2
V3 + as

©Silvestre Paredes Hernéndez®
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