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1. Se consideran, en R?, con el producto escalar euclideo, los siguientes subespacios:
UE{ Toy=2=00 o 9,0,-1),(0,—4,1) >

a) Obtener una base ortonormal de cada uno de los subespacios.
b) Obtener una base de U+ y otra de W+.

¢) Calcular la proyeccién ortogonal del vector v = (3,2, 1) sobre U y también sobre W.
Solucién:
a) Buscamos una base de U
r—y—2z2=0 r—y—2=0 y=x—2z y=0
r—2=0 T =z =z T =z

Tomando z = «, entonces las ecuaciones paramétricas de U son

=«
y=0 = U = ((1,0,1))
z=a«

siendo By = {u; = (1,0,1)} una base de U , que como estd formada por un sélo vector, es ortogonal.
Para encontrar una base ortonormal, dividiremos este vector por su norma

lua |l = [I(1,0, 1)[| = V12 + 0% +12 = V2

y siendo la base ortonormal B}, == {(%, 0, %) }

Para encontrar la base ortornomal de W usaremos el método de Gram-Schmidt a partir de la base
(comprueba que lo es) By = {w1 = (2,0, —1), w2 = (0, —4,1)}. Denominamos a la nueva base Bf;, =
{w],wh}. Donde los vectores de la base w; se obtienen como sigue
wy =wy = (2,0,-1)
mientras que wh se obtiene como
U)/2 = w3z + O‘Qlwll - (03 747 1) + ag (25 07 71) )
eligiendo el valor de a1 € R, para que wh L w}, es decir
0 = (wy, wy) = (Wi, w2 + azwy) = (wy, w2) + a1 (wi, wh)

de donde obtenemos

Q2] = — = - =

<w/17w2> <(270a_1)7(0a_471)> 1 w/: g_ é
Whw)  (2.0,-1),20,-1) 5" < 4)



Para encontrar una base ortonormal B” == {w{, w4} dividiremos cada vector por su norma corre-

spondiente

2 1
'LU/ = 270,—1 :\/5:}’11}”:(70’_)
loill = l12,0, -1 P= (0
2 4 84 21 1 V5 2
wh|| = S )=y = =2 = wy) = ,—2 ,
s H(5 5)H 5 5 2 VBV21T TV21 V521

Base de U*. Como U est4 definido mediante ecuaciones impliticas

U = {(x,y,z)eR?’:xfyfz:(); xfz:()}

{(m,y,z) eR?: (1, =1,-1),(z,9,2)) = 0; ((1,0,-1),(z,y,2)) = 0}

luego
BUL = {u2 = (17 713 71) ;U3 = (1707 71)}

Base de W=. Como tenemos una base de |/, obtendremos las ecuaciones implicitas de W+

wt = {(m,y7z) eR?:((2,0,-1), (z,9,2)) = 0; {(0,-4,1),(z,y,2)) = 0}

= {(m,y,z)€R3:2x—z=O; —4y+z:O}

De donde resolviendo el sistema, obtendremos las paramétricas

z

20 — 2 =0 =3
=

—4dy+4+2=0 _Z

Y73

Tomando z = «, entonces las ecuaciones paramétricas de U son

st = ((531) ) == e =2 1,0)

Proyeccién ortogonal sobre U, teniendo en cuenta que v = vy +vg; con vy € U y vy € UL, calculamos
<,Ua u1>

=

Q0|2

y:
z =

(v,u1) = (1 +v9,u1) = (v1,u1) + (va, uy)

pero como vg € Ut v u1 € U, entonces <v2, u1> = 0, y como por otra parte v; € U entonces v1 = au,
obteniéndose
(v,u1) = {aur,ur) = o (u1, u1)
de donde 39.1) (L0.1 A
,U7 u ) ) ) 9 )
=< 1>:<( ) )>=f=2:>v1:2u1:(2,0,2)

<’LL1,'LL1> <(1,071)7(170,1)> 2
Para calcular la proyeccién ortogonal sobre W, tenemos en cuenta que v = v] + vh; con vy € W'y
vh € W+, Como dim (WL) =1, lo que haremos para simplificar los cédlculos es encontrar el valor de
vh, que es la proyeccion ortogonal de v sobre W+, para ello calculamos (v, ws)

<v,w3> = <v/1 + Ué’w3> = <1)/1,U)3> + <'U,2a w3>

pero como v] € W y w3z € W{ entonces (vj,ws) = 0, y como por otra parte v} € W+ entonces
vh = Pws, obteniéndose
(v,w3) = (Bws, w3) = B (w3, w3)



de donde

- (v, ws) 7((3,2,1),(2,1,4»71274 , 4 (8 4 16
B<w3,w3><(2,1,4),(2,1,4)>217;‘”27“’3(7’7’7)

que como hemos dicho es la proyeccién ortogonal sobre W+, podemos encontrar v la proyeccién
ortogonal sobre W, usando el hecho de que v = v] + v}

8 4 16 13 10 9
UU’1+'U5<:>’U1U'U/2(3,2,1)(7,7,7)<7,7,7>.

2. En R3 con el producto escalar
(z,y,2); (@, Y, ") p = 222’ + dyy' + 22’
a) Hallar mediante el método de Gram-Schmidt una base ortonormal del subespacio
U={(1,-1,2),(0,3,-2))
b) Calcular mediante el método de Gram-Schmidt una base ortonormal del subespacio
W ={(z,y,2) :x—2y +2=0,30— 2y — z = 0}
Solucién

a) A partir de la base B = {u; = (1,—1,2);u2 = (0,3, —2)}, obtenemos la base ortogonal B’ = {u}, uj},
como sigue
ull = Uy = (17 _1a2)
mientra que para uh
ubh = us + asul,

eligiendo a1 de forma que u}, sea ortogonal a ) para el producto escalar indicado:
(uisub) p =0 ((1,-1,2) 5us + aguf)p = 0 (1, —1,2) ;u2) p + o1 ((1,—1,2);u)) p =0
de donde obtenemos el valor de ai;

((1,-1,2) 5uz) ((1,-1,2);(0,3,-2)) p 2x1x04+4x(—1)x3+2x(=2) 8

TSy, (L-L,2)5(1,-1,2)),  2x1Ixl+dx(-Dx(-D)+2x(2) 5

y obtendremos el valor de uj sustituyendo en su expresion

8 8 76
’U,/2 = U2 +a21u,1 = (033772) + g (15 7172) = <57 57 5)

Para encontrar una base ortornormal, necesitamos conocer la norma asociada a este producto escalar

1w e = /4@, 2) 5 (@, 2)) p = V202 42+ 22,

por tanto

a

I, =12 = \/2 x 1244 x (1" +(2)* =
(O CENORORSS

y la base ortonormal serd
B”—{ u) uh }_{(1 -1 2)( 8 7 6 )}
luillp” lluillp V10" V10" V10 '\ 6v2V5 6v2v5 6v2V5

luallp

luallp




b) Para encontrar una base ortogonal de W daremos en primer lugar una base utilizando las ecuaciones

implicitas
x—2y+2=0(1) x—2y+2=0 x—2x+2=0 x=z
(H)+(2) = = = ;
3x—2y—2=0(2) 4o —4y =0 xT=y xT=y

Poniendo z = a, obtenemos las ecuaciones paramétricas

r = «
= «
zZ = «

y encontramos una base de W, tomando por ejemplo oo = 1

B={(1,1,1)},

que como es un tnico vector también serd ortogonal. Para encontrar una base ortornormal, tenemos
que dividir por la norma asociada al producto escalar (;)p

L LDy = (L L) (L)) p = VAT 2+ 1 =T

r-{(G 30}

Como ejercicio adicional, si quisiéramos encontrar una base de W+ tendriamos que recurrir a su
definicién

y la base buscada es

WL = {(Z‘,y,Z) €R3 : ((m,y,z),w)P:Q VUEW}

aunque solo es necesario que sea ortogonal para los vectores de la base de W (podemos tomar B, B’
o B//}

Wt = {(xayaz) GR?’ : ((x,y,z);(l,l,l))P:()} = {(xaywz) €R3:25E+4y+2:0}

y haciendo el cambio x = a;, y = 3, obtenemos las ecuaciones paramétricas

y:ﬁ <~ (0453720‘74&) :OZ(1707*2)+B(0717*4)
z=—2a-—43

y la base de W+ es
BWJ- = {(1707 _2) ) (07 1, _4)} .

3. En el espacio vectorial Po[R] de los polinomios reales de grado menor o igual que 2 se considera el siguiente

producto escalar
1

(p1(2), pa(a)) = / p1(@)ps(@)de

Calcular una base ortonormal del subespacio de P3[R]
S =<uz,24 5z —42% >
Solucién: En primer lugar vamos a comprobar que B = {x, 2+ bx — 41‘2} es una base de S, para ello,

tenemos que comprobar que son linealmente independientes, asi que suponemos que existen coeficientes
ay f de R, que cumplen

aa:+ﬁ(2+533—4332)=O®62+(a+56)x—46m2=0



e identificando coeficientes

B
a+58 =
—48 = 0

que tiene como unica solucion @ = S = 0; luego los polinomios son linealmente independientes. Vamos
a construir la base ortogonal mediante Gram-Schmidt a partir de la base B. Si llamamos u; (z) = x y
ug () = 2 + 5z — 422, los elementos de la base ortorgonal B’ = {u} (z),u) (z)} se construyen de forma
usual, tomando u () = u; (z)

uy (z) ==
y después construimos u5 como
uh (z) = us (x) + aruy ()
y elegiremos ap; de forma que (uf(z),uh(z)) =0

(ui(x),u5(2)) =0 & (z,uz (z) + ag1u] () = 0 & (x,us (2)) + azr (z,2) =0 & g = —

(x, ug (2))

(z, )

y calculamos cada uno de los valores usando la definicién de producto escalar dada

1 1 1 3 z=1
) )
(x,us (x)) :/ xug(x)dx:/ x(2+5:c—4332)dx:/ (22 + 52* — 42”) do = $2+% — ! = -
0 0 0 =0
1 1 3 (z=1
1
<1,‘,SC>:/ (I$)d$:/ IEZdlE::x— = —
0 0 3 lo=0
por tanto
s
2=
y por tanto
uh (z) = uz (2) + aniu) (z) = (2+ 5z — 42®) — 5 (z) = 2 — 4a?,
siendo

B = {z,2 - 427}

la base ortogonal buscada. Para encontrar la base ortonormal, tenemos que calcular la norma de cada uno
de los polinomios segin el producto escalar indicadp

|m||=m:\/g:¢1§:¢3§

()]

1
28
[uh (2)]] = |2 —42?|| = V(2 — 422;2 — 4a?) = \// (2 — 422)% dw = =
0
De este modo la base ortornormal sera

" \/E 2
B _{\/ﬁx,m(z—m )}.

. Matrices ortogonales. Una matriz cuadrada cuyas columnas son vectores ortonormales dos a dos se dice matriz
ortogonal. Se pide:

a) Sea A una matriz ortogonal. Comprueba que A”7- A = I. Por tanto, en las matrices ortogonales, traspuesta
= inversa.



b) Comprueba que la matriz de rotacién en el plano
_( cosf) —senf
~ \ senf cos6

es ortogonal (respecto al producto escalar usual de R?) y encuentra su inversa. Analiza geométricamente
el efecto que se produce al multiplicar A sobre el vector i = (1,0) y sobre 7 = (0, 1).

-(20)

al actuar sobre un vector ¥ = (z,y) permuta el orden de las coordenadas z e y. Analiza si se trata de una
matriz ortogonal (respecto al producto escalar usual de R?) y encuentra su inversa.

¢) Comprueba que la matriz

Solucién:

a) Sea A = (a;;) la matriz

a1 A1n
A =
ap1 - Ann
i1
con (A4;,A;) =0, Vi # j, donde A; = es la columna j. Su traspuesta es AT = (b;;) con
Qin,
bij = aj;, es decir,
air . Gpl
AT =
Q1n Apn

las filas de A” son las columnas de A, es decir, (AT)i = A;

aip -0 QAip aiyp -0 Gnpl
AT A
(2775 R ¢ 797} Ain  *° Gnpn
n n
D ohe1 G1kG1E D p_q G1kGnk
n n
D k=1 @nkQ1k Dy GnkGnk

<(AT)1;A1> <(AT)1;An>

(AT 4) - (A7) A,)
(A1; Ay) - (A Ay)
: <An7 A1> : <An§:An>

que por ser las columnas de A ortornormales entre si

1 Sii=j
(Ai, Aj) =65 =
0 Sii#j

como se queria demostrar.



b) Las columnas de la matriz A son

A; = (cos0,send)
As = (—senb,cosb)
de forma que
(A1, A1) = {(cos®,senf); (cosh,senf)) = cos® 4 senf = 1
(A1, As) = (Aj, Ay) = {(cosf,senf);(—senf, cosf)) = —cosfsenfd + senfcosf =0
(Ay,A3) = ((—senf,cosh);(—senb,cosh)) = (—senf) (—senf) + cos?f = sen?# + cos? = 1

Luego son ortogonales dos a dos. De modo que

A1 AT < cos sen 0 )

—senf cosf

-

0)yj=(0,1):
A 1 _( cos@ —senf 1 [ cos®
"\ 0 /) "\ senf cosd 0 ) \ senf
A 0\ [ cosf —send 0\ [ —senf
"\ 1 )7\ senf cosé 1) cos 6

se obtienen los vectores al girar 6 grados en sentido directo el vector unitario.

¢) Siv= ( v )
Yy
(01 z\ (v
o= (10)(3)-(2)
Se trata de una matriz ortogonal, puesto que si 41 = (0,1) y A3 = (1,0) son sus columnas, entonces

(A1; A1) = ((0,1);(0,1)) =02 +12=1

Si multiplicamos A por los vectores de la base canénica i = (1,0)

(A1;45) = ((0,1);(1,0)) =0

(A2 dg) = ((1,0)3(1,0) = V12 +02 =1

Se puede comprobar

0 goar_ a2 (01 01\ (10
A-4 _AA_A_<1 0)(1 0)‘(0 1)'

5. (Fuerza y Trabajo). Supongamos que una particula se desplaza desde la posicién 7 = (z1,y1,21) a Ty =
(22,Y2,22) por accién de una fuerza F' = (F}, Fy, F3). Se define el trabajo ejercido por F' produciendo un
desplazamiento d = (z2 — 1, Y2 — Y1, 22 — 21) COMO

y por tanto

= O
O =

A—leT:A:(

W=<ﬁ; d‘>:}7"(f

Supongamos que F =3+ 27 y que d=2i— j. Se pide:



a) Calcula el trabajo .

b) Calcula la proyeccién de la fuerza F' sobre el subespacio generado por d, es decir, la componente de la
fuerza en direccién del desplazamiento.

¢) Calcula la componente normal de la fuerza, es decir, la proyeccién de F sobre el subespacio ortogonal a
d.

Solucién:

b) Sea

de modo que
RE=vVeVvt

Como F = (3,2,0) € R3
F’Zﬁl-l—?z; ?16‘/; ?QEVL

ademds .
T1EV=71=M=)(2,-1,0;a€R

(Fidy= (914 Tl (s d) 4 (7 B =0 (d

puesto que v’y € V+ y por tanto <?2; J> = 0. Sustituyendo los valores

De este modo

<ﬁ;@ :)\<J; J>@<(3,2,0);(2,—1,0)> — 2 ((2,-1,0); (2,—-1,0)) @4:>\5<:>)\:%

4 8 4
vi=-(2,-1,0)=(-,—=,0
V1 5(7 a) <57 5))

. —
¢) En este caso nos piden el valor de v’y

L o= 8 4 7 14
—F-71=(320-(2-20)=(L =0]).
V2 V1 (77) (57 57) <575a

También es posible realizar el cilculo directamente, buscando una base de V* cuyas ecuaciones
implicitas podemos conocer facilmente:

siendo

vt = {(z,y,2) € R : ((z,y,2);(2,-1,0) = 0)} ={(z,y,2) € R®: 2z —y = 0}
o en forma paramétrica, tomando x = a y z = [,
(z,y,2) = (0,200, 8) = a(1,2,0) + 5 (0,0, 1)
para finalmente obtener la base buscad
VE=({W1=(1,2,0);u2 = (0,01}

y por tanto
Ty =a(1,2,0)+£(0,0,1)



—
Encontraremos « y # multiplicando escalarmente F' por los vectores de la base

(i)

(Fia) = (01405 Wa) = (T0:Wa) + (T2 Wa) = (Va5 W)

(V14 0o W1) = (V1 W1) + (Va; W1) = (Va; W)

donde se ha tenido en cuenta que (v'1; 1) = (U 1; wa) = 0, por estar los primeros vectores en V' y
los segundos en V+. Sustituyendo los valores de los vectores

(Fa) = (TaW0) = ((3,2,0)5(1,2,0)) = (a(1,2,0) + 50,0, 1)5(1,2,0))
= T=a((1,2,0);(1,2,0)+6(0,0,1);(1,2,0))
= 7=5a

(Fiwa) = (aiWa) = ((3,2,0)5(0,0,1)) = (@ (1,2,0) + 5(0,0,1); 0,0,1))

— 0=0a{(1,2,0);(0,0,1)) + 5 {((0,0,1);(0,0,1))

de modo que a = ¢y 3=0

va = a(1,2,0) + £(0,0,1) = = (1,2,0) +0(0,0,1) = (7 14 0>7

55

(SRR

como era de esperar.

6. Se considera el espacio de funciones

52([—7r,7r];]R):{f:[—w,w]—ﬂR: fQ(x)dac<oo}.
Se pide:
a) Comprueba que el sistema de vectores
{1, cos z, sen x, cos(2x), sen(2z), - - - , cos(nx),sen(nx), - }. (1)

es un sistema ortogonal respecto al producto escalar
™
<fig>e= [ fla)g(x)dz, f.geL([~m7];R).
—T
Indicacion: Usar las formulas trigonométricas siguientes:
1 1
sen v cos § = 3 sen(a + 8) + 5 sen(a — ()

1 1
senasen 3 = 3 cos(a — fB) — 3 cos(a+ )

1 1
cosacos B = 3 cos(a + B) + 3 cos(a — f3).



b) Dada una funcién f € £2 ([, 7];R), a las coordenadas de f en el sistema (1) se les llama coeficientes
de Fourier, es decir,

flx) = % + Z (an cos(nz) + by, sen(nx)) .

El término de la derecha en la igualdad anterior se llama serie de Fourier de f. Hay una diferencia
importante en la combinacién lineal anterior: la suma tiene infinitos términos, pero este asunto serd
tratado Matemidticas Il. Comprueba que los coeficientes de Fourier a,, y b, estdn dados por las férmulas

1 o«
an = — [*_f(x)cos(nz)dr, n>0
7

b, = 1 [T f(z)sen(nz)dx, n>1
m

¢) Calcula los coeficientes de Fourier en £2 ([—m, 7] ;R) de las funciones f(x) =z y g(z) = |z| .

Solucién:
a) Hay que comprobar que si f, g € {1,cosz,sen z, cos(2z), sen(2z), - - -, cos(nx), sen(nx), - - - }, entonces
(f,9) =0, ¥f#g.
Distinguimos los siguientes casos para m,n € N

f(@) (@)

i)y 1 cosmzr m#0

i) 1 senmx m#0

ili) cosnx cosmx m#n

iv) sennxr senmzr m#n
V)  cosnr senmz

1)

T =T

1
(f; 9) =(1; cosmz) :/ cosmz dx = Esen(mz:)

—T

- % (sen (m7) — sen (—m)) = % 0-0)=0

2)

s T=T

1
(f; gy ={(1; senmz) :/ senmx dr = - cos (mzx)

—T

= % (cos (—mm) — cos (mm)) = % (-1 —(-1)) =(

3)

™ s

1
(f; 90 = (cosnzx; cosmz) = / cos nx cos me dx = 5/ [cos(m + n)x + cos(m — n)z| dzx

- —m
T=m
T=—T
1

ﬁsen(m—i—n)ﬂ—i—ﬁsen(m—n)w - ﬁsen(m—}-n)(—w)—kmisen
(m +n) ( ) (m +n) (

—n)
= §{<<m1+n>°+<m1—n>0>‘<<min>0+<m1—n>0)}

1 1 1
= 2{(m+n)sen(m—i—n)aH—(mn)sen(m—n)x

N =

I
o

10



— — | — | o

sen(2m)xdx

11



Nos queda por comprobar los casos en los que f () = g (z). Si f(z) =g (x) = cosnz

™ s

(f; 9y = (cosnz; cosnz) :/ cosnaccosnxdm:/ cos? (nz) dx
—T —T
=T

1
T+ — sen2nx
2n

= 1/7r (1 + cos (2nzx)) dx =

2/,

T=—T

1
2
= B ™ om Sen Tlﬂ' Sen nm

1
= @0 - (w0} =
Mientras que si f (z) = g () = senma
(f; 90 = (sennz; sennx)= / sennx sen nx de = / sen? (nx) du
1 [ 1 1 =
= [ (1-cos(2 =z~ —sen?
5 /_ﬂ( cos (2nx)) dx 5 7 5 sen2ne o

Finalmente si f (z) =g (z) =1
(i g) 1) = [ 1do= o —2r
b) Usando propiedad de bilinealidad
. p— aO = . p— ao . = . . p— aO p—
(f (x);1) = <2 + ngl (ay, cos(nzx) + b, sen(nx)) ; 1> =3 (1; 1>+Z an, {cos(nx); 1)+b, (sen(nx); 1) = —27 = wag

n=1 2

de donde por los apartados (i) y (ii):

1 1 [
— - 1) = - d
w=r@iv=> [ fe)d
Para calcular los a,,, multiplicamos por cos mx
(f(z);cosmz) = <a20 + Z (an, cos(nzx) + b, sen(nx)) ; cos mx> = a2—0 (1; cosmx) + Z a, (cos(nx); cosmx) + by,
n=1 n=1

= QT

de donde por los apartados (i),

Dy (V)

(f (z);cosmz) = % i f (z) cos (mz) dz

—T

Ay =

(i
1

Para calcular los b,,, multiplicamos por sen mz

(f (2) s senma)

ao -~ . p— ao . - .
<2 + Z (an cos(nz) + by sen(nz)) ; sen mm> =5 (1;senmz) + Z ay, (cos(nx); sen mx) + by,

n=1 n=1

= b’HLTr

12



de donde por los apartados (i), (iv) y (v)
1 1 (7
by = — (f (z);senmaz) = — f (z) sen (mz) dx
™ —Tr
o) Sif(2)=a
1 us 1 2 |T=T
ap = —/ ade == 2 =0
T Jn T 2 r=—1
1 s
Ay = */ X COS (ma:) de =0
™ —T
1 U -1 n+1
by, = f/ wsen(mx)dx=2( )
TJ n
Si f (z) = |z|
1 (7 1 [0 1 [
0w = [ wtde=2 [ oo+t [Teto=n
™ —T ™ —T ™ 0
= L[ pteosona e = 1 [ weosmade s L [Mwcosmayas = 21y )
am = = _ﬂxcos ma) de = — - @ cos (ma) du + — ; @ cos (ma) da = ——
1 [™ 1 9 1 [~
bm = — |z| sen (mz) dr = — —zsen (mzx)dr + = [ zsen(mz)dr =0
iy o T . T o

©Silvestre Paredes Hernéndez®
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