Curso 2020/2021

Grado en Ingenieria Quimica Industrial

Matematicas | - Problemas tema 2 - Soluciones comentadas
Nimeros complejos

industriales
etsii UPCT
1. Dados los ntimeros complejos z; = 1 — iy 2o = 4 + 44/34, realiza las siguientes operaciones:

a) Halla sus médulos y argumentos

b) Calcula
2
() ZT+ 620 (ii) 32173 (iii) 21 |22]i (iv) 23 (V) %
—21
Solucién:
a)
[zl = L—il= (1) + (-1 = VIt T=2,
1
0., = arctan (—1> = arctan —1 = —% = arg (z1) = —% + 2km.
2
20| = ’4+4\/§i’ — (@2 +(4v3) = VI6+48 = VB =8,
4
., = arctan (%g) = arctan v/3 = g = arg (z2) = g + 2km.
b)

() ZL 4+ 622 = (1 — i) + 6 (4 + 4V/3i) = 25+ (1 +24V/3) i.
(i) 3225 = 3(1 = i) (4 + 4V/3i) = 3(1 — 1) (4 — 4v/3i) = 12 (1 —v/3) — 12 (1 +v/3) i,
(iii) 21 |2z2]i = (1 — @) |4 + 4V/3i| i = 8 + 8i.
(iv) 28 = (1 —i)® = =2 — 2i.

220 2(4+4V/30)

= =4 —-1) -4 1) 4.
) 22 = S = (VE- 1) —a (VB )
2. Dados los nimeros complejos 21 = 241y 290 = 3 — 24, calcula:
a) 21 + 29 b) 321 — 229 C) 2129 d) (22)_1 e) ?
2

Solucion:
a)z1+22=(024+19)+83—-2i)=5—4. b)321 —220=3(2+41)—2(3—2i)=Ti.

) . . _ 1 i )

Janzm=Q@+)E-2)=8~i. (=)= =ghy = gham =6t A
AL o4i (403420 4 | 7.
e) o i = G-20@t2) — 13 T 13%



3. Determina los valores de z: e y para que se cumpla la igualdad (1 + ) (z + iy) = 1.

Solucién: Hacemos el producto
(I+d)(z+iy) =(x—y)+i(z+y) =1,

Igualando partes reales e imaginarias se obtiene un sistema lineal

z—y=0

1 S
:>x:y:§=>801u010n: 5—1—52.

z+y=1
4. Calcula el médulo de los niimeros complejos:

a)3+4i b)) i" 440 d) 144442

Solucion:

a) [3+4i] = V32 +42 =+/25 =5.

b)‘1+i_|1+i\_ V12 412 _@_1

Q)iT+i0=i"(1+®) =i"(1—4)=|i" L =0)| =[i"] - |[Q—)| =] |1 —i)| =1- V2= V2.
d)1+i+id=i=|i|=1

5. Expresa en forma polar o exponencial los siguientes niimeros complejos:

a) 2i b) —3i c) —1 d) 3 e) s
fy —3+iV3 g) 1 h) i +410 i) 3+3i j)1-+i+d>
Solucion:
a)
12i] = 1/(0)% + (2)* = 2 .
2 T = 2 =2¢"/2
6 = arctan <> = arctanoo = —
0 2
b)

=34 = \/(0)* + (—3)> =3

_3 o ¢ = —3i=3e""/2
0 = arctan (0> = arctan —oo = —3



=1 = /(-1)*+ (0)* =1
0 =—-l=e¢
6 = arctan <—1) =arctan0 =7

s

= 3 = 3e%".

0
0 = arctan 3 = arctan0 = 27

)
:\/<\2>2+<\}§>2:1 | L+ in/4

1414
V2 = —==c¢
1/v2 77 2
§ = arctan | —= | = arctan1 = —
1/V2 4

—3+iv3] = \/(=3)? + (v3)® = 2v3

V3 1 5r ¢ = —3+iV3 =2v3e"/6,
0 = arctan | — | = arctan (—) =

-3 v3) 6
1414 :|1+i|: W*+@° _ va ,
1—d| |l—d] VO V2 o Lt e
9:6?1—92:au"ctanl—a]rctam(—l):E—(—E>:E 14
4 4 2
[i7 +i0 =<1 —i| = /(-1)* + (-1)* = V2 ,
1 5 =i +il0 = -1 — i =254,
0 = arctan — )= arctan1l = i

34 3i] = /(3)* + (3)* =3v2 ,
3 r ¢ = 3+ 3i =324
0 = arctan <>

=arctanl = —
4

0 = arctan (§) = arctanoco = § = arg(21) =

[1+i+i% = i| = /(0> +(1)* =1 }éiemm

ol 3



6. Expresa los siguientes nimeros complejos en forma bindmica:

. 1
a) (1+14)3 b) 2£31 c) i® 4 i'6 d)1+i+2+3 €)=
(3
. 3 . 1—1 . N2
f) (1 + Z\/g) g) 271'/2 h) 17r/4 I) 1+ .J) (2 + 27’)
k) (2 — 2i)? ) (24 26) (2 —2i) m)e /2 n) 2e”i" 0) 3e~im/2
p) 267i7r/4 CI) i+ 3127 r) 6i7r/4 _ 2671'#/4 S) e_iT/Zl t)\/ieiﬂ'/B
Solucion:
a) En forma binémica
1+ =1343i+32 4+ =14+3i—3—i=—-2+2i
En forma polar
N3 . 3 3 2 2
(1+4)° = <\/§e”r/4> = 22374 = 21/2 (COS ZTF + isin I) =2V2 (—\Qf + Z{) = —24+2¢
b)
2437 (243)(3+4i) 6+8 +9i+122 —6+17i 6+17.
= == = = — —1
3—4i  (3—4i)(3+40) 9+16 25 25 ' 25
¢)
P4t =it (i =it 1
d)
I+i+i?+3=14+i—-1+%i=1+i—1—-i=0
e)
1 ) )
_= =" = — = —1
i 2 =1

f) En forma binémica

<1+i\/§)3 _ 1+3i\/§+3(i\/§)

2

+(i\/§)3:1+3\/§¢—9—3\f3i=—8

En forma polar
3 .3 . .
(1 + Z\/§> = (26”/3) — 236i™ — 8™ — _§

9)
27r/2:26i7r/2:2<Cosz+isinz) :2(0+Z):2Z
2 2
h)
_ im/4 Q0 .. T _\/§ \/5
17.‘./4_6177-/ _<COSZ+1SIHZ)—7+Z7



1—i (1—d)(1—i) 1—i—i+i? 2i 4
—_ == :——:—Z
1+¢ (I4¢)(1—1q) 12411 2

(2422 =22 4+8i+ (20)* =448 —4=28i
(2-20)=(2+2)° = (2+2)? =8 = 8
(242i)(2—2i) =22 — (20)*> =4 — (—4) = 8

e /2 = (cos <—g> + isin (—g)) = cosg — ising =—i

2™ = 2 (cos (—m) +isin(—m)) = 2(cosm —isinm) = —2

3¢ /2 = 3(—i) = —3i

2 o () s () =2 (o () i (5)) =2 (' 47 = (29

i+ 3e?" =i+ 3(cos2m +isin2m) =i+ 3

R O R ) RUICNCAREENEH)
()i () 2 (om () o ()

T .. T
= —cosz—i-z?)sm—

4
2
2 2
1 eiﬂ/‘l — 72 + ’LQ
e—im/4 2 2

in T .. T IRVE] 1 V3
\@e /3:\/§<cos3+zsm3):\/§<+z> :——FZE.



7. Representa graficamente los conjuntos dados por las expresiones siguientes:

a) 2| <1 by z+z> |2 ¢)z+z<1 d)z—z=i
e)Im(z) <0 f)[Re(z)| <1 g)Re(z)+Im(z)=2z h)|z| <1, (2£0)
i) |z — 5| =8 j) Im (22) > 2 k)Re(F):1 ) Re (22— 2) = 0
m)|z—1]=|1-22 n)2<|z|<3 o)‘;i <1 p) Re (1) =1

Solucién: Usaremos el hecho de que

z=x+iy; Z=x—1y; |z|=+v22+y?% Re(z)=z; Im(z)=y

lz] <le Va2+y2<lea?+y? <1
Ecuacién del circulo de centro (0,0) y radio 1.

b)
72> e (@ tiy) + (@ —iy) 22+t e (@ -1 +y? <1

Ecuacién del circulo de centro (1,0) y radio 1.
c)

z+z<le (z+iy)+(z—iy) <lez<

N

1

Semiplano a la izquierda de abcisa 3.

d)
1
z—§:i<:>(x+iy)—(x—iy):i<:>y:5
Recta horizontal (:L‘, %)
€)
Im(2) <0< y<0
Semiplano abierto de ordenadas negativas.

f)

Re(z)|<lezj<le -1<zx<1
Banda vertical simétrica de anchura 2.
9)
2 1% 1
Re(z) +Im(z) =22 c+y=2+1y* < (w—) + <y_ ) I

Ecuacién de la circunferencia de centro (%, %) y radio %



h) Suponiendo z # 0

i)

7)

l)

1
2P <1e =

||

Exterior del circulo de centro (0,0) y radio 1.

z—5i|l=8& o+ (y—5)i=8c1/22+(y—52=8s a2+ (y—5)2 =64

Ecuacién de la circunferencia de centro (0,5) y radio 8.

Im (2%) > 2 < Im ((2* — y°) + i22y) > 2 a2y > 1

T

Ecuacién de la hipérbola centrada en (

Ecuacion de la circunferencia de centro (1

1

29

()) y semiejes % y %

La frontera del conjunto es la hipérbola de ecuacién y = %
1
y>-—
x
y 2t
1__
1 2 3 4 5
X
1\ 2
_ _ .2 2 2
+y2—1<:)x—:r +y <:><;n—2> +y
5,0) y radio %
2
1\? 1 z—1
Re(Z2Z):0<:)>ZL‘2y2:E:O<:><1‘2> y2:4<:>( 1/42)

<lelzl>leVe2+y2>1e?+y2>1



z—1] = [1-2Z| & |(x —1)+y| = [(1 — 2z) + i2y|

o -1y =0 - 207+ (2
& (-1 41" =(1-22)"+ (2)?
o 22—+ 1+y?=1+422 — 4z + 442

& 0=23z%—-2z+3y°
2 1 2
= 0—3<x —23x+y>

1
& 0= <x2—23$+y2>

< nr:—1 2+ 2_ 1
3) 7Y Ty

Circunferencia de centro (%, O) y radio %
n)
2<z|<3e4<a®+42<9
Anillo (o corona circular) de centro (0,0) y radios 2 y 3.
n) Notar que en este caso z # —1
z—1
z+1

‘gu:»yz—ugyz+1y@\z—1\2g\z+1\2<:>(x—1)2+y2§(m+1)2+y2@xzo

Semiplano a la derecha de la abcisa = 0.

0)
1 x 1\2 1
Re[-)=1e " =1 (z-= 2 __
o(3)=romip=te(rg) o=

1

Circunferencia de centro (5, O) y radio %, menos el punto (0,0), ya que no tiene inverso.

8. Calcula las siguientes potencias de nimeros complejos:

a) (144" b) (~1+v3)” o (vIi—i)" d)

(1—1i)°
Solucion:
a)

. 100 100 . .
(1+4)100 = (\@e”/‘*) - (\/i) ei™25 = 9506im — _ 950 — 1195899 906 842 624



)—1+\/§z‘):\/(—1)2+<\/§)2: 1+3=2

x
I

2
0 = arctan \/:f = arctan (—\/§> = g

30 . 30 .
(—1 + \/32) - (26’2“/3> — 2304i20m _ 930 _ 173741824

10 . 5 .
(\/1 - z) = (1) = (1) = (x/ie*”/“) — 95/2¢=i5m/4 _ 95/2 <cos %ﬂ —isin 5;)

1 1
= 252 (— —i—— | = —4+4i
V2 2

. 5 . 5

1 1 \° [1+i\°  [V2ei/4 V2eim/4 1 isnys 1 5t .5
N — | = = = = 5/26 = 052 COS — —+ 781N —
(1—14) 11— 2 2 2 2 2 4 ‘

1 1 1 1 1
= _ _—— = — = 20— — 97—
22\ V2 'V2)T 8 B
9. Deduce una férmula para calcular cualquier potencia de ™ con n € N.

Solucién: Para las 5 primeras potencias tenemos

n | "

0] =1

1|it=4

2| i?=-1

3|3 =d%=—i

4 |it=22=(-1)(-1)=1

y comprobamos que los resultados se repiten cada 4 unidades imaginarias. Por tanto si hacemos
la divisién eculidea de la potencia n entre 4

n=4c+r

donde el r, el resto, es un nimero que estd en {0, 1, 2,3}, luego

. . ANC . . .
"= Z4C+T —_ (24) i = 1% ="

es decir, " tiene el mismo valor que i" con 7 el resto de la divisién por 4 de n. Por ejemplo

TAL o 185wA4l _ 1

) 7

748546 12136x442 _ ;2 _ 4



10. Calcula las siguientes raices:

a)v/1 b) Vi c) V-8  d)v-1 e) V1 f) V=81 g)v1—i

h) V3+3i i) ¥/—2+2i j)v—1+i k) {/-8(1-v3) NVI m V1l n)/-1+V3i

Solucién:
woy = 1 =1
|z =1
a) \?’ﬁ = = wy = ei2m/3 _% + @2
=0
,w2_ez47r/3 __%_gi
wy = e'/6 =§+%i
3 |Z| - .
b) Vi = = wy = eid/0 —%z—@
=7z
2
wo = 6297T/6 —
_ i /6 _ V23 2
wo V2eim/ = VY2 L VL
wy = /22 =/2i
2 = 8 wy = VIS Y2
c) V-8 = =
9:7‘( w3_\/§ei7ﬂ‘/6 — \/52\/5 ?’L
wy = V2eB7/2 = /2
_ i117/6 _ V23 2.
Wy = \/§el 7/ = 5= — 55
wo = e/t =§+§i
o] = wy = = VB
d) v-1 = =
0=m w2_ez57r/4 __?_@i
w3 = elTm/4 g . 722

10



2|
e) V1l =
=0
2] = 81
f) v-81 =
0=m
)
2] =2
g)Vi—-i = 2
0%
\
)
2| = 3v2
h) V3+3i = N
H=T
4
\
2] =22
) vV-2+2 =
g — 3m
4

wy = et =
wy = €72 =
w3 = ei37T/4 —
=
wy = e =
ws = 61571'/4 _
we = 61371'/2
wy = 61771'/4 >
wo = 361'71'/4
w1 = 3€i37r/4
==

ofS)

wy = V278 = 3/§<_\/\/§+2+

2

%2—@)

wo = V3V2eE = \/§<‘/§<\/\/g+2 + V2

wy = V3Y2e97/8 = _\/3¥2 <\/\/§+2 n V2

(

11

woy = \/§ei7r/4

wy = \/2ei117/12

wo = \/§ei197r/12

_\/§z>

2

V2,

=141
V3+1 V3-1,
2 2
_V3-1 V341
SpLmt N LA

2

)



) 1 . 1
wy = v/2et = —\/2e7/4 =5=0+1
- 1 = in L[ VB+1 VB-1.
wy = \Gﬁelll /12 — 37\/5\/56111 /12 — % (_ 3 + 5 Z>
. 1 . 1 (V3—-1 V3+1.
Wy = \6/5611971'/12 — Tﬂﬂellgﬂ/lz — % ( 5 _ 5 Z)
wo = 26 = /34
2| = 16 wy =273 = 1403
=
(9:%” we = 2€T/6 = _\/3
wy =267 =1-i/3

( w()—l =1
2] =1 wy =e"™? =i
=
9:0 ’LU2—€“T =-1
w3_67,37r/2 = —4
wo—l =1
3
wl_emr/3 :7+£i
2
1 3
w2_6127r/3 ——+§l
=
w3 = €' =-1
1 V3
— 4r/3 VY.
wa=e 2 2"
1 3
e ==

12



.
, 3 1
wo = V20 = {75<\2[+2i>
) 1 V3
— Yo 2m/3 _ 4 __ -
‘z’:\/ﬁ w1 \/ie \ﬁ( 2+22>
n V-1++3i = =
6’—21 V3 o1
=3 wo = \4/561'7#/6 — \4/§<_7_§7;>
) 1
w3 = v/2eP7/3 = 42<2—\g§i>
\

Para calcular las razones trigonométricas de g y 75 se utilizan las férmulas del 4ngulo mitad

Q_ 1+ cosf Q_ l—cosﬁ_
C082—1/72 sen2—\/ 5 ;

T 1+ cosm/4 2++2 ™ 1—cosm/4 242
cos — =4/ = sen — =4/ = ;

8 2 2 8 2 2

T 1+ cos7/6 2++3 T 1 —cosm/6 243
cos — =14/ = sen — = 4/ =

12 2 2 12 2 2

11. Resuelve en C las siguientes ecuaciones con coeficientes en R:

luego

a) 2241=0 b)22+2=0 c)2°+64=0 d) (22+4)(z—-1)2=0

Solucién:
21 =1
a) 2+ 1=0=z2=/-1 +—
Zgz—i
wy = /23 = V2 (5 + 3iV3)
b) 3 +2=0<=2=-2 <= w=V2" -2

wy = Y25 = — Y3 (=} + Liv)
[ wy = 2/2e/5

wy = 2/2i37/5
Q)P +64=0<=2=V-64 =< wy=2V2e"

ws = 23/2i77/5

Wy = 2%&9#/5

13



( 21:2i
z=+—4 zg = —21
d) (22+4)(z-1)?=0+= —
z=1 z3 =1
z4 =1

12. Resuelve en C las siguientes ecuaciones con coeficientes en C:

a) 22— (24+0)z+ 949 =0 b)22-22-i)2+3(1-2))=0 ¢)2z*+64=0

Solucién:
wo=1+1i(3—133)
a) 22— (2+i)z+(9+i)=0 =
wy =1+ (3+5v33)
w0—3
b) 22 —2(2—i)2+3(1-2i)=0 <= z=
wy=1—21

wo = 2v/2e™* = 2 4+ 2

wy = 2v/2eB™/4 = —2 + 2
c) 24 +64=0+= 2= /64 =
Wy = 2/257/4 = —9 — 9

wsg = 2v/2e7/4 =2 — 94

\

13. Expresa en forma binémica los siguientes nimeros complejos:

a) (1+0)** b) (1+v3i)**

Solucion:
wo= V26710 93 (1B + 1) = VE (35 + 1)
2) (L2 = (4P = Vai= | wn = V35705 = 3 (Li — 1B)

Wy = \3/§ei3“/2 = —iv2

14



14.

wo = V8™t = /8 (

oS
I

o) (1+v3i)"" = {f (14 v3i)’ = v8 = VRYT =

wy = VRBelTT/A— YR

wy = VReBT/A = ¥ (_g _ \fz>

Utiliza la férmula de Moivre para obtener cos (3x) y sen (3z) en funcién de cos (z) y sen (x) . j Cudl
sera la relacion para cos (4x) y sen (4x)?

Solucion: La férmula de Moivre es

Vz € R = (cosz + isenz)"” = cosnx + isennz

Paran =3
(cosz+isenz)® = cos3z +isen 3z
. . 2 . .
cos® 2+ 3cos? z (isenz) + 3cosa (isenx)? + (isenz)® = cos3z + isen 3z
3 2 - 2 3 _ -
(COS T — 3 coszsen :U) +1 (3COS TsenzT — sen x) = cosJdx + tsen3x
De donde
— 3 2
cos(3z) = cos’x — 3cosxsenx
_ 2 3
sen (3z) = 3cos“xsenx — sen’x
Paran =4
(cosz +isenz)! = cosdz +isends
4 3. (; 2 2 - 3, /s 4 _ ,
cos”x +4cos’x (isenx) 4+ 6cos”z (isenx)” +4cosx (isenz)” + (isenx)” = cosder +isendx
4 2 2 4 : 3 3 _ .
(cos x — 6cos” xsen” x + sen x) +1 (4cos rsenz — 4 coszsen a:) = cosdx +isendx
De donde
cos (4r) = cos*z —6cos? wsen?x +sent x
sen (4r) = 4cos®zsenx — 4cosxsen’ x

15



15. Resuelve: z = 2", siendo n € N— {2}.

Solucién: Si z = 0, entonces se cumple la igualdad para cualquier valor de n > 1, ya que
0=0""1

Buscamos soluciones no nulas, es decir, suponemos z # 0 y por tanto se puede expresar en forma
exponencial como

z=|z| e
con 0 € arg (z). Sabemos que en ese caso
z = |z]e®
Ll ‘Z‘n—l ei(n—l)O

y la ecuacién queda como
|Z| e—i@ _ |Z|n71 e—i(n—l)&

Como es una igualdad de complejos en forma polar, los médulos deben coincidir
|2 = 2|77,

y dividiendo por |z|
1=|2""2.

Como n # 2 = n — 2 # 0, debe ocurrir
|z| = 1.

Para los argumentos debe ocurrir que estén en el mismo conjunto de argumentos, es decir, —0 y
(n — 1) 0 deben diferir en un multiplo entero de 27

(n—1)0=—-0+2kr, keZ

de donde obtenemos

nf = 2kmw
y despejando 6
2k
0=——,
n

y las soluciones para cada n # 2 son las raices n—ésimas de la unidad
wi = 2/ ke 7.

Sélo es necesario considerar n valores consecutivos de k, por ejemplo, k =0,1,...,n—1, ya que,
en este caso para el siguiente valor, que seria n, tenemos

wy, = eanTr/n _ ez27r _ ezO = wy.

Veamos ahora el caso n = 2.

2l z=2a2eR

I
1
N
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