Matemadticas | - Grado en Ingenieria Quimica Industrial
7 de junio de 2018
Examen Parcial Q2 - Soluciones
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1. Sea f: R — R, definida por:

a) (1 punto) Calcula el polinomio de Taylor de grado 2 de f () en el punto 2y = 0.

b) (0.6 puntos) Usando el desarrollo obtenido en el apartado anterior, da una aproximacién
del valor de f (0,1) y obtén una cota superior del error cometido en dicha aproximacion,
usando para ello el resto de Lagrange.

c¢) (0.8 puntos) Calcula el volumen del sélido obtenido al hacer girar alrededor del eje X
la region bajo la curva f(z), de 0 a 7.

Solucién:

a) Recordemos que el polinomio de Taylor de f (z) en z¢ de orden n viene dado por:

(0 ”(0 (0 n
7, (fia0) = £ o) + L3 (0 - + L0 (o gy LD o
Para f(r) = *3* con n = 2 y xy = 0, calculamos las sucesivas derivadas hasta el
orden 2
f(z) = e "senx,
ff(x) = —e"senz+e “cosx=e " (cosx —senx),
f"(x) = —e"(cosz —senx)+e " (—senx — cosx) = —2e " cosz,

y evaluamos en el punto zy = 0

f(o) = efosenO:()7
f'(0) = e%(cos0—sen0) =1(1-0) =1,

f7(0) = —2¢%cos0=-2-1-1=-2.



La siguiente tabla resume todos los célculos

| ) (2) | s (0) | £200
0
1

e Tsenx
e ¥ (cosz —senx)
—2e % cosx -2

o~ oS

que nos permite construir el polinomio de Taylor pedido

/"(0) /" (0)

2
1! o (&=

T (f (z);00) = f(xo)+

(z—l‘o) +

= 0+1(z—0)—1(x—0)?

= .13—1‘2.

b) Usando la expresién del polinomio de Taylor obtenida en el apartado anterior 75 (f (x);0) =
x — 2%, obtendremos el valor aproximado de f (0,1)

Ty (f (x);0,1) = 0,1 — (0,1)> = 0,1 — 0,01 = 0,09.

Vamos a ver la cota de error que se obtiene usando el resto de Lagrange. La férmula
del resto es

f(n+1) (9)
(n+1)!
donde @ es un valor real entre xg y x. Para f(z), n =2y xy = 0, la expresién del

resto de Lagrange serd
f"0) s

R2(f(93)’0):T93 ;

)n+1

By (f () ;0) = ( — g

calculamos la tercera derivada
f" () =2e " cosx +2e "senx = 2e " (cosx + sen ),
y la expresién del resto en este caso es

2¢7% (cos +senf) ,

R2f (.CC,O) = 3' z,

_ _ 1
y tomando x = 0,1 = 55

R2f (0a1> 0) =

2¢7% (cos ) + sen ) 1 5 e ?(cosf + sen0)
3! 10) 3000

Para encontrar una cota superior en el intervalo 6 € [0,0,1]

‘RQf (Ovlv 0)| =

e (cos +senf)| e ?|cosf + send)| < e’ (|cos 0| + |sen 8])
3000 B 3000 - 3000



donde hemos usado que e > 0 y la desigualdad triangular. Como las funciones
sen @ y cos 6 estdan acotadas por 1, podemos poner
e ¥ (|cos O] + [send|)  e7? e ?
< 14+1)=
3000 - 3000< +1)

1500

Finalmente como e~? es decreciente, el maximo se alcanza en el extremo inferior del
intervalo [0, 0,1]
e? 1
< —7
1500 = 1500

y asi obtenemos la cota buscada

1
1 < —_— 1 74'
|Ra2f (0,1,0)] < =og = 6,66 < 10

NOTA: Vamos a comparar esta cota con el error aproximado que estamos cometien-
do. Para ello evaluamos la funcion en el punto x = 0,1

f(0,1) = e % (sen0,1) ~ 0,090333
y el error aproximado seria
|£(0,1) =Ty (f ();0,1)] =~ |0,090333 — 0,09] = 3,33 x 10~*.
Comprobamos efectivamente que
£ (0.1) = T (f (2);0,1)] = |Raf (0,1,0)] < 3,33 x 107,

que es menor que la cota de error mdxima, de hecho es aprorimadamente la mitad
de esa cota.

El volumen del sélido de revolucién se obtiene aplicando la férmula:

b
V:ﬂ'/ f?(x)dx,

y para este caso

V= 7r/ (e7" sen x)Q dx = 7r/ e * sen® (x) dx.
0 0

Para calcular la integral definida haremos uso de la férmula trigonométrica
1 —cos (22
sen’ r = %,

es decir

vV = 7r/ e * sen® (x) dx
0

™ 1 _
= 7T / 6_2$Md[lf
0 2

(/ e2zda:—/ e~ cos (2z) da:)
0 0

= (Il_IQ)a

ol o



y calculamos cada integral por separado. I; que es una integral inmediata:

s 6721
I = 22 Jr — —
1 /0 (& i 9

mientras que para calcular I5 utilizamos integraciéon por partes:

12:/ e~ cos (2z) dw
0

T=T 1

_ = 27
_2(1 € )’

=0

tomando
u = cos(2zr) = du = —2sen (2z)dz
dv = e ¥dx —=v= —6_2:6
hacemos el cambio
I, = /7r e " cos (2z) dr = —622:]0 cos (21) o — /7T e * sen (2) dx
0 =0 Jo

1 6_2”> /’T N
= g — e “*sen (2z) dx
G-5)-/ (20)

y volvemos a utilizar partes en la integral, con el mismo esquema

u = sen(2z) = du = 2cos (2x) dx
—2z
dv = e’Qde:>v:—€2
por tanto
1 —27 —2z T=7 ™
I, = (5 — 62 ) — (—62 sen (2x) . —i—/o e cos (21) da:)

despejando I

por tanto

y el volumen serd



NOTA: También es posible calcular la integral sin el cambio trigonométrico, usando
integracion por partes directamente

V= 7T/ e *sen? (z)dr = 7l
0

tomando
u = sen’ () = du = 2sen (z)cos (v)dx
—2x
dv = e *dx = v = —62

mntegramos en [

I = / e *sen® (z) dx
0

e—Zz

= —— sen? (x)

—I—/ e * sen (z) cos (z) dz
z=0 0

= 0+/ e **sen (z) cos () dx
0

y volviendo usar integracion por partes con

u = sen(z)cos(z) = du = (cos’ (z) — sen’ (z)) du
—2x
dv = e ¥dy=>v=—2
se obtiene
™ 6—2:1: T=7 ™ e—Zz
/ e *sen (z)cos (z)dr = — 5 sen (x) cos (x) +/ 5 (cos? (z) — sen® (z)) du

_ /0 " (cos? (2) — sen? (2)) da

y teniendo en cuenta que

cos’x =1 —sen’z,

podemos poner

[ ot @ st = [T (-2t )




de este modo hemos obtenido la siguiente relacion:

T -2z T ,—2x
1:/ ‘ dx—I:>2I:/ S
0o 2 0o 2
y por tanto

1 [Te 2 1 [ le 2
J == dr = = —2xd _ _ -
2/0 2 4/0 © T

y obtenemos el valor del volumen:

vzﬂ:g(l—e—%).

2. Sea f : R?>— R?, definida por:

xzy
x2 492

si (z,y) #(0,0)
flzy) =
0 si (z,y) = (0,0)

a) (0.2 puntos) Estudia la continuidad de f (z,y) en el origen.
b) (0.4 puntos) Estudia la existencia de las derivadas parciales de f (x,y) en el origen.
c¢) (0.2 puntos) Estudia la diferenciabilidad de f (x,y) en el origen.

Solucion:

a) Usando aproximaciones lineales de la forma y = maz, podemos comprobar que la
funcién NO es continua

Y @ (\z) , 2\ 2\ A A

lim ———— =1im = lim =lim—— = lim =
@00 22+ 3% a=0a2 4 (A)® w022+ N2 w022 (14 X7) 014X 14N
y=Azx

que como depende de A el limite no existird y por tanto la funcién f (z,y) no es
continua en (0,0).

NOTA: También podemos comprobar que no es continua usando el cambio a polares

(rcos@) (rsenf)

lim = lim cos @ sen 6 = cos 6 sen 6
r—0 7“2 r—0

que depende de 6 y por tanto la funcion no serd continua.

b) Usamos la definicién de derivadas parciales

£0
97 (0,0 = 1im LUEO FEL0) = FO0) ) SO 2402 40,000 20,
a,f)j t—0 t t—0 t t—0 t t—0 t t—0
0.t
1 _
9 0.0y = 1 QO £EOD) = 0,00, JOH 02+ 1000 020,
ay t—0 t t—0 t t—0 t t—0 ¢ t—0

luego las derivadas parciales existen y ambas valen 0.



¢) Como la funcién no es continua en (0, 0), entonces NO puede ser diferenciable en ese
punto.
NOTA: Como en el apartado anterior hemos calculado las derivadas parciales, podemos
comprobar la diferenciabilidad usando la definicion

(h,k)—(0.0) VhZ+ k2 (h0)=(0.0) VB2 + K2 (hk)—(0,0) (b2 + k2)%/

y usando polares h = rcosf, k = rsen 6

2
limr cosfsenf — tm cosfsenf 00 £0,

r—0 7’3 r—0 r
luego no es diferenciable.
3. (1.6 puntos) Resuelve el siguiente problema de optimizacién

Optimizar 22 + o2 + 22
—y+x=0
622 +9y>+322—1=0

Solucién: Usamos el teorema de los multiplicadores de Lagrange, un multiplicador para
cada restriccién

L(xvyvsznu):x2+y2+22+>\(_y+x)+M(6l’2+y2+322—].),

y planteamos la ecuacién vectorial

VL =0.

Derivando respecto de cada variable
a—L:0<:>2x—|—>\+12,ux:0 (1)
¥:O<:>2y—)\+2uy:0 (2)
ﬁ20<:>2z+6u220 (3)

=0 —y+2=0 (4)

=0<=622+9y*+322—-1=0 (5

T

De (4) obtenemos

por lo tanto el sistema queda

20+ A+ 12ux =0  (6)
20 — A+ 2pur =0 (7)
224+ 6puz =0 (8)
722 +322-1=0 9)



De la ecuacién (8) o (3) ya que es la misma, podemos sacar factor comun 2z para poner
22 +6puz =0<=2z(1+3u) =0,

de donde tenemos dos opciones

Ho= 3
Para el caso z = 0 usamos la ecuacién (9) para obtener el valor de «

1 1
7x2—1:0<:>:c2:?<:>:c:i =

Sumando (6) y (7) obtenemos una relacién entre p y
dr + 1dpr =0 22 (2+ 7u) =0,

y como x # 0, entonces
2
=7

y sustituyendo en (1) finalmente obtenemos el valor de A, uno para cada valor de x

o= = A= =2 (146 (1) =% (-9 = &
A=—2z(1+46p) =

v === A= 25 (1+0(-D) =% (D) =%

Hemos obtenido dos puntos

1 1 10 2
P = = 0 ) A= = i
1 (ﬁ NG ) Wt
1 1 10 2
P = |(— —,0), A=—x, - _Z
’ < VTV > v FT T
Ahora estudiamos el caso u = —%, en ese caso el sistema queda
—2x+A=0 (10)

3 —A=0 (11)
T2 +322-1=0 (12

El sistema formado por (10) y (11) es lineal y tiene como solucién unica la trivial, luego
r=A=0
y usando este valor en (12)

1 1
322—1:O<:>z2:§<:>z::t 3



y hemos obtenido o tros dos puntos junto con sus multiplicadores

1

1
P == 0,0’— y )\:O7 = ——
’ < Jé) =73

1 1
Po= (0,0,——=), A=0, p=-=
! ( ﬁ) =73

Evaluando la funcién en estos puntos obtendremos el méximo y el minimo del problema

- 1)) -
) ()
0y = (o0 gg) =0 (F5) =5

F(P) = f<0,0,—%) 0 4+ 02 + _%)2:%

Luego P, y P, serdn minimos, mientras que P; y P, serdn méximos globales.

4. Sea la ecuacion
P Arr+y=0

a) (0.4 puntos) Demuestra que esta ecuacion define a la variable z como funcién implicita
de (z,y) en un entorno del punto a = (1,-2,1).

b) (0.4 puntos) Calcula el gradiente de z (x,y) en el punto P = (1, —2).

¢) (0.6 puntos) Calcula el hessiano de z (x,y) en el punto P = (1, —2).

d) (0.4 puntos) Calcula el polinomio de Taylor de orden 2 de z(z,y) en el punto P =
(1,-2)

Solucién:

a) Tomando
F(x,y,2)=2"+2z+y,
la ecuacion se puede poner como

F(xz,y,z) =0.

Para que la ecuacién dad defina a z como funcién implicita de (z,y) en un entorno
del punto a = (1, —2,1) tenemos que comprobar que F'(a) =0y que ( )#£0

F(1,-2,1) = P4+1-14+(-2)=14+1-2=0

oF a2 oF . 5 .
a(x,y,z) = 3*+r= P (a)=3-1"+1=4#0

Luego la tesis es cierta y z es funcién implicita de = e y, con z (1, —2) = 1.



b) Para calcular el gradiente de z tenemos que obtener las derivadas parciales de z
respecto de = e y, para ello derivamos la ecuacién parcialmente respecto de z e v,
teniendo en cuenta que z = z (x,y):

g(z3+xz+y) :3(0)@322%+ <z+x%> =0 (1)

Ox ox ox Ox
0 (5 _9 202 0z | _
9 (2 +xz+y)—ay(0)<:>3z ay+93ay+1—0 (2)
y puesto que z (1, —2) =1
282 0z .
32(1,-2)° 5~ (1, 2)+(z(1, 2) +15- (1. 2)) =0
0z 0z
. 2— — _— —_ =
31722 (1, 2)+<1+5’x(1’ 2)) 0
0z
4z (1-2) = -1
0z 1
o b7 = 7
9 0% 0z B
3z (1,-2) ay(l, 2)+1 ay(l, 2)+1 =0
0z 0z
27~ _ - — =
3 1ay(1, 2>+0y<1’ 2)+1 0
0z
4—(1,-2) = -1
ay( Y )
0z 1
8_y(1’_2) = -,

luego

vetn - (L),

c¢) Para calcular el hessiano de z tenemos que obtener las derivadas parciales segundas
de z respecto de x e y, para ello derivaremos parcialmente respecto de = e y las
ecuaciones (1) y (2). Mientras que para la ecuacién (1)

0 50z 0z 0
0z 0z , 022 0z (8z 822)

92\ 2 5022 0z 0%z
62(—) +3Z @4’2%4—%@ =0 (A)



0 2(92 0z 0
a—y(Sz %+<z+x%>> = 8_y(0)
0z 0z , 0%z 0z 922

628_y% + 3z g0z + 8_y +x8y8x

Mientras que si tomamos (2) y derivamos parcialmente respecto de = y respecto de
1y, primero respecto de x

0 207 0z 0
— —_ - 1 —
o7 <3z 2y + x@y + ) P (0)
2 2
62—02 _8z + 322 e + _8,2 0’z = 0 (C)

dx y Oxdy Oy * xaxay

Y ahora respecto de y

0 207 0z 0
a—y<3 a—y”a—y“) = 7,
8282 82,2 822

az 2 82,2 822
6z (—) +3z28—y2+xa—y2 = 0 (D)

y finalmente el hessiano de z en (1,—2) se obtiene evaluando las ecuaciones (A),
(B), (C) y (D) en (1,—2), teniendo en cuenta que z (1, —2) = 1, y por el apartado



anterlor =(1,-2) = _Z’a_y(l —2) =1
(A) 6z (8—;)2+3z2§§+2az+x322 —0=
6-1-(=1)"+3- (1)’ 25 (1,-2)+2(-1) +1- 55 =0=
22: 2
R T T TN
475(1,—2)25—1—6:1—6: =22(1,-2) =%

2
6;1(—%{3)2(—i)+3-12668x (1,-2)+ (-1)+1- 2 ayaz (1,-2)=0=
655 + 35,55 (1, —2) 11 350 (1,—2) = 0 =

9%z _ =2 _ _
48y8:}c (1 _2) 1 IQG 1(? - 73 :> (17 _2) - T 32

Byax

0z 0z 8%z 0z
(C) 6Z8x oy + 32 28z8y + 8y _; 8x6y =0=
2 Z _
6 - 1(_5_2) (—3)+3- 1 M%u —2)—14+1. 8wy(1,—2) =0=
1—6 + 3Bzay (1,-2) — = + ey (1, —2) = 0 :>
6 2

922 1 _ _
dga(l,-2) =1 —F=—1=—5=

Bzay (1’ _2) = T3
(D) 62( y) +3z2gy§+xay 0=
(—i) +3-1252(1,-2)+1- 25 (1,-2) =0 =
E"i_?’ay (1, _2)+32(1 _2)_0:>
2
455 (1,-2) = —5 = —3 g—(l —2) =

Y el hessiano buscado serd

11 1/ 1 -1
Hz(a:,w:( & 32)=—( )
—= —5 32\ -1 -3

que como podemos comprobar es simétrico.
d) Con los datos de los apartados anteriores el poliniomio de Taylor de 2° orden es
r—x 1 T—x
P (o) = £ o495 (o) (5750 )4 (o = any = o) 1S o) (520 )
Y=Y 2 Y — Yo

cuando evaluamos en el punto (xg,y9) = (1, —2)

1 1 x—1 1 B x—1
P =1 R — —(r—1 2 32 32
(=:9) '+(4’4>(y+2>+2@ ’y+><—$ ﬁ%>(y+2>
1 1 1
= 1—-=(x—1)—= N+ —(z—1
1@ =) =T+ (-1 -

5. Resuelve el siguiente problema de valor inicial

22y (x) +x(x+2)y(z) =€”

5= +2) - =+ 2P

(1.6 puntos)
y(1)=e



a) iPorqué no es posible encontrar una solucién al problema si tomaramos como condicién
inicial y (0) = A7, siendo A € R. (0.4 puntos)

Solucién: Es una ecuacién lineal de primer orden no homogénea de coeficientes variables
que resolvemos mediante el método de variacion de las constantes. Para ello resolvemos
en primer lugar la ecuacién homogénea (cambiamos y (x) por y, por comodidad)

22 +x(x+2)y=0
que es una ecuacién en variables separables

! 2 2 2
x2y':—:c(x+2)y(:>2:——x(x+ ) T
Yy

Integrando en ambos lados de la ecuacion

= (-3

n(y) = —z—2In(z)+C

1
In(y) = —z+In (ﬁ) +C

y aplicando la funcién exponencial en ambos lados
1 1
eln(y) = ef:p+ln(z—2)+0 = ef‘reln(z_?)ec

que nos da como solucién de la homogénea

B

yn () = Ee‘

T

Para encontrar la solucién de la EDO no homogénea, supondremos que B = B (x) y que

la solucién es de la forma
B(z)e™®

yle)=—23

derivando para obtener ¥ ()

y simplificando un factor x

(B'(r)e ™ —B(r)e*)x —2B(r)e ™ _ B'(r)e® B(x)e ™ 2B(x)e ™

Yy (v) =



Sustituimos la expresién de y (z) e ¢’ (x) en la edo no homogénea para obtener B (x)

Y +r(z+2)y = €

2 (B’ (x)e Bz)e® 2B(x) e—x> rro4 (M) o

2 2 3 2

2B (z)e™"

B'(x)e™ —B(x)e ™ — +(x+2)B

e integrando
1
B(z) = §e2m + K

y la solucién de la ecuacién no homogénea es

y(o)= 2@ (%ezx+K> e

2 2

Aplicamos la condicién inicial y (1) = e, para obtener el valor adecuado para la K

1
y(1) = <§e2+K>elze
1
§e2+K = ¢
1
K = 562

a) No es posible encontrar la solucién si planteamos el problema con la condicién inicial
y (0) = A, puesto que si despejamos ¥y’ en términos de x e y

x(r+2)y x4+ 2
y=——7F"—=——y=f(2,9)
x x
vemos que la funcién f (z,y) no es continua en x = 0.
NOTA: También podemos comprobarlo sustituyendo directamente en la EDO, ya que
para x = 0

2y +r(r+2)y = e“’}z:O

0%/ (0) +0(0+2)y(0) = ¢°
0 = 1f

lo que es absurdo.



6. (1.4 puntos) Encuentra la solucién general de la siguiente ecuacién diferencial
Y () = 29" () +2¢" (2) = 2y (@) +y (2) = 2+ *

Solucion: Ecuacién diferencial ordinaria de orden 4, lineal, no homogénea y con coefi-
cientes constantes, asf que la resolveremos utilizando las raices del polinomio caracteristico

pA) = A =207 £ 2)0% — 2\ 4+ A
La ecuacién
p(A) =0
se resuelve muy facilmente con la regla de Ruffini, para encontrar las 4 raices
A1 = Ay =1 (raiz real doble)

A3 =1

Ny i } (raiz compleja simple)
L= —

Las raices de la edo homogénea serdn de la format
yn (z) = Ae” + Bte® + C'cosx + Dsenx

Para encontar la solucién particular usamos la expresién del término independiente x+€%*,
que es un polinomio de grado 1 y una funcién exponencial, por tanto probamos con
funciones de la forma

Yy (7) = o+ Bx + ye**

Derivando hasta el orden 4

Yy (x) = [+ 27e*
Yp(z) = dye?”
yp(r) = 8vye**
yp (w) = 167e*

y sustituyendo en la EDO no homogénea

" (x) = 20" (1) + 29" (2) =2/ (1) +y (z) = w+e*

(16’762z> —2(87€2I) +2(4’7€2I) _2(6+2762I> + (a_l_ﬁl,_l_,yelr) _ I+62x
2z

(a—28)+ Bx+5ve* = z+e

de donde se deduce



que tiene por solucién

« 2
6] 1
1
1= g

siendo la solucién particular

1
yp (1) =2+ w+ €™

y la solucién general de la EDO

1
y () =yn(z) +yp (x) :Ae“’+Bte“’+Ccos:c—|—Dsen:c+2+x+gezx

(©Silvestre Paredes Hernandez®



1. Sea f : R3 — R?, definida por f (z,y,2) = (2? — y?, x +y + 2?), y sea g : R? — R? definida
por g (u,v) = (u+v,u® — uv), se pide

a) (0.25 puntos) Calcula la matriz Jacobiana de f en el punto (1,1,1)
b) (0.25 puntos) Calcula la matriz Jacobiana de g en el punto (0, 3)
c¢) (0.25 puntos) Calcula la matriz Jacobiana de h = g o f en el punto (1,1,1)

2. (1.5 puntos) Resuelve el siguiente problema de valor inicial

r T4y
1l—z—y

3. (1.5 puntos) Resuelve la siguiente ecuacién diferencial
vy —xy=(x—1)€"
4. Resuelve la siguiente ecuacién diferencial
v —y=ay’

5. Encuentra los extremos absolutos de la funcién f (z,y) = x? + 2y, en el recinto R limitado
por la recta y = —z + 3 y la pardbola y = —2? + 9.

L

6. Resuelve el siguiente problema

Optimizar =
r+y+z=1
Ay 422 =9



