Capitulo 16

Integrales multiples de Riemann

16.1. Integracién sobre rectangulos

El objetivo de este tema es extender a varias variables el concepto de integral de Riemann, intro-
ducido en una variable. Para ello necesitamos definir el equivalente al caso de n variables el concepto
de particién de un intervalo visto en el caso de una variable. Para simplificar los cédlculos usaremos
n = 2.

Definicién 16.1 Se llama rectangulo de R? al conjunto definido como
R =a,b] x [e,d] ={(z,y) e R" |a <z <bjc<z<d}
Definicién 16.2 Se llama drea o medida del rectdngulo R, al nidmero
1(R) = (b—a)(c—d)

Definicién 16.3 Se llama particion del rectdngulo R a un conjunto P = P1 x Pa, donde P1 es una
particion del intervalo [a,b] y donde Py es una particion del intervalo [c,d].
Por tanto si la particion Py tiene m subintervalos y estd definida como

Pr={a=xzy<z1 <...<zp =b}
y P tiene n subintervalos definida como
Po={c=yo<wnn<...<yp=d}
la particion P estard formada por m - n subrectdngulos de la forma
Rjk = [wj—1, 5] X [yr—1,Yx]

Definicién 16.4 Dado un rectdngulo R y una particion del mismo P, definimos su norma, que rep-
resentamos como ||P|| al valor mdzimo de las medidas de cada uno de los subrectdngulos en los que P
dividie al rectdngulo R.

|P|| = méx {p (Rij) | Rij subrectangulo de la particion P}

Definicién 16.5 Una particion P = P1 X Po del rectingulo R se dice mds fina que otra particion
Q = Q1 X Qade ese mismo rectingulo, si cada Py es mas fina que la correspondiente Q. (es decir,
si todo subrectdngulo de Q) es unién de subrectingulos de P) y si |P|| < ||Q]|. Para indicar que una
particion es mds fina que otra se utilizard la notacion

P/Q



2 Capitulo 16. Integrales miiltiples de Riemann

Definicién 16.6 Sea R un rectdngulo de R?, f : R — R una funcion acotada con f (z,y) >0 y P
una particion de R. Llamaremos suma inferior de f (x,y) respecto a la particion P a

P-3

7=1 k=1

n

mjk (Tk — Tk—1) (Yk — Yr-1) = Z ijkﬂ (Rjk)

=1 k=

<
—_

siendo
myp = mf {f (z,y) | (z,y) € Rji}
y llamaremos suma superior de f (z,y) respecto a la particion P a

n n

S(P) =D M (g — 2p—1) Uk — e—1) = > > M (Rjr)

Jj=1k=1 Jj=1k=1

Como en el caso de una variable, las sumas inferiores y superiores dan una aproximacién por
defecto y por exceso, respectivamente, del valor real del volumen bajo la gréfica.

Proposicién 16.1 Sea f : R — R, con f (x,y) > 0, acotada en el rectingulo R C R?, si V es el
volumen bajo la grifica z = f (x,y), y si P es una particion del rectdngulo R, entonces, se cumple:

1.
s(f,P) <V <S(f,P)

2. Sim=inf{f (z,y) | (z,y) € [a,b] x [cd]}
mp(R) < s(f,P)
3. 8i M =sup{f (2,y) | (z,y) € [a,b] x [cd]}
S(f,P) < Mu(R)
De la proposicién se deduce que
mp(R) < s(f,P) <V <S(f,P) < Mp(R)

es decir cualquier suma inferior estd acotada superiormente por My (R) y cualquier suma superior
estd acotada inferiormente por mpu (R).

Proposicién 16.2 Sea f : R — R, con f (z,y) > 0 y acotada en el rectangulo R. Sean P y Q dos
particiones del rectingulo, siendo Sea P £ Q, entonces, se cumple:

1.
s(f,P)=s(f, Q)

S(f,P)<S(f, Q)

Proposicién 16.3 Sea f : R — R, con f (z,y) > 0 y acotada en el rectangulo R. Sean P y Q dos
particiones del rectdngulo, entonces se cumple:

s(f,P) <5(f,Q)
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16.1. Integracion sobre rectangulos 3

De esta forma si tomamos particiones cada vez mds finas de R y con norma tendiendo a 0, se
obtiene una sucesién mondtona creciente de sumas inferiores y una sucesién mondétona decreciente de
sumas superiores. Como ambas sucesiones estédn acotadas superioremente e inferiormente por my (R)
y M (R) respectivamente, ambas sucesiones serdan convergentes y tiene sentido la siguiente definicién:

Definicién 16.7 Sea f : R — R, con f(z,y) > 0 y acotada en R rectdngulo. Si consideramos una

sucesion de particiones Py cada vez mdas finas del rectangulo, con su norma ||Pg|| — 0, definimos la
integral inferior de Riemann de f en R como

y se define la integral superior de Riemann de f en R como

wsiz-

Definicién 16.8 Se dice que f : R — R, con f(x) >0 y acotada en R es integrable Riemann, s7 y

sdlo si, o
J[ o=

A este valor comin se le denomina integral doble de Riemann de f en R y se representa por

/ [ (z,y) dzdy
R

También se le denomina integral de drea y se representa como

/Rf@,y)dA

Proposicién 16.4 (Criterio de integrabilidad de Riemann) Sea f : R — R, con f(x) > 0 y
acotada en R, entonces

16.1.1. Sumas de Riemann

f es integrable Riemann en R <= Ve > 0= 3P particion de R : S (f,P) —s(f,P)<e

Definicién 16.9 Sea f : R — R, una funcidn acotada e integrable en sentido Riemann en R y sea
P = P1xPy una particion del intervalo con

P = {a==mp,z1,...,2m =b},

P? - {C:y07y15"'7yn:d}

Si tomamos (§j,77k) € [@j—1, %] X [Yk—1,Yr] = Rjk, se define la suma de Riemann de f en R asociada
aP a

n m n

Z F (&) 1 Z F(&mk) (25— z5-1) (Y — Y1)

©SPH



Capitulo 16. Integrales miiltiples de Riemann

De la definicién ocurre claramente que

y por tanto

mie < f (&) < My

Estd claro que si la funcién es integrable entonces el limite de s(f,P) y de S(f,P) coinciden
cuando se hacen particiones cada vez mds finas, por tanto, si f es integrable el limite de Sy (f,P)
también serd el mismo (regla del Sandwich) y podemos poner

lim Sp (f, P) = / /R £ (z) dady.

La ventaja que da el uso de las series de Riemann es que, si la funcién es integrable, entonces la particién
que tomemos no importa y tampoco importard el punto que tomemos dentro de cada subintervalo en
la particién, por tanto, se eligen particiones y puntos intermedios faciles de manejar. La particién del
intervalo, se hard dividiendo cada subintervalos en m y n partes iguales respectivamente

P

Q

es decir

lo que hace que su norma sea

{az:no,:r1:a+

b—a b—a b—a
,To = a + 2 yee s T =a+Mm =b
m

d—c d—rc d—c
c=1Yo,yr=¢c+——,y2 =c+2 s Yn=cCc+mn =d
n n n

To=ayxrj==2j 1+

Yo=CY Y = Tp—1 +

= (50) (%)

puesto que todos los subintervalos tienen la misma longitud. Notar que lim, _, ||Py|| = 0. Se toma
como punto intermedio en cada subrectdngulo R, alguno de los siguientes puntos

Esquina inferior izquierda

Esquina inferior derecha

Esquina superior izquierda

Esquina superior derecha

§=zj1=a+(—-1)%
M =yk1=c+(k—1) %<
§=aj=a+j%8
nk:ykflzc"f'(k_l)%

fi=aj=a+ (-1

{ N = yr = c+ k<

n

—— ——
I I
—_ —
5 5
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16.1. Integracion sobre rectangulos 5

y finalmente el centro del rectdngulo

§ =t ma+ (- 3) j=Lm
— e
Punto medio del intervalo

N a L W S N

y siempre que f sea integrable en R podemos poner
[ f@dedy =t S (6 o~ i) (- i)

Ejemplo 16.1 Probar que f(x,y) = €*™Y es integrable en [0,1] x [0,1] y calcular el valor de su
integral mediante sumas de Riemann. Para ello dividiremos el rectangulo en m y n partes iguales,
respectivamente

b—a 1
m  om
d—ec 1
n on
la particion seria

1 1 1

P = {a—O,xl—,x2—2,...,xm—m—1}
m m m
1 1 1

Q = {0207y1:7y2:27~-,?/n:n: }
n n n

de forma que

y la suma de Riemann seria
AL =  x11 11 : K

J kE 2 L

SR(f77D):Z f(§j7nk) (‘,'Uj—xj—l) (yk_yk‘fl)zz emenangf em Z@n

j=1k=1 j=1 k=1 j=1 k=1

. . 1 . g oL
La suma interior % 1 (en> , es la suma de una progresion geométrica de razén en,

Por tanto
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Capitulo 16. Integrales miiltiples de Riemann

6
iy L p 1 .
y la suma restante es de nuevo la suma de una progresion geométrica de razon en , es decir

y por tanto
1 m 1
l1len(e—1 i 11len
SR(f’P):—— i )Zem: — T L(
nm €n—1 jil nm en—l €m—1
Si ahora hacemos (n,m) — oo obtenemos
lim Sk (f,P) =
I
luego como
11 .
—— —=0stn,m— o0
n’'m
sucede
1/n L.
e/ ~1+ = sin— o0
n
y por tanto
1
e/ — 1~ =
n
sustituyendo en el limite
Ller(e—Den(e—1) L1ci(e—Den(e—1)
Rl ¢ 16 = lim - ¢ el ¢ 61 lim e%(e—l)e%(e—l):(e—l)2
m =1 n—oo N Mm - - n—oo

lim :
n—ooNM en — 1 e
Propiedades de las funciones integrables

16.1.2.
Proposiciéon 16.5 Sea f: R — R, acotada en R, entonces se cumple:

1. Si f € C(R) = f es integrable en R.
2. Si f es mondtona (creciente o decreciente) = f es integrable en R.

3. Si f es continua en R salvo una cantidad finita de discontinuidades = f es integrable en R.

Proposiciéon 16.6 Sea f: R — R, integrable Riemann en el rectdngulo R, entonces se cumple:

1. Sia € R= af es integrable en R y
// af (z,y) dxdy:a// f(z,y) dzdy.
R R

2. Sig: R — R, es otra funcion integrable Riemann en R = f + g es integrable en R y ademds

J[ ¢ xa@dsdy= [[ 1 @pdsay+ [[ oG.p)day

3. Sif(z,y) >0en R =
// [z, y)dedy >0
R
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16.1. Integracion sobre rectangulos 7

4. Sig: R — R, es otra funcidon integrable Riemann en R con f (x,y) < g(z,y) en R =

//Rf(tc,y)dxdyﬁ//Rg(g;,y)dxdy
’//Rf(a:,y)dxdy‘S//R|f(g;7y)|d$dy

6. Sig: R — R, es otra funcion integrable Riemann en R, entonces el producto (f - g) (z,y)
también es integrable en R, pero en general

J[ ¢ @ dady (//Rf(fc,y)dwdy)<//Rg(ﬂf7y)dﬂ:dy>

7. 8i g: R — R, es otra funcion integrable Riemann en R, con g (x,y) # OV (z,y) € R, entonces

el producto (5) (z,y) también es integrable en R.

5. |f (z)] es integrable en R y

8. Si P es una particion del recténgulo R en m rectdngulos Ri, ..., Rm, entonces f es integrable
en R <= f integrable en cada Ry y se cumple

//Rf(fc,y)dmdyzé//mf(w,y)dmdy

Teorema 16.7 (Teorema de la Media Integral) Si f : R — R, es continua y acotada en el
rectangulo R = 3(&§,n) € R tal que

//73f($7y)d$dy:f(§an)ﬂ(72).

16.1.3. Integrales iteradas: Teorema de Fubini

Teorema 16.8 (Teorema de Fubini en un rectdngulo) Sea f: R — R, acotada e integrable en
R =la,b] x[c,d]. Supongamos que para cada x € [a,b] fijo, la integral fcd f(x,y)dy existe y vale A (z).

Entonces la integral ffA (z) dx también existe y su valor coincide con ffRf (z,y) dxdy, es decir

//Rf(:B,y)d$dy=/abA(m)d:n:/ab </Cdf(l’,y)dy>dm

Andlogamente, si suponemos para y € [c,d] fijo, la integral f; f (z,y)dz existe y vale B (y), entonces

también existird deB (y) dy y su valor coincide con [[4 f (x,y) dzdy, es decir

/Af(w)dxdy—/ch(y)dy—/cd (/abf(x,y)dx> dy

A las integrales fab (fcdf (z,y) dy) dz y fcd (f:f (x,y) dx) dy, si existen, se les llaman integrales
iteradas de f en R. Si f es continua, entonces ambas integrales existen y son iguales y en este caso
es indiferente el orden de integracién que se realice, es decir, podemos integrar primero respecto de ,
considerando a y constante, y el resultado respecto de y, o viceversa, primero respecto de y y después
respecto de .
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8 Capitulo 16. Integrales miiltiples de Riemann

Ejemplo 16.2 Vamos a calcular la siguiente integral

//R (16 —z? - 2y2) dxdy

en R =[0,2] x [0,1]. Vamos a calcular las dos integrales iteradas y comprobaremos que ambas dan el
mismo resultado. St integramos primero respecto de x, considerando al y como constante

3 =2

2 €T
/ (16 — 2% — 2°) dz = [16x -3 — 4y
0

8
— 22 = (32— - —4y?| - [0] = —
S SR

y el resultado, que es una funcion de y, la integramos respecto de esa variable :

/88 88 421V 88 4
f (5 -w)an=[5v-5] =[5 5] ==

Si ahora integramos primero respecto de y

1 37y=1
2 2 46
/ (16—m2—2y2)d1‘:[16y—m2y—y] :[16—m2—}—[0]:—m2
o 3 ], 3 3

y el resultado, que es funcion de x, lo integramos respecto de esa variable

2 /4 4 31772 4
/ —6—m2 de = —6$—$— = —62—§ —[0] =28
o \3 37 3., |37 3

Ejemplo 16.3 Vamos a calcular la siguiente integral

//R (x +y) dzdy

en R =[0,1] x [0,2]. Integramos primero respecto de x, dejando y fija
1 2 =1
1 1
/ (x+y)dx—[m+a:y] —[—i—y}—[O]—%—y
0 2 o |2 2

y después respecto de y

/2 L d_1+y2y:2_ L, 2] _,
o \2 )Y TR Ty T e T

Se deja al lector que compruebe que la otra integral iterada proporciona el mismo resultado.

16.2. Integrales maultiples

Todo el desarrollo tedrico que se ha realizado en funciones de dos variables se puede extender al
caso de tres o més variables de forma completamente equivalente, definiendo tantos los rectangulos R
de R™

R = [a1,b1] X [ag,b2] X -+ X [an,by] = {(z1,...,2,) ER" | ap < zp < by}

como su medida

1 (R) = (b1 —a1) (b2 — az) - (by — ayn)
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16.2. Integrales multiples 9

y la particién P de un rectdngulo que serfa P = P; X Py X -+ X Py, donde Pj es una particién del
intervalo [ag, by]. Por tanto si la particion Py, estd definida como

_ _ ..k k k
Pr = {ak—:no <z <. < Ty, —bk}
con my, subintervalos, la particién P estard formada por mi - mg - - - m,, subrectdngulos de la forma

o = |l 1 2 2 n n
R74112~~~’Ln - |:xi1717$i11| X |::L‘7;27171“i2:| X X [xin—l’xi7z:|

No es necesario repetir todos los resultados y procedimientos vistos en el caso n = 2, el mds importante
de los cuales es el Teorema de Fubini que permite intercambia el orden de integracién

b; b,
//"'/f($17-~-,$n)df€1"'d$n=/ 1( f(9317-~-,$n)d$in>"'dfﬂi1
R a. a.
i1

n

Veamos el resultado con un ejemplo para una integral triple.

Ejemplo 16.4 Vamos a calcular la siguiente integral

///R (xy + 2) dedydz

en R =[0,1] x [1,2] x [2,3]. Podemos integrar respecto x, dejando fijasy y z

1 2
/ (xy+ 2)de = [xy—i-zx]
0 2

=1

:[%—i-z}—[()]:%—i-z

=0
después respecto de y
2 2 y=2 2 2
Q)d:lL S P I ] I VI BV S
/1 <2+z Y {4+zy]y:1 [4—!—2 4+z z+ z 1 2—1—4
y finalmente respecto de z

/3 T A WP SN ) R S PN I S N (O
9 4)77 2 4T, |2 4 2 47 4-

z

El lector puede comprobar que cualquier secuencia de integracion daria el mismo resultado

/12 (/23 (/Ol(my+z)da:>dz>dy:-~:/l2 (/01 (/23(my+z)dz>dx>dy

Obviamente es aconsejable elegir las iteraciones de forma que el cdlculo de cada una de las integrales
iteradas sea el mas sencillo posible. Esta recomendacién cobra més importancia cuando el recinto de
integracién no es un rectdngulo si no una regién mds complicada.

Se suele emplear la notacién

//~--/Rf(a:1,...,a:n)dxy--da:n:/;1 dz;, < (/abin_l dz;, | ( aéinf(w1,---,$n)dxi7l>>>

tn—1

que indica claramente el intervalo de integracién de cada variable. En el caso de la integral del ejemplo,

se expresarfa como
3 2 1
/// (a:y—l—z)da:dydz:/ dz/ dy/ (xy + 2) dx.
R 2 1 0
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10 Capitulo 16. Integrales miiltiples de Riemann

16.3. Integracion sobre regiones mas generales

Si la regién de integracién en R? no fuera un rectangulo, sino un conjunto D cualquiera y la funcién
f D — R fuera continua, podriamos extender sin dificultad el teorema de Fubini si este conjunto
cumpliera ciertas condiciones de regularidad".

Supongamos que queremos calcular la integral doble de una funcién f (z,y) sobre una regién planta
D como la de la figura

——

El procedimiento es construir un rectdngulo R que contenga al conjunto D y definir una funcién
f* (z,y) definida como
f(-T,y) si (Uv,y) €D
f* ($7 y) =
0 si (z,y) € D

y se definird la integral de f sobre D como la integral de f* sobre el rectdngulo R:

/ /D f (o) dody = | /R 1 (@,y) dady

¥
> ~N
f D )
o u,/'
e
R

Teorema 16.9 (Teorema de Fubini en dominios regulares) Sea h,g : [a,b] — R dos fun-
ciones continuas con h(z) < g(z) Va € [a,b], sea D = {(z,y) e R? |a <a <bh(z) <y <g(zx)}. S
f: D — R, es una funcion acotada y continua en D, entonces f es integrable en D y se cumple

//Df«c,y)d:cdy:/abdx (/hj:)f(w,y)dy>
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16.3. Integracion sobre regiones mds generales 11

La afirmacién de este teorema es vilida para regiones de las formas indicadas en las siguientes
gréaficas

Para hallar los limites de integracién primero observamos la variacién de la variable z (a < x <b) y
para cada valor de x, la ordenada y variard entre h (z) y g ().

Ejemplo 16.5 Vamos a calcular [ [, zydzdy, siendo D la region del cuadrado [0,1] x [0,1] compren-
dida entre la recta y = x y la curva y = x%. La region D estd definida como

D:{(x,y€R|0§:p§1;az2§y§az)}

estd representada en la siguiente figura

=== ==== — — =
y I
I

I

05T I

: I

I

D I

I

I

0.0 : : ; |
0.0 0.5 1.0

X

Esta claro que la variable x varia entre 0 y 1, mientras que para cada valor de x fijo, la coordenada y
varia entre h (x) = 2% y g (z) = =, luego pondremos, usando la notacién correspondiente

1 g(z) 1 x 1 ny y=x
// zydedy = / dx/ (zy)dy = da:/ (zy) dy:/ dx [] dy =
D 0 h(z) 0 @2 0 2 ]y
3 4 =1

/1 [a: xT |::L' 3:6} “ 1 1 1
= _——_—— d:L‘ fry —_—— — = - - — = —
o L2 2 8 12, 8 12 24
Del mismo modo, podemos considerar dominios de la forma

D={(x,y) eR*|h(y) <z <g(y),c<y<d},
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12 Capitulo 16. Integrales miiltiples de Riemann

de forma que si f : D — R, es una funcién acotada y continua en D, entonces f es integrable en D

y se cumple
d 9(y)
//Df(ﬂﬁ,y)dwdy =/c dy </h(y) f(:v,y)div>

Como antes, esta afirmacién es vdlida para regiones de las formas indicadas en las siguientes graficas

J I

g(y)

X

v

D

a(y)

X

v

a(y)

X

En este caso, para hallar los limites de integracién primero observamos la variacién de la variable y
(c <z <d)y para cada valor de y, la coordenada x variara entre h (y) y g (y).

En la préactica se fija una variable y se hace variar la otra segin convenga. Podemos comprobar,
como en el ejemplo anterior, es indiferente la variable elegida.

Ejemplo 16.6 Vamos a calcular [ [, zydzdy, siendo D la region del cuadrado [0,1] x [0,1] compren-
dida entre la recta y = x y la curva y = x2. Utilizando las relaciones entre x e y,podemos definir D
en este caso como

D={(z,yeR|y<z< y;0<y<1)}

La region D estd representada en la siguiente figura

W= ———=—=-=-=-— - =
y I
I
I
05T l
: I
I
D I
I
I
0.0 : : : |
0.0 0.5 1.0
X

y la integral doble seria, como antes
1 VY 1 g2y T=\/y Lry2 4B g3yt v=1 1 3 1
dy/ mydm—/ [] dy—/ [—}dy—[—] =—-——-=—.
/0 y 0 2 .0y o |2 2 6 8l,00 6 8 24
Ejemplo 16.7 Vamos a calcular ffD zydxdy, siendo D la region definida por la interseccion de los

dos circulos 22 +y?> <1y (z — 1)2 +y? < 1. En la grifica siguiente estd representada la region D
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16.3. Integracion sobre regiones mds generales 13

y
// /—\\
Ve \
/ \
- —
\ / X
\ /
\\ /\_//

Los puntos de corte de las dos circunferencias se obtienen resolviendo el sistema
(e -1+ =1

s 1 V3 1 /3
dando por solucion los puntos (5, 7) Y (5, —7>.
Si, por ejemplo, hacemos que el valor de la x sea el que varie entre 0 y 1 tal y como se indica en

la figura.

vemos que las funciones que estdn por encima (verde) y por debajo (azul) dependen del valor de x.

Ast, para 0 < z < 1 la curva que estd por encima es g1 (x) = /1 — (x — 1)2, mientras que la que estd

por debajo es hy (z —/1—(x— 1 . Para el mtervalo <z <1, la curva que estd por encima es
g2 (z) =vV1—22y la que estd por debajo seria hy (v) = —\/ 1 — 22, de esta forma podriamos poner

//D:rydxdyZ/ ( \/l(zill)(xy)dy> +ﬁ1dx (/_Z(my)dy)

2
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14 Capitulo 16. Integrales miiltiples de Riemann

Integramos primero respecto de y

1 2 y=v/1—(z—1) 1 2 y=v1-a?
/ / zydxdy = / dx [m] + / dx [x] dy
D 0 2 y=—v/1—(z—1)? % 2 y=—v1—22

1 1
= / Oda:—i—/ Odx =0
0 3

V3 V3

También es posible fijar la variable y que recorrerd el intervalo —¥%5> < y < 52, en este caso la

circunferencia que hay a la izquierda (azul) es la definida como h(y) = 1 — /1 —y? (se obtiene al
despejar de la circunferencia (z — 1)? + y2 = 1), mientras que la que estd a la derecha (verde) es la
definida por g (y) = \/1 — y? (se obtiene al despejar de la circunferencia % +1y?> =1),

©SPH



16.3. Integracion sobre regiones mds generales 15

la integral se puede expresar como

2 2
_ /3
3/27Y="%
_ [_y?_u v?) ] T
4 3
y=—¢

Ejemplo 16.8 Calcula

22
/ / xe v dxdy
D

donde D es la porcion del plano delimitada por x =0, y =22, y=1, y = 2.
Representamos el conjunto D

————A———i_o— — — — -

X L

En este caso lo mds sencillo es variar la y entre los valores 1 y 2, y después variar la x entre x = (
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16 Capitulo 16. Integrales miltiples de Riemann

(azul) y la pardbola y = z?

22 2 VY 22 2 y _a? T=\/y
// xe vdxdy = / dy/ xe vdx :/ [——e_y] dy =
D 1 0 1 2 =0

en verde, es decir, v = \/y, luego

16.3.1. Integrales triples

El teorema de Fubini en dominios més generales puede extenderse con relativa facilidad a integrales
triples, donde dichos dominios pueden expresarse como

V={(zy,2) e Rla<z<bh(z)<y<g()u(z,y) <z<v(zy)}

o los correspondientes conjuntos en cada uno de los ejes. De esta forma

b g(x) v(z,y)
[[] t2ydsayaz = [an [*ay [ @y a:
1% a h(z) u(z,y)

Ejemplo 16.9 Consideremos la pirdmide limitada por los planos x =0, y=0,z=0yz+y+z=1.
Vamos a estudiar como podemos definir este conjunto que vemos representado en la siguiente figura

G LA AT AL AT T

|| 2 14 1} Lz |

1.0

Esta claro que 0 < x < 1. Si tomamos z = 0, entonces debe cumplirse x+y =1 y como x € [0, 1] debe
ocurrir que y = 1 — x € [0,1], luego debe cumplirse

0<y<l-=z
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16.3. Integracion sobre regiones mds generales 17

para otro valor de z debe cumplirse
0<z<l—2z—y

Luego el dominio V puede definirse como
V={(2,9,2) ERI0<2<1;0<y<1l-2;0<2z<1-2—y}

Ast por ejemplo si queremos calcular

1 1—x l—x—y
/// zdrdydz = / dm/ dy/ zdz =
1% 0 0 0

Ejemplo 16.10 Calcula

I/ /V sdadyd

siendo V el tronco de cilindro x> + % =1
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18 Capitulo 16. Integrales miiltiples de Riemann

limitado por los planos z =0 y z = 1. En este caso estd claro que la variable z es la que usaremos en
ultimo lugar con
0<z<1

Para las variables © e y es indiferente ya que hay simetria en las mismas, usaremos que —1 <y <1
y por tanto mediante la ecuacién del cilindro pondremos que —\/1 —y?2 < x < /1 —y? y la integral
triple se puede poner como

1 1 V12
/// zdrdydz = / dz/ dy/ zdr =
1% 0 -1 —/1-¢2

= /dz/ z:cx_md

r=—

1 1
= / dz/ 22+/1 — y2dy
0 —1

el valor 2z no depende de y, asi que lo pasamos a la dltima integral
1 1 1 1
/ dz 22\/1—y2dy:2/ zdz/ V1 —y2dy
0 —1 0 -1

y la integral
1
/ V1—yidy
—-1
se hace con el cambio de variable

y =sent = dy = costdt —

por tanto
1 /2 /2 ] 2t
/ V1-—yidy = / V1 —sen2tcostdt = / COSQtdt:/ idt
-1 —7r/2 —77/2 —7r/2 2
tosen(@0)]72 (a2 sen(25) (w2 sen(=25)) _«
2 T P 4 2 4 2
Y

1 272=1
/// zdxdydz = 2/ T odz = [ﬂz] _T
v 0 2 22],., 2
/// 2?yz3dzdydz
\%

siendo V el sdlido limitado por el plano y = 0 y las superficies Sy : (a: — %)2 +y? = % (cilindro) y
Sy : 2% = 4z (paraboloide)

Ejemplo 16.11 Calcula
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16.3. Integracion sobre regiones mds generales 19

\V.
-

e
N\

La ecuacion del cilindro determina que las coordenadas x e y deben estar en el rectingulo [0,1] x
[—%, %] , obviamente si fijamos el valor de x, entonces y estd determinado por esta ecuacion. Es decir

s10 <z <1, entonces
1 1 2< _ 1 1\?2
1 \"79) =Y¥=\17\" 2

pero como estd limitado por el plano y = 0, suponemos y > 0 y la relacidn seria

0<<1 1\2
=Y=\7 "3

junto con la ecuacion z*> = 4x, el conjunto estd definido como

1 1\?
V=<(z,y,2) eR|0<2<1;0<y< 4—<x—2);—2m§z§2:ﬁ

y la integral seria

1 i-(a-3) 2
/// 2?yldedydz = / dac/ dy/ 2?y23dz
1% 0 0 2
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20 Capitulo 16. Integrales miltiples de Riemann

i /V ddyd:

Siendo Vel sélido limitado por el paraboloide z = 222 +y?, y el cilindro parabdlico: z = 4 —y2, dentro
del primer octante. Representamos el conjunto:

Ejemplo 16.12 Calcula

12

Veamos la interseccion del cilintro y el paraboloide
0= (222 +9%) — (4—y%) =222 + 22?2 — 4 =2 =27+
por tanto estd claro que podemos poner
—V2<z<V2

mientras que para la y
—V2—-22<y<\2— 2?2

y para la z, tenemos que ver si el paraboloide va por encima del cilindro o viceversa, para ello
planteamos la desigualdad

(202 +9}) < (4—9?) =207+ 22 <d <=t +y* <2

que es correcto siempre que —V2<z< \/§y V2 < y < \/5, que es precisamente la region que hemos
determinado. También se puede comprobar en la grifica. Por tanto, podemos poner

202 +y2 <z <4—y?

Calculamos el valor de la integral
V2 V2—z2 4—y?
// dxdydz :/ dm/ dy dz
\% -2 —v2—a2 2x24y2

4—y2 _ )
/ dz = [2]2;3;2y+y2 = (4 - y2) — (2:1,‘2 + y2) =4 — 2332 _ 2y2
2332+y2

Integramos en z
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16.3. Integracion sobre regiones mds generales 21

de este modo
V2 V2—z2 4—y? V2 V2—x2
/ d:z:/ dy/ dz = / da?/ 4 — 222 — 22dy
vz Jovamm T oy vz Jovraz

Integramos en y

V2—x2 93 y=v2—x2 4
/ (4—2x2—2y2) dy = [4y—2m2y—y] =——V2— 22 (2332—4)
G ) 3 y=—2—22 3

De forma que

V2 V2—a? V2
/ d:c/ 4—2x2—2y2dy—/ <—4\/2—:c2 (2x2—4)> dx
vz a2 3

-2
Y finalmente integramos en x. Para ello hacemos el cambio de variable
T = \@sent
22 = 2sen’t =
dx = \/2 cos tdt

mientras que los extremos de integracion

x:—ﬂ:>—ﬂ:\/isentésent:—lét:—g

m:2:>ﬂ:\/§sentz>sent:1:>t:%

luego

/ﬁ <_4M(2x2—4)> . /”/2 (_;l\/m(4sen2t—4)\@cost> dt

3

V2 —7/2
w/2 4
= / -3 2cost(4sen2t—4) V2 cos tdt
—7/2
92 w/2
= —3— cos? t (senzt — 1) dt
3 —7/2

92 w/2 w/2
= —3— / cos®tsen’t dt —/ cos®t dt
3 —7/2 —7/2
w/2 2 w/2
= —g / sen” 2¢ dt—/ cos’ t dt
3 —7/2 4 —7/2

Y usando las férmulas del dngulo doble

w/2 29 1 w/2 1 w/2 1_ 4 1 w/2
/ Sen tdt = / sen22tdt:/ COStdt:/ 1 — cos4t dt
—m/2 4 4 —7/2 4 —7/2 2 8 —m/2
1 [t sen 4t]t7r/2 oo
8 4 t=—m/2 8
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22 Capitulo 16. Integrales miiltiples de Riemann

/2 /2 q 2 1 24 t=m/2
/ cos?t dt = / Lhcosat [t 4 e ] _T
—7/2 —7/2 2 2 4 t=—m/2 2

y sustituyendo

V2 4 9 /2 29 /2
/ (— 2 — 2 (21‘2 — 4)) dr = _32 / sen” 2t dt — / cos? t dt
a2\ 3 3 a2 4 —7/2

Ejemplo 16.13 Calcula

// dxdydz
\%4

siendo V el sélido limitado por los cilindro x> +y?> =1 y 2% + 22 = 1, en el primer octante.

De la ecuacion del primer cilindro tenemos, por estar en el primer octante
0<x<1

y por tanto
0<y<V1-—a?

De la ecuacion del seqgundo cilindro tenemos, por estar en el primer cuadrante

0<2<4/1—22

1 V1—x2 V1—z2
/// dxdydz :/ dm/ dy/ dz
\% 0 0 0

Integramos primero respecto de z

y la integral serta

/‘W

de = [2)2h = V1o

0
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16.4. Cambio de variable en la integral doble 23

de forma que

///vdxdydz:/ol ; Mdy—/mwc/my

Integramos la sequnda respecto de y
dy = [yly=g V1=t /1 — 22

/\/ 1—22

0

de forma que

11—z 1 37z=1
[ e [ 2] b
0

3 z=0

16.4. Cambio de variable en la integral doble

Definicién 16.10 Se dice que la aplicacion ¢ : A C R? — R?, es un cambio de variable si cumple:
1. ¢ es inyectiva.
2. peCl(A).
3. La matriz Jacobiana de ¢ es no singular, es decir

det (Jo (u,v)) #0, ¥ (u,v) € A

Ejemplo 16.14 Por ejemplo, podemos definir la aplicacion
0:A=(0,1) x (0,7) — R?
como
w(r,0) = (rcosf,rsenf)
Veamos que @ es un cambio de variable.

1. sp es inyectiva?: Supongamos que tenemos dos valores (r1,601) y (r2,02) tales que

@ (r1,01) = @ (r2,02)

es decir
71 cos 01 = r9 cos By
(r1cosfy,risenfy) = (rgcos by, ro senfy) =
r1sen i = rosen by

Elevando al cuadrado y sumando

72 cos? 1 = 3 cos? 03
& ri=r}
r? sen? 01 = r2 sen? 0y
pero como 11,72 > 0
rHL="T2

por tanto si
r1c08 1 = ro cosfy = cos by = cos by

pero 01,05 € [0, 7|, por tanto
01 = 05
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24 Capitulo 16. Integrales miiltiples de Riemann

2. s es de clase C' (A)?: Si, de hecho es de clase C* (A).

3. 4l J(r,0)] # 07

% 8521 cos) —rsend 9 9
det (Jo (r,0)) = 82 000 | = | cond reosg | =T COS 0+rsen“d=r#0
or o0

Observacion 16.1 Normalmente los cambios de variable se representan como

x = x(u,v)

Yy = y(u,v)

0 (z,y) _ % g%

9 (u,v) = 5
Teorema 16.10 (Cambio de variable en integral doble) Sea A C R? y D = ¢ (A), siendo ¢ :
A — R?, un cambio de variable. Sea f : D — R acotada e integrable. Si denotamos por

y la matriz Jacobiana como

z = ¢ (u,0)

y = ¢2(u,0)

entonces la funcion
(fop)-|det (Jo)|

es integrable en A y ademds se cumple la formula del cambio de variable

//Df(x’w dwdy://A (f o) (u,v) |det (J (u,v))] dudv

Ejemplo 16.15 Calcula
// e_($2+y2)dxdy
D

D = {(as,y) eR? |22 +4% < 1,m,y>0}

donde

descrito en la grifica
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16.4. Cambio de variable en la integral doble 25

usando el cambio de coordenadas

xr = rcosb

y = rsenf

Ya hemos comprobado que el cambio anterior es un cambio de vartable con

0
det (Jip) = 'agiﬁ;‘ =1 = |det (Jp)| =1
luego, por el teorema anterior usando que
224y = 12
tendremos
// ef(xzﬂﬁ)dxdy = // e rdrdf
D A
stendo
A={(r0)eR*|0<r<1,0<0<n}
theta |
A
I T T T N I’l
luego

s 1
// e_TQTdrdﬁz/ d9/ re " dr
A 0 0

e integrando primero respecto de r

y por tanto

/Oﬂ d@/ol re—" dr = /O7r (; (1- el)> a6 — g (1- efl)

Ejemplo 16.16 Calcula
r—y

//De<$+y>da:dy
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26 Capitulo 16. Integrales miiltiples de Riemann

donde D es el tridngulo formado por los ejes coordenados y la recta © +y = 1, realizando el cambio
de variable

U+ v
X =
2
_ u—"v
vy =

El conjunto puede describirse como
D={(z,y) eER*|0<2,0<y,0<z+y<1}

que estd representado en la siguiente grifica

Con el cambio de variable el conjunto A = ¢ (D)

0 < xé0§E§EéO§u+v¢—u§v
u—v
0 < y:>0§T:>O§u—v:>v§u

de donde se deduce que

como ademds

ogx+y§1¢:og<“;”>+<“;U><1¢:ogug1

luego el conjunto A estard definido como
A:{(u,v)eRQ\Ogugl,—ugvgu}

representado grdficamente como
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16.4. Cambio de variable en la integral doble 27

Podemos comprobar que el cambio de variable es vdlido:

1. Inyectividad

u1+v1 __ u2+wvs —
L = 2122 — up v = ug + v
ur +v1 U — vy Uy + V2 Uz — V2 2 2 tA 22
2 7 2 - 2 7 2
U1 —v1 . U2—V2
u—v - Uty

2

U] — V1 = U — V9

Sumando
2u; = 2u0 = up = U9

y restando
21 = 2v9 = v = V9

2. Obviamente es de clase C* (Rz) .

3. La matriz Jacobiana

3 (z,y) 3 3 9 (z,y) 11 1
— = = det =————-=—=#0
0 (u,v) 5 —3 ¢ 0 (u,v) 4 4 27é
Luego es un cambio de variable vilido y podemos aplicar el teorema del cambio de variable para
poner
=y (x(u,v)—y(u,v))
1 A anay = [ T g (200,
D A 0 (’LL, U)
donde N B
z(wv)—y(wv) H - 5 v
z (u,v) +y (u,v) “;r” +4%2 5w
por tanto

) 3
//e T+y dxdy:// et —dudv
D A 2

que podemos integrar facilmente con el teorema de Fubini como

Bl 1 u gl
//AeUQdudv:/O du/_ueu2dv
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28 Capitulo 16. Integrales miiltiples de Riemann

integrando primero respecto de v

V=U

vV=—Uu

y por tanto

/01 du /_1; eZ;dv _ /01 (uSh (1)) du = [U; Sh(l)} u=1 ) Sh (1)

u=0 2
// dxdy
R

donde R es la region del plano limitada por las grdficas fi :y =22, fo 1y =22 fs v =9%, f1: 2 = y—;
Realiza la integral en coordenadas cartesianas y mediante el cambio de variable

Ejemplo 16.17 Calcula

A continuacion realizamos la representacion del conjunto R

Y| f2/ f1 f4
f3
1 R
B
AB C D X

Podemos buscar los puntos de corte A, B,C y D, descartando el origen que es comun a todos

.2 _
{ T , = $:y2:(2.%'2)2:4$4<:>.%'(4.%'3—1):O<:>{ :L‘—(;/S @A:<2_2/3,2_1/3)

y =2z x=2"
-5 2 () —0
T = _y 9.4 3 1) _ z _ (9-1/3 51/3
{y:2;2 = r=5 =" =2z" &z (22 1)_0<:>{x:2_1/3 <:>B_<2 ,2 )
_y 2 (w2)2 xt 1 z=0
=73 _¥ _ . 23_1) = :(1/3 2/3)
{y:x2 = T 2 5 5 <:>9:<2x 1> 0<:>{m:21/3 < D 2422
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16.4. Cambio de variable en la integral doble 29

Para usar el teorema de Fubini tenemos que tener que la funcion que va por encima (verde) y por
debajo (azul) depende del rango de valores de la z, podemos distinguir

271/3 f2 1 Ja 21/3 fa
// dedy = / d:U/ dy—i—/ dw/ dy—l—/ dw/ dy
R 272/3 f3 2-1/3 f3 1 1

A<z<B B<z<C C<z<D

2-1/3 212 1 V2z 21/3 V2z
= / dx/ dy+/ d:c/ dy—l—/ da:/ dy
272/3 \/5 271/3 \/E 1 2

2-1/3 1

— /2_2/3 (22 — V) dw + /2_1/3 (\/ﬁ - \/5) dx + /121/3 (\/ﬂ - a:2) dx

223 223/2 =2
= |— - +

_|_

3 3 3 3

93/2,3/2  9,3/2]" "
3 3 a

x:?l/?’
93/2,:3/2 xs]

x=2"2/3 x=2-1/3

3_@+3\/§_4+3_@ 1

6 3 3 6
Vamos a hacer el cambio propuesto. Para ello vamos a calcular el Jacobiano del cambio de variable,
necesitamos el Jacobiano de la aplicacion inversa, y después usaremos el teorema de la funcion inversa

Qu  Ou 2c  _a? 25 a?
9 (z,y) oz Oy -5 2 0 (z,y) -5 &

y ahora tenemos en cuenta que

st~ () oo (50) ~ ey 5

Con la transformacion, las nuevas variables cumplen

_ — ozt oz
22 Y= = u—y—xQ—l
U= — <
Y _ 2 oz oz 1
2 2
2 =y = u:y?:zjzl
V= —
X 2 2 2
i — Yy _ Yy _
r=5 = u-z—y2/2—2

Luego el nuevo conjunto estard definido por

1
A:{(u,v)6R2|2<u<1,1<v<2}
y la integral seria

[ = [ (o= ] = [ [

— /1/12;)(21)@:;(21) <1;> :%

bastante mds sencillo que con el sistema de coordenadas anterior.
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30 Capitulo 16. Integrales miiltiples de Riemann

16.4.1. Cambio de coordenadas polares

El cambio de coordenadas mds habitual en integrales dobles es el cambio a coordenadas polares,
que se utiliza especialmente cuando el dominio D es algin sector circular o la funcién del integrando
es simétrica respecto al origen. Como sabemos este cambio viene dado port

r = rcosf

= rsenf

de forma que el Jacobiano serfa

d(x,y) cosf —rsend
J pr— pr—
senf) rcos6

o (r,0)

y el cambio en la integral viene dado por

// f(x,y)dmdy:/de f(rcos@,rsenf)-r-dr
D D’

En la mayor parte de los casos se usard r como primera variable, de forma que la integral serfa

0o ra2(0)
//f(:c,y)dmdy:/ d0/ f(rcosf,rsenf)-r-dr
D 01 r1(0)

Ejemplo 16.18 Calcula

):ﬂ@MJﬂ:r

// V4 — 22 — y2dzdy
D
siendo D el conjunto limitado por la circunferencia
2?42 =1,
con paso a coordenadas polares. En coordenadas rectangulares el conjunto D estaria descrito por

D:{(w,y)eRQ|—1§x§1,—\/1—x2§y§\/1—302}

de forma que

1 V1—x2
// \/4—x2—y2d:vdy:/ dx V4 — a2 —y2dy
D —1 —/1—22

La integral, aunque simple, es bastante laboriosa. Si hacemos el cambio a polares, entonces el dominio
serd

A={(r,0) eR*|0<r<1,0<0<2n}

y la integral se transforma en

2 1 1
// \/4—x2—y2dxdy:// \/4—(x2+y2)dxdy:// \/4—r2rdrd0:/ d@/ r(4—r%)2dr
D D A 0 0

La integral respecto de r es inmediata
1 4 — p2)3/2 r=1 4132 (4032
/ () ar = !_( r?) ] (4= (4-0) S
0
r=0

3 3 3
e integrando respecto de 6

/02Trd0/017“(4—7“2)§dr:/02w (2—@)%:%(2_@)

N[
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16.4. Cambio de variable en la integral doble 31

Para el caso de un dominio definido mediante circunferencias de tipo general de la forma
(=) +(@y—p)7* =1
se realizard el cambio de coordenadas

r = a+rcosb
y = [B+rsend

el Jacobiano seria el mismo. Si tenemos recintos definidos mediante elipses el cambio vendria dado por

r = «a+arcosf

y = [+brsent

siendo en este caso el jacobiano

d(xz,y) acos —arsenf d(z,y)
o(r,0) (60089 br cos 0 >:>‘det<8(r,0)

~ ldet acosf —arsend
o © bsenf brcosé

[z

siendo D el conjunto limitado por la circunferencia

>‘ = ‘abrcos20 —|—abrsen20} = abr

Ejemplo 16.19 Calcula

2?2 + 9% =2z,
La ecuacion puede expresarse como
4y —2e=0=(z—-1)+42=1
que es una circunferencia de centro (1,0) y radio 1 y el cambio a coordenadas polares seria

r—1 = rcosb

y = rsenf
Si hacemos el cambio a polares, entonces el dominio serd
A={(r0) eR*[0<r<1,0<0<2r}

y la integral

2 1 2 1,271
// dxdy = // |det J (r,0)| drdf = / d9/ rdrdf = / [] df = .
D A 0 0 0 2 r=0

Ejemplo 16.20 Calcula
// dxdy
D

siendo D el conjunto limitado por la circunferencia
2?4+ y? = 2z, Y 22+ y? =dx

El conjunto estd definido en la siguiente grifica
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32 Capitulo 16. Integrales miiltiples de Riemann

34

Al hacer el cambio a coordenadas polares, podemos comprobar que el angulo 6 debe cumplir

0<6<L

NS

mientras que el radio cumplird
2<r<H4

4y —20=0=(z -1 +42=1

que es una circunferencia de centro (1,0) y radio 1 y el cambio a coordenadas polares seria

r—1 = rcosb

y = rsenf
Si hacemos el cambio a polares, entonces el dominio serd
A={(r0) eR*[0<r<1,0<0 <21}

y la integral

2 1 2m 1271
// dxdy = // |det J (r,0)| drdf :/ dﬁ/ rdrdf = / [] df = .
D A 0 0 o L2],=0

16.5. Cambio de variable para integrales triples

Como en el caso de dos variables, es posible realizar cambios de variable en integrales triples.

Definicién 16.11 Se dice que la aplicacion ¢ : A C R? — R3, es un cambio de variable si cumple:

1. ¢ es inyectiva.

2. peCL(A).
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16.5. Cambio de variable para integrales triples 33

3. La matriz Jacobiana de ¢ es no singular, es decir

det (Jo (u,v,w)) # 0, ¥ (u,v,w) € A

Observacién 16.2 Normalmente los cambios de variable se representan como

x = z(u,v,w)

= y(u7v7w)

z = z(u,v,w)

y la matriz Jacobiana como

dr  dz Oz
Owy.2) _ (% 8 8
0 (u,v,w) &y g ‘?i;’
ou Ov Ow

Teorema 16.11 (Cambio de variable en integral triple) Sea A C R3 y V = ¢ (A), siendo ¢ :
A — R3, un cambio de variable. Sea f : V — R acotada e integrable. Si denotamos por

x = ¢ (u,v,w)
= SOZ ('LL7’U,’LU)
z = p3(u,v,w)

entonces la funcion
(f o) |det (Jo)|

es integrable en A y ademds se cumple la formula del cambio de variable

///Vf(x’y’z) dedydz = ///A (f o) (u,v,w)|det (Jo (u,v,w))| dudvdw

16.5.1. Cambio a coordenadas esféricas

Uno de los cambios de coordenadas més habituales en integrales triples es el cambio a coordenadas
esférica que viene dado por el cambio de coordenadas

r = rseng¢cost

7 sen ¢ sen 6

zZ = TCos@

y se emplea habitualmente caundo en la frontera del dominio V intervienen superficies esféricas y
cénicas del eje OZ.de forma que el Jacobiano serfa

9 (2,v,2) sen¢pcosf —rsen¢gsenf 71 cos@cosh
J=2002 sengpsend rsengcosf rcosgsend | = |det (J)| = r?sen

0(r.0,9) cos ¢ 0 —rsen ¢

y el cambio en la integral viene dado por

f(z,y,2)dxedydz = f(rsengcos®,rsengsend,rcose) - r2sen - drddde
JI ot ey [ 1 >
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34 Capitulo 16. Integrales miiltiples de Riemann

Ejemplo 16.21 Calcula

/// Va2 + y? + 22dxdydz
1%

siendo Vel volumen de la parte de las esfera 2 + y? + 22 < 1, contenido en el primer octante. La
representacion grdfica del conjunto seria

El conjunto en coordenadas esféricas esta definido como

A={(r0.0)eR|0<r<10<0< 00 <

}

v 3

por tanto

[[[ Ve sagas = [[[ ¢ 2sene) aeanse = [[[ 5 sencarana

y usando el teorema de Fubini

w/2 /2 1
/ / / 3 sen ¢pdrdfdep = / do / sen ¢d¢ / r3dr
A 0 0 0
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16.5. Cambio de variable para integrales triples 35

™
A 4

Integramos en r

1 q477r=1
s |7 1
/0 rdr = |:4 :|7’0 a 4
/2 /2 1 /2 /2 q
/ do / sen ¢do / r3dr = / do / = sen ¢do
0 0 0 0 0 4

st ahora integramos respecto a ¢

/21 1 p=r
/0 1 sen ¢pdop = [—4 cos qb} so =1

/2 /2 1 /2 1 T

/// Va2 +y? + 22dxdydz = T
% 8

de forma que

de forma que

por tanto

16.5.2. Cambio a coordenadas cilindricas

Otro de los cambios de coordenadas més habituales en integrales triples es el cambio a coordenadas
cilindircas que viene dado por el cambio

r = rcosf
= rsenf

= Z

y se emplean frecuentemente cuando volimenes cuyas fronteras estdn determinadas por volimenes de
revolucién de eje OZ.de forma que el Jacobiano serfa

0 (x,y,2) cos@ —rsenf O

T =500 = se(r)u? rC889 (i = |det (J)| =7

Q

y el cambio en la integral viene dado por

///Vf<xuyuz)dxdydzz///Af(T‘COS@,Tsene,z)-r-drdgdz
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36 Capitulo 16. Integrales miiltiples de Riemann

Ejemplo 16.22 Calcula
dxdydz

z
///V V2 + y?
siendo Vel volumen limitado por las curvas z = 0 y z = 4 — 2 — y2. En la siguiente grifica vemos
una representacion del conjunto, siendo la parte del paraboloide que estd por encima del plano z = 0.

El conjunto en coordenadas cilindricas esta definido como

A={(r0,2)eR*|0<0<2m0<2<40<r <z}

/ / /V \/xjwdmdydzz / / /A (1) drdods = / / /A sdrdfde

y usando el teorema de Fubini

27 4 T
/// zdrdfd¢ :/ dﬁ/ dr/ zdz
A 0 0 0
r 22:| =T 7‘2
zdz = | — = —
/0 I: 2 z=0 2
27 4 r 27 4 7,2
/ d@/ dr/ zdz:/ do —dr
0 0 0 0 0o 2

st ahora integramos respecto a r
=4
42 3" 64
—dr = |— = —
r=0

) 6 6

2 4 2 27
/ a | “ar = / 64 = 1287
; 2 .6 6

por tanto

Integramos en r

de forma que

de forma que

por tanto

4
/// Va2 +y? + 22dxdydz = T_ G—W
% 8
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/ / dxdydz
\%

siendo Vel volumen limitado por la region del cilindro z® + y?> = 2y que es interior a la esfera
22 +y? + 22 = 1. En la siquiente grifica vemos una representacion del conjunto,

Ejemplo 16.23 Calcula

Para encontrar su expresion analitica, expresaremos el cilindro de la forma usual:
Py =2y e+ (y-1)7°=1

y por tanto st
V{(:c,y,z)€R3\0§6§27r;0§z§4;0§7'§z;}

J[[] teaua:

V{(m,y,z)€R3|m2+y2§z2; 2?4+t +22<1; zZO}

Ejemplo 16.24 Calcula

siendo V' la region definida como

En la siguiente grdafica vemos una representacion del conjunto,
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38 Capitulo 16. Integrales miiltiples de Riemann

16.6. Aplicaciones de la integral miltiple

16.6.1. Integral doble
Ciélculo del volumen bajo una superficie

Sea f: D C R? — R, acotada y positiva en D, el volumen limitado por esa superficie y el plano
OXY viene dado por la integral doble
// [ (z,y) dedy
D

Ejercicio 16.1 Obtén el volumen de la piramide limitada por los planos coordenados y el plano x +
2y + 3z = 6. (Solucion: 6)

Ejercicio 16.2 Halla el volumen del sélido limitado por el paraboloide z = x> +y?, el cilindro x> 4y? =
1 y el plano OXY . (Solucion: 7).

Ejercicio 16.3 Halla el volumen del sélido comprendido entre las superficies z = xy, el plano OXY
y los cilindro 22 + 42 =1 y (x — 1)* + (y — 1)* = 1. (Solucion: 3z

Cailculo del drea de recintos planos

Para una region plana D comprendida entre dos curvas, se cumple

Area(D) = //D dxdy

Ciélculo del volumen de un cuerpo

Para hallar el volumen se utiliza la integral triple

Volumen (V') = / / / dxdydz
v
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