Capitulo 15

Aplicaciones del calculo diferencial de
funciones de varias variables

En este capitulo vamos a extender al caso multivariable los resultados visto en el cdlculo diferencial
de una variable sobre polinomio de Taylor y extremos de funciones.

Recordemos que para el caso de una variable: Si f € C" (I) y z¢ € I; entonces podiamos construir
el polinomio de Taylor de orden n

Tof (3320) = f (@) + /' (0) (2 = 20) + 1" (20) (2 = 20)* -+ = F (o) (0 = 20)"

junto con el resto en la forma de Taylor

1

G © @ -

Tnf (x; .Z'()) =

Para el caso de n variables tenemos una expresién parecida.

15.1. Polinomio de Taylor para funciones de varias variables
. s . — - - . .
Definicién 15.1 Definimos segmento que une @ con b (@, b € R") al conjunto definido como

ﬁi?}:{u—Ay3+A?|AemJ§

R
Notar que para X\ = 0, obtenemos el punto @ y para A\ = 1, obtenemos el punto b .
— —
Si ponemos h = b — @, entonces

{E,E’Jr?] - {(1—/\)7+A(7+7) |Ae[0,1]}

- {7+A7\uemgg

Teorema 15.1 (Teorema del valor medio en varias variables) Sea f: A C R" — R una fun-

—
cton real de m wvariables, que sea continua en el segmento [a, b}, y diferenciable en el interior

— . =

(a, b ) Entonces existe al menos un punto & € (a, b) tal que
—
b

F(v)-r@=de(v-a),

1



2 Capitulo 15. Aplicaciones del cdlculo diferencial de funciones de varias variables

o de forma equivalente existe un punto 0 € (0,1) tal que
J(@+ W)= 1@ =df (at+on) (b -a).
O si tenemos en cuenta la relacion entre la diferencial y las derivadas parciales, podemos poner
f(?’) (@) =V/ (Hﬁ) (3’—7),

Yy en componentes

- — of
f(b)—f(a) s (a+67) (o —an),
N — . - 7T =
donde @ = (a1,...,an) y b = (b1,...,b,). Notar que si tomamos h = b — a’, entonces obtenemos
la expresion
- T —\ of -
(7)1 - 5 2 (o)

Definicién 15.2 Sea f € C™*!(A), con A C R™ un abierto. Definimos el polinomio de Taylor de
orden n para f en @ € A, con T € R" tal que [@, 7] C A a la expresion definida por

Ri7 T = (@3 L @y 3 T @) ) s
n ’ 1! 837@ ! 2!U:18x¢8:cj R
omf -
Ly Y (@) (o — ) o — ) — ).

117 Him=1

—_
— =
Tomando h = x — a, tendremos

— T = N —> af —> g
Tnf(a+h,a) — f(a +§ (@) hi+ 5 EJ_: 8%8% @Y hih; + - +
1 o"f —
il hi h;, - h;
+m' Z Ow; 0wy - &Em(a) v "

B1yeeytm=1

15.1.1. Polinomios de Taylor para m =1y m = 2

Veamos el caso particular m = 1, es decir, el polinomio de Taylor de orden 1 serfa

Tf (&, @)= f(@)+)

y usando la definicién de gradiente de f podemos poner

Tf(7,@)=f(d)+Vf(a) (¥ -d).

Como caso particular, si n = 2, la funcién sera de dos variables y usando la notacién usual f (z,y), la
ecuacién queda como

12f ((2,0)  (@.D) = f (0. + 5 (@,) (o= ) + 5 (@) (s~ ).
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15.1. Polinomio de Taylor para funciones de varias variables 3

Esta expresion es la ecuacién de un plano, que se denomina plano tangente a f (z,y) en el punto (a, b)
y, si usamos el gradiente de f (x,y), podemos poner:

T2f((x7y)7(a7b>) :f(a,b)—l—Vf(a,b)-(a:—a,y—a).

Ejemplo 15.1 Como ejemplo vamos a calcular el plano tangente a la funcion f (x,y) = 14 — 22 — y?
en los puntos (1,2) y (0,0). Necesitamos las derivadas parciales de f (x,y)

of
3y (BY) =2z y M (z,y) = —2y.
Para el punto (1,2) tendremos
F(1,2) = 14-1-4=9
of of
1,2) = —(1,2),=—(1,2) | =(—2,—4
via = (a2 an) -2
por tanto el plano tangente seria

Lof (z,y) = f(L2)+VI(L,2) (e-1Ly—-2)=9+(-2,-4) - (z-1y-2) =
= 9-2(zx—-1)—4(y—2)

= 19—-4y -2z

La ecuacion del plano tangente seria en forma implicita, tomando z = To f (x,y)

Ejemplo 15.2 Vamos a calcular el plano tangente a la funcion f (z,y) = 14 — 22 — y? en (1,2) y en
(0,0). Necesitamos las derivadas parciales de f (x,y)

0 0
8—£ (z,y) = -2z y 8_5 (z,y) = —2y
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4 Capitulo 15. Aplicaciones del cdlculo diferencial de funciones de varias variables

Para el punto (1,2) tendremos

f(1,2) = 14-1-4=9

Vfil,2) = (gf (1, 2),(3“2(1,2)> =(—2,—4)

por tanto el plano tangente seria

Lf(@y) = fL2)+Vi(1,2)-(z-1Ly—-2)=9+(-2,-4) - (z-1y-2)=
= 9-2(zx—-1)—4(y—2)

= 19—-4y -2z
La ecuacion del plano tangente seria en forma implicita, tomando z = Taf (z,vy)
20 +4y+2=19
Para el punto (0,0) tendremos

£(0,0) = 14

V£(0,0) = <gf (0,0), 8f (0, 0)) = (0,0)

luego el plano tangente vendria dado por
Iof (z,y) =14 = z=14.

Para el caso del polinomio de Taylor de segundo orden (m = 2) la expresién es

- 0 @) 1« &*f
Tgf(a?, +Z f a )—i-? axlaij(a)(mi—ai)(xj—aj)
,j=1

y usando las expresiones del Gradiente y del Hessiano de f obtendremos

Tof (7,@) = (@) + VI (@) (F - @)+ 5 (7 - @) B (@)(F - D)
donde
2 2
2756]5 (?) 3:ralafxn (?) Tr1 — ay
(7 - @) Hf (@) (T - @)= (z1 —a1,...,2n — an) :
2 2
6xanafarl (7) e ng (E)) In — Gn

Por clarificar la expresién, veremos como queda esta expresion para 2 variables, es decir, n = 2, el
polinomio de Taylor serfa

Tof ((z,y), (a,b)) = f (a,0) + LD (@ — a) + 220 (y — a)
a a a 2 a
3 (T2 (- a) + T2 (0 - 0) (v — ) + T (@ - 0) (v — 0) + L (y - 1))
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15.1. Polinomio de Taylor para funciones de varias variables

Si las derivadas parciales segundas son continuas, entonces

0% f 0% f
Oxdy (a,0) = Oxy 0z (a,)

y por tanto
Tof ((z,9) (a,b) = f (a,0) + 5L (@.0) (z = a) + 5L (a.0) (y — a)

2 2 2
+4 <g$“£ (a,b) (z — )2+2aa$gy (a,b) (x —a) (y — b) + g];(“ b) (y

o en forma matricial

Tof ((2.9). (0.0) = £ (0,049 F (0. — 0.y~ D)+ 5 (a ~ay ~ m( %¢22>
OxyOz \7

Ejemplo 15.3 Calcula el polinomio de Taylor de grado 2 en (0,0) para f(z,y)
FEvaluamos la funcion en (0,0)
£(0,0)=0

Y necesitamos las derivadas parciales primeras y sequndas.

9?2 2
5 Ta;éc(xvy) = 2e¥
%(m,y):(Z’E—?))ey =

2
et (,y) = 2y (22— 3) ¥

02 2
o ) i ot (2,y) = 2y (22— 3) ¥
7y (@ y) =2y (2% — 3z) ¥ =

\

Notar que 88 gy = d%(;;, de forma que

2

_ 2eY 2y (22 — 3) e’
= ( 2y (20 —3) e (2(a® = 3) +4y* (% — 30)) >

Evaluamos las funciones en el punto (0,0)

62
o aij(-’L“ y) =2
%(0,0) =-3=

82
&vafy ( y) 0
82
5 ayéf;r (z,y) =0
F@y=0=

M(wy) 0

0= o)

es decir

©SPH

b)2>

8% f

O0zxdy

T4 —

227{ (z,y) = (2 (2 — 3z) + 4y* (2 — 32)) e’

(a,0)
oyt (a.b) ) < y

3x) ev .

r—a

—-b

)



6 Capitulo 15.

Aplicaciones del calculo diferencial de funciones de varias variables

y el polinomio de Taylor buscado serd

TQf (CC, y) =

f(O,O)+Vf(0,0)-(x—0,y—0)+;(:E—O,y—O)Hf(O,O)(

(=3,0) - (z,9) + 5 (z,9)

200 (5 0)(7)

—3z + 22

z—0
y—0

Ejemplo 15.4 Calcula el polinomio de Taylor de grado 3 en (1,1) para f (z,y) = a¥. Fvaluamos la

funcion en (1,1)

f(1,1)=1

Y necesitamos las derivadas parciales primeras, sequndas y terceras.

;

25

Notar que Uik i
q Oxdy ~ Oydx

derivadas terceras
O1 (o)
0x20y Y

83f
W (z,y)

mientras que

o2 _
, L (zy)=yy—1)av?
8 (z,y) = ya¥ = = -

ngy (z,y) =2Y"1(1+ylnx)

2
PL (2,y) = 2L (1 + ylna)

%(x,y) =zYlnz =

2f
oy?

(,y) = 2¥ (lnx)?

para las derivadas cruzadas de orden 2 y también ocurrird lo mismo para las

03 93 B
01‘8;83; (,y) = ayaé,g (z,y) = a¥ 2 (2y + yv’Inz —ylnz — 1)
& f &3 f

- OyOx 0y (z,y) = Oy20x

o3f

5o3 @) = y(y—1)(y—2)av3
3
Sy = o)

Si ahora evaluamos en el punto (1,1), tendremos:

Vf(1,1)=(1,0)

(z,9) =2v" 1 (2+ylnz)lnz

©SPH



15.1. Polinomio de Taylor para funciones de varias variables 7

y para las terceras derivadas

;zzi;y LD = 8.%'883;6;(} (1,1) = 322;2 (1,1) =1
aizj;z LD = (9y((§58y (1,1) = azjj;w (1,1)=0
S =0
(;Zf (1,L1) = 0

y el polinomio de Taylor, buscado serd

Tof (vy) = F (LD + (25 @ - 1)+ 250 (- 1)) +

2 2 92
3 (Z50 @ - 1?2800 (o 1) (y = 1) + 245 (y - 1)?)

3 3 2 3
3 (Z05 (@ =1 435G (0 - 12 (= 1) +3%02 (0 - 1) (y = 1)” + T4 (y - 1)°)
Y wusando los valores obtenidos

Tof (ry) = FLD) + (@~ D)+ (@ —1) (= D+ 5 (0~ D2y — 1)

Ejemplo 15.5 Calcula el polinomio de Taylor de grado 2 en (1,1,0) para f(x,y,z) = % — ze®.
FEvaluamos la funcion en (1,1,0)
f(1,1,0)0=1
Y necesitamos las derivadas parciales primeras y sequndas.
" 2
% (z,y,2) = —z€”
0 92
a—i(x,y,z):%—zezé axafy (x,y,2) = —y%
82
Bxafz (:C’y’ Z) = —€”
32
0 9?2
67?];(51773/’2):_y%:> ayf(‘r Y,z ) 5%
82
8y6fz (33 y? ) - O

¢ 02
om0 (@,,2) = —¢

T

0 9?
(97];(;1373/”2):_6x:> azgy (1‘ Y,z )_0

82
L Tzéc(az,y,z):()
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8 Capitulo 15.

Aplicaciones del calculo diferencial de funciones de varias variables

El Hessiano serd

Hf($,y,2): _%

Evaluamos las funciones en el punto (1,1,0)

0
9(1,1,0)=1=

o)

N

(1,1,0) =-1=

Q

Y

0
9 (1,1,0) = —e® =

2
es decir
0 -1 -—e
Hf (:L‘,y,z) = -1 2 0
—e 0 0

y el polinomio de Taylor buscado serd

T2f (.’L‘, Y, Z)

f(1L,L,0)+Vf(1,1,0)- (z—1,y—1,z

1
1—1—(1,—1,—3)-(33—1,y—1,z)+§(x—l,y—1,z)

1
2+(:c—1)—(y—1)—32+§(:c—1,y—1,z)

0 -1
-1 2
—e 0

1—y—ze
—r+2y—1
e(l—x)

1
_0)+§(;1;—1,y—1,Z—O)Hf(17170)

—e
0
0

r—1
y—1
z—0
z—1
y—1
z

2—1—(3:—1)—(y—l)—&z—i—%(w—1)(1—y—ze)—|—(y—1)(—m+2y—1)—|—ze(1—m)

5+5
-+ -z
2 2

T
2y

(

26—3

)

3 3
Z = 5%y + 22 — 5 TZe
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15.2. Extremos de funciones de varias variables 9

15.2. Extremos de funciones de varias variables

15.2.1. Definiciones basicas

Definicién 15.3 Sea f : A C R" — R una funcion real de n variables, sea @ € A. Diremos que f
tiene un minimo relativo o local en @ <= 3 > 0: f(d) < f(7), VT € B(d,e) N A.

Definicién 15.4 Sea f : A C R® — R una funcion real de n variables, sea @ € A. Diremos que f
tiene un maximo relativo o local en @ <= 3 > 0: f(d) > f(T), V¥ € B(d,e) N A.

Definicién 15.5 Sea f : A C R® — R una funcion real de n variables, sea @ € A. Diremos que f
tiene un minimo absoluto o global en @ <= f (@) < f(7), V¥ € A.

Definicién 15.6 Sea f : A C R® — R una funcion real de n variables, sea @ € A. Diremos que f
tiene un méximo absoluto o global en @ <= f (@) > f(7), VZ € A.

Un punto que es médximo o minimo de una funcién se dice que es un extremo de la funcién, que
pueden ser locales o globales.

,Cémo podemos calcular estos extremos? Si la funcién tiene, por ejemplo, un minimo, deberia
suceder que en cualquier direccién en la que nos moviéramos a partir de ese punto la funcién deberia
aumentar su valor, al menos localmente.

Teorema 15.2 (Condicién necesaria de primer orden) Sea f : A CR"™ — R, f diferenciable en
— . . . . — .
a € A. Sila funcion f tiene un extremo relativo en @, entonces debe ocurrir

df (@) (@) =0;vZ € A
Se deduce directamente que si f € C* (A), entonces como df (d) (x) = Vf (@) (T) se debe cumplir:
Vi(a)=0
Un punto @ € A, que cumpla la condicion necesaria de primer orden es un punto critico.

., . . . . . —
La ecuacion vectorial anterior equivale a que cada derivada parcial de f se anule en el punto a

of

uy,

Las soluciones de este sistema son los posibles candidatos para ser extremo.

El teorema es una condicién necesaria, en el sentido de que un punto que no la cumpla, no puede
ser extremo; por otra parte que un punto cumpla esta condicién no significa que sea extremo, como
pasaba en el caso de las funciones de una variable y los puntos de inflexion.

(@)=0,Vk=1,...,n

Ejemplo 15.6 Vamos a calcular los puntos criticos de la funcidon
fz,y) = =2 + 2zy — 29°,

para ello plantearemos el sistema V f (x,y) = 0, es decir

of B B
9z (x,y) =0= —22+2y =0
af

o (,y) =0=2x—4y =0

En este caso es un sistema lineal que tiene por solucion inica el punto (0,0), luego este es el tinico
punto critico.
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10 Capitulo 15. Aplicaciones del cdlculo diferencial de funciones de varias variables

Ejemplo 15.7 Vamos a calcular los puntos criticos de la funcidon
f(@,y,2) =2 +y* + 422 — 222 + 22 + 2yz — 3,

planteamos el sistema V f (x,y,z) =0, es decir

of
—(2,9,2) =0=22x—-22=0
e (z,y,2) x—2z
0
a?];(ac,y,z) =0=2y+22=0

of

a—(m,y,z):O:Sz—2x—|—2+2y:0

z
Cuya solucion se obtiene facilmente, ya que de la primera ecuacion x = z y de la sequnda y = —z.

Estas igualdades llevadas a la dltima ecuacion la transforma en
1
8z—2z+2—2z:0:4z:—2éz:—§

y por tanto

1 1
rT=—ey=—
2 €Y 75

—_(_11 1
“=\Ty 2

Ya hemos comentado, que como pasaba en una variable, esta condicién es necesaria, pero no
suficiente. Sin embargo este resultado nos ayuda para calcular los extremos relativos puesto que nos
da los candidatos a ser extremo.

El tinico punto critico es

Necesitamos una condicién suficiente para decidir si un punto critico dado es un extremo y también
como en el caso de una variable, tenemos que recurrir a las segundas derivadas.

Teorema 15.3 (Condiciones suficientes de segundo orden) Sea f: ACR"® - R, f € C?>(A) y
@ € A un punto critico de f. Sea la sucesion de menores principales asociados al Hessiano de f, es
decir, sea

siendo
SH@) o g (@)
Akf(?): : "
sk (@) 4@
entonces:

1. Si Apf (@) >0, Vk = d es un minimo relativo estricto.
2. 8i (—1)* Apf (@) >0, Vk = @ es un mdzimo relativo estricto.

" —
3. En otro caso, no podemos afirmar nada sobre la naturaleza del punto critico a .
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15.2. Extremos de funciones de varias variables 11

Ejemplo 15.8 Vamos a determinar los extremos relativos de
flayz2) =2+ + 22 —ay+a— 22
Primero calculamos sus puntos criticos

%(:p,y,z)=0:>2m—y—|—1:0

2 1
%(m,y,z)zO:Qy—sz :x:—g,y:—g,z:l
%(m,y,z):0:>2z—220
Sdlo tiene un punto critico
—_ (.21
37 3
Calculamos ahora el Hessiano
92f  82f  82f
% 85:28fy 861’2(302 2 -1 0
Hf(z,y,2) = dydz ng dy0z = -1 2 0
?f 9 8f 0 0 2
020r  0z0y 022
—
que evaluamos en el punto a
2 -1 0
Hf (‘T’ Y, Z) = -1 2 0
0 0 2
Los menores principales son
Alf (a) = 2
2 -1
Aof (a) = ‘ 1 9 ‘—4—1—3
2 -1 0
0 0 2

— . . .
Luego el punto ‘a es un minimo relativo estricto.

Proposicién 15.4 (Condiciones suficientes para el caso n=2) Sea f : A C R? — R, f €
C%2(A) y (a,b) € A un punto critico de f. Se Hf (a,b) el hessiano evaluado en dicho punto criti-
co, entonces:

Teorema 15.5 1. Si|Hf (a,b)| >0y % (a,b) > 0 = (a,b) es un minimo relativo estricto.
2. Si|Hf (a,b)] >0y % (a,b) <0 = (a,b) es un mdzimo relativo estricto.

3. Si|Hf (a,b)] <0 = En (a,b) no hay extremo y se dice que es un punto de silla.

4. Si|Hf (a,b)] =0 = No podemos asegurar nada de la naturaleza de (a,b).

Observacién 15.1 Un punto critico que no es extremo se denomina punto de silla y verifica que
respecto a una determinada direccién es un minimo relativo y con respecto a otra, es un mdximo
relativo. ;Te suena la siguiente imagen?
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12 Capitulo 15. Aplicaciones del calculo diferencial de funciones de varias variables

Ejemplo 15.9 Habiamos obtenido como inico punto critico de la funcion
fz,y) = —2® + 2y — 29°,

que era el punto (a,b) = (0,0). Si ahora usamos el Hessiano

Hf (z,y) = ( _22 i)

por lo que

A1f(0,0) = —2<0
Asf (0,0) = ‘_

Luego el punto (0,0) es un mdzximo relativo .

Ejemplo 15.10 Habiamos obtenido como unico punto critico de la funcidn
f(x,y,2) =22 +y? +42% — 222 + 22 + 29z — 3,

el punto @ = (—%, %, —%) El Hessiano se obtiene facilmente a partir del gradiente ya calculado

2 0 =2
Hf (.’L‘,y, Z) = 0 2 2
-2 2 8
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15.3. Extremos condicionados: Método de los multiplicadores de Lagrange 13

por lo que

Af(0,0) = 2>0

2 0
Asf(0,0) = 0 9 =4>0
2 0 -2
Asf(0,0) = 0 2 2 |=32-8-8=16>0
-2 2 8
Como todos los menores principales son positivos el punto @ = (—%, %, —%) es un mintmo relativo

estricto.

15.3. Extremos condicionados: Método de los multiplicadores de La-
grange
En esta seccién vamos a resolver problemas con la siguiente estructura

Optimizar f ()
Sujeto a h(Z)=0;i=1,...,m

donde f,h: ACR" — R.
Consideremos una curva o, definida como

o :|-e¢ — R"
t ~ o ()= (21 ()., 20 (1))

de forma que se cumpla:
l.o(0)="Ta.
2. o (t) cumple la restriccién del problema, es decir, h (o (t)) = 0, V.
Consideremos ahora la funcién compuesta

o :|-ee — R" — R

t oo =@ (), e @)~ flo®) =), 2 (1))

Obviamente si @ es un minimo de f (@) sobre h (') = 0, entonces, en particular, también lo es sobre
la curva o (t), es decir f (o (t)) tiene un minimo en ¢y = 0 y por tanto si tomamos g (t) = f (o (1)),
entonces ¢’ (0) = 0.

Usando el teorema de la funcién compuesta

Fle@) =V(o ) o' (t) = W%ﬂé"%

y evaluando en tg = 0

Vi(@(0) o' (0)=0=Vf(a) o (0)=0

lo que indica que esos dos vectores son perpendiculares.
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14 Capitulo 15. Aplicaciones del cdlculo diferencial de funciones de varias variables

Recordemos ademéds que h (o (t)) = 0; V¢, luego derivando respecto de ¢

o () = P00 SN O

De nuevo igualando en tg = 0

Oh (a) 0x1 Oh (a) Oz, e,
. 9on _ h : -
0z, 0t 4+ -+ 0z, Ot 0= Vh(a)-o'(0)=0

luego estos dos vectores también son perpendiculares entre si. lo que implica que Vh (7) y Vf (7)
estdn en el mismo subespacio vectorial, es decir son linealmente dependientes y por tanto, debe existir
A € R, que cumple

Vf(d)+AVh(d)=0.

Este razonamiento se puede realizar andlogamente si el nimero de restricciones es mayor que 1, lo que
nos conducirfa al siguiente resultado.

Teorema 15.6 Sea f: ACR" —= R, f € C'(A). Si @ € A es un extremo de f (x) condicionado por
las restricciones (ligaduras)

hi(z1,...,2,) =0 i=1,...,m<n

siendo h; : ACR" =R, con h; €C*(A);i=1,...,m = I\,..., \m € R, llamados multiplicadores
de Lagrange, tales que @ es un punto critico de la llamada funcién lagrangiana definida por

m

L(xl,...,xn,)\l,...,)\m):f(a:l,...,xn)—i—Z)\ihi(ml,...,xn)
=1

es decir, se cumple
VoL (@)=Vf(a@)+>", \MVhi (d)=0

VL(d)=0=
V)\L(?):hi(l‘l,...,(cn)zo

N
donde YV, y V representa las derivadas de L respecto de @ y A respectivamente.

.. . . N
Observacion 15.2 De nuevo el teorema nos da las condiciones necesarias para que un punto o sea
un extremo de una funcion codicionado a unas restricciones (se denominan extremos condicionados),
pero no son suficiente, su cumplimiento no garantiza que el punto sea realmente un extremo.

.. — .
Observacién 15.3 Tanto los valores de A1, ..., Ay como los de @ = (a1, ...,ay,) son desconocidos y
se obtienen al resolver el sistema de n + m ecuaciones que proporciona la condicion estacionaria

2 (@)= 0= 2L (@) + M (@) + 02 (@) o+ An i (7) =0

e (@) = 0= ZL (@) + MG (@) + G2 (@) + -+ Az (@) =0

%(7):0:>h1(?):0
(@) =0= hy(d)=0
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15.3. Extremos condicionados: Método de los multiplicadores de Lagrange 15

Ejemplo 15.11 Vamos a resolver mediante el método de los multiplicadores de Lagrange el sigu-
iente problema de optimizacion no lineal, que representa la distancia minima del punto (1,2) a la
circunferencia de centro (0,—2) y radio 1

Minimizar  f (z,y) = (z — 1)* + (y — 2)?
Sujeto o h(z,y) =22+ (y+2)°—1=0

Representado grdficamente como:

2w oLl
y
AR L
X
2+
4+

Construimos la funcion lagrangiana

I _ 2 2 2 2

@y, ) =@-1)"+@H-1)"+A(z"+ (y+2)" -1

y buscamos sus puntos criticos

L -0 = 2 —1)+2xz =0 (x—=1)+Xx=0

VL=0={ =0 = 20-2)+22(y+2)=0 ={ y-2+A(y+2) =0

=0 = a2+(y+2°-1=0 2+ (y+2)7*-1=0

Para resolver el sistema despejamos x en la primera ecuacion

1
(x—1)+)\x:0:>x(1+)\):1:>;g:m

notar que A # —1, ya que en caso contrario en la primera ecuacion obtendriamos —1 = 0, lo que es
imposible, y por tanto podemos dividir por (A + 1). Y hacemos lo propio con y en la sequnda ecuacion
2 -2\
1+ A

(y—2)+ A (y+2)=0=y(1+N)=2-2A=y=

Sustituyendo estos valores en la dltima ecuacion

1 \? 2 -2\ 2 1 \? 4 \?

2 2

2’ —1= — ST 9) —1= . LI
Tt y+2) 0:>(1+>\> +<1+/\+> O:><1+)\> +<1+)\> 0
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16 Capitulo 15. Aplicaciones del cdlculo diferencial de funciones de varias variables

multiplicando por (1 + \)? toda la ecuacion
1+16—(1+XN2=0=17=(1+\)?
Tomando la raiz cuadrado en ambos lados obtenemos dos valores para \
1+A=£V1T= A= -1+ V17

y esto nos permite obtener dos valores para x e y

_ 1 _ 1
Y= T U 1 4
A=—1+V1T= :>p1:<,_2>
gon  2-2(—1+VIT) 4 9 V1T V1T
Yy=7x = 17 - Vi
_ 1 1
TR T TV 1 4
_2_2)\_272(717\5)__ 44 V1T W17
Yy=1x = —ViT =~/

Sustituyendo en la funcion f (x,y) ambos puntos se comprueba que
1 4 1 2 4 )2
P = —Y—— 2| =—=-1] +|—=-2—-2) =18-2V17
=1 <¢17 V1T ) (m ) (W?
1 4 1 2 4 2
f(P2)=f< 2>=<——1) +<——2—2> =18+ 2V17

VT VT V1T V1T
Luego como f (P1) < f (P2), el punto Py es un minimo y Ps serd un mdazimo. Lo vemos grdficamente
NENCE
y
2 4 1 2
P1 X

Ejemplo 15.12 Halla los puntos extremos que alcanza la funcion f (z,y) = x+y?, cuando (x,y) estd
situado sobre la circunferencia x? + y? = 25. Para ello vamos a construir el Lagrangiano

L(z,y,\) :ac+y2+)\(a;2+y2 —25)
y buscamos sus puntos criticos

L= = 1+2a=0 (1)
9 —0 = 2y+2w=0 (2
U =0 = 224+42-25=0 (3)
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15.3. Extremos condicionados: Método de los multiplicadores de Lagrange 17

En (2) sacamos factor comin
2y(14+X) =0

que nos da como soluciones y =0 o 1+ A= 0. En el caso de que y = 0, entonces de (3)
2 =25=1=145

Y tendremos dos puntos P1 = (5,0) y P» = (—5,0).
En el caso en el que A = —1, entonces sustituyendo en (1)

1
1-22=0=z==
X X 9

y sustituyendo este valor en (3)

1\ ) 199 \/99 3
<2> +y 5=0=y S 1 4:>y 1 2\/

y tendremos otros dos puntos P3 = (%, %\/11) y Py = (%, —%\/11). Evaluamos la funcién en todos los
puntos encontrados

f(P) = f(5,00=5
f(PZ) - f(_5a0):—5
13 1 99 101
f(Ps) = f<2,2\/ﬁ):2+4:4
13 1 99 101
FP) = f(2,2\/ﬁ>—2+4_ 4

Lo que nos da un minimo en Py y dos mdximos con el mismo valor en P3 y Py. Lo podemos ver en la
siguiente graifica

'
ul
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18 Capitulo 15. Aplicaciones del cdlculo diferencial de funciones de varias variables

15.4. Extremos de funciones sobre conjuntos compactos

Sabemos por el teorema de Weierstrass que si f : K C R" — R, es una funcién continua y K
es un conjunto compacto, entonces la funcién f tiene al menos un maximo y un minimo absoluto
sobre el conjunto K. El problema es que el teorema no nos dice cémo encontrar esos valores. No
obstante, como K es compacto entonces es la unién de su interior y su frontera, es decir K = §KU

[¢]
K, y podemos dividir el problema de buscar los extremos de f en K en dos subproblemas: el primero
e]

consiste en buscar los extremos de f en el interior K, las restricciones no influyen en el cédlculo de
los extremos relativos, es un problema sin restricciones; obviamente los puntos obtenidos con esta
consideracién deben comprobarse posteriormente para saber si estdn o no dentro del conjunto K. El
segundo problema consiste en buscar los extremos en la frontera, en este caso se tendrian que cumplir
las restricciones y serfa un problema de Lagrange o problema con restricciones de igualdad..

Ejemplo 15.13 Vamos a buscar los extremos absolutos de la funcion f (z,y) = 2> +zy—z+1y? dentro
del conjunto K = {(ZC, YER |22 +92<1; y> O}. Los primero que hay que notar es que el conjunto
K es compacto, porque es cerrado, ya que contiene a los puntos de la frontera, representados mediante
las igualdades y ademds es acotado, puesto que es la mitad de una circunferencia como podemos ver
en la grifica siguiente:

X L

2L

Para resolver el problema lo dividimos en dos partes: buscaremos los extremos en el interior del con-
junto y sobre la frontera.
El interior del conjunto seria

K:{(a:,y)e]R|$2+y2<l; y>0}

en este caso las restricciones sélo se tendran en cuenta para eliminar aquellos puntos criticos de f (x,y)
que no cumplan esta restriccion. Los puntos criticos de f (x,y) se obtienen resolviendo la ecuacidn

Vf(x,y)=0

es decir
Ty =224+y-1=0

%(w,y):x—klyzo
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15.4. Extremos de funciones sobre conjuntos compactos 19

que es un sistema lineal que tiene una unica solucion

2 1
PO - ($an0) - <37 _3>

pero como Yo = —% < 0, esta solucion no estd en el interior de K.

La frontera del conjunto estd definida por las igualdades. En este caso habria dos partes en la
frontera: podemos considerar puntos sobre la semicircunferencia (x> +y?>—1 = 0) o podemos considerar
puntos sobre el eje OX (y =0). Por tanto tendremos dos problemas

Optimizar 2%+ 2y — x + 9>
y=20

Optimizar x%+ 2y — x + 9>
22+ y2 —1=0
Ambos problemas son de Lagrange. El primero es muy sencillo, ya que como y = 0, el problema queda
Optimizar 2% —x
z € [—1,1]

que es un problema de optimizacion en una variable que resolvemos de la forma usual, buscando los
puntos criticos de la funcion y comparando con los extremos del intervalo

fry=2>—2=f(r)=022-1=0&2=

2

el punto estd en el intervalo y si comparamos con los valores de la funcion en los extremos tendremos

f(=1) = (-1)°= (-1
F1) = W*-0=0

_ >__1

4

() - G -G

En la semirrecta tendremos un mdzimo en el —1 y un minimo en el punto %, ambos con coordenada
y nula, lo que nos da 2 puntos en el plano

2

P = (-1,0)

1
no= (39)

El seqgundo problema se resuelve utilizando los multiplicadores de Lagrange para tener en cuenta la
restriccion, para ello. construimos el Lagrangiano

Lzy N =2+zy—z+y*+ (> +y* - 1)
y buscamos sus puntos criticos

L =0 = 20+y—1+22az=0 = 2z(1+A)+y=1

VL=0={ % =0 = z+2y+20y=0 = 2+2y(1+))=0
=0 = 2D2+y¥-1=0 =
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20 Capitulo 15. Aplicaciones del cdlculo diferencial de funciones de varias variables

Despejamos X\ de la primera y seqgunda ecuaciones. Suponiendo x # 0

1—y—22

2xe=1—y—2x = \=
2z

mientras que si x = 0, entonces la primera ecuacion nos da y = 1. El punto (0,1) cumple la tercera
ecuacion y sustituyendo estos valores en la sequnda obtenemos A\ = —1. Luego tenemos un primer
punto solucion

P =(0,1); A= -1
Suponiendo y # 0, de la sequnda ecuacion

—r — 2y

TH+2y+2y=0=>2\y=—z -2y => A= 5
Yy

Siy = 0, entonces usando esa misma ecuacion obtenemos x = 0, pero el punto (0,0) no cumple la
tercera ecuacion y descartamos el caso.
Igualando los valores de A

l—y—2c —x—2
g T x2 APEEN 2 (1 —y —2z) = 20 (—x — 2y) <= 2y—2y°—day = —22° — 4oy < 2y—2y)°
Zz Y

de donde obtenemos la relacion

a? =y’ —y
que sustituimos en la tercera ecuacion
P4y -1=0 (V¥ -y)+y’ - 1=0<=2"—y—1=0,

ecuacion de sequndo grado que tiene por solucion

1+V1+8 143 y=1
y: = _=

1 1
y=—3

la solucion negativa no sirve puesto que y > 0. El valor positivo ya lo hemos obtenido anteriormente
ya que x debe ser 0. Sdlo tenemos un punto: el P3 = (0,1).

FEvaluamos la funcion en este punto y lo comparamos con los que hemos obtenido en el apartado
anterior

f(0,1)=1

y deducimos que los extremos globales (o absolutos) son Py (—1,0) es un mdzimo y P» = (5,0) un min-
imo. En la siguiente grdifica vemos en color magenta el conjunto K (la semicircunferencia). Podemos
comprobar que la curva verde que determina la curva de nivel correspondiente al minimo es tangente
al conjunto K es el punto P = (%,0), de forma que si el valor es menor, ya no habrd interseccion.
La curva roja corresponde a la curva de nivel de mayor valor, correspondiente al punto Py = (—1,0),
un valor mayor ya no cortaria a la curva.
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15.4. Extremos de funciones sobre conjuntos compactos 21

Ejemplo 15.14 Vamos a buscar los extremos absolutos de la funcion f (z,y) = xy? dentro del con-
junto K = {(:zz,y) ER|22+y2 <12 >0y > ()}. Los primero que hay que notar es que el conjunto
K es compacto, porque es cerrado, ya que contiene a los puntos de la frontera, representados mediante
las igualdades y ademds es acotado, puesto que es la parte de la circunferencia de centro (0,0) y radio
1 que estd en el primer cuadrante como podemos ver en la grifica siguiente:

2T

y

X L

2+

Para resolver el problema lo dividimos en dos partes: buscaremos los extremos en el interior del con-
junto y sobre la frontera.
El interior del conjunto seria

K={(z,y) eR|2*>+y*> < Lz >0y >0}

en este caso las restricciones sélo se tendran en cuenta para eliminar aquellos puntos criticos de f (x,y)
que no cumplan esta restriccion. Los puntos criticos de f (x,y) se obtienen resolviendo la ecuacion

Vf(z,y)=0

es decir of
%($,y)20<:>y2:0

9 (2,y) = 0 <= 22y =0
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22 Capitulo 15. Aplicaciones del cdlculo diferencial de funciones de varias variables

que tiene por solucion los puntos de la forma
P[) = (SC, 0)

pero como y = 0, esta solucidn no estard en el interior de K y no hay candidatos a extremos que
cumplan estas condiciones

La frontera del conjunto estd definida por las igualdades. En este caso habria tres partes en la
frontera: podemos considerar puntos sobre la semicircunferencia (x>+y*—1=0) , podemos considerar
puntos sobre el eje OX (y = 0) y puntos sobre el eje OY (x = 0) Por tanto tendremos tres subproblemas

Optimizar —xy?

Problema 1 {
y=20

Optimizar —xy?

Problema 2 {
=0

Optimizar x>

Problema 3 { 242 —1=0

Los primeros son muy sencillos, ya que en ambos la funcion toma el valor 0. Como tememos que
manternos en el conjunto K, tendremos puntos de la forma

P, = (x,0) con z € [0,1]

y también de la forma
Py =(0,y) cony€0,1]

en todos ellos la funcion es igual a 0.
El tercer problema se resuelve utilizando los multiplicadores de Lagrange para tener en cuenta la
restriccion, para ello. construimos el Lagrangiano

L(z,y,\) = zy? 4+ A (:1:2 + 9% — 1)
y buscamos sus puntos criticos

L=0 = P+2x=0 = yP+22=0
VL=0={ =0 = 20y+20y=0 = 2y(z+X)=0

=0 = 224+y>-1=0 =
De la sequnda ecuacion tenemos dos opciones
y=0o0x=—-A

Para el valor y = 0, sustituimos en la tercera ecuacidn y obtenemos el valor 1 para la x, obtenemos el
punto (1,0), aunque este punto es de la forma P, que ya se han considerado en el apartado anterior.

Pr=(0,1); A=-1
Suponiendo ahora el caso A = —x, sustituimos en la primera ecuacion

y2+2)\m:0:>y2—2:n2:0:>y2:2332
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15.4. Extremos de funciones sobre conjuntos compactos 23

y podemos sustituir en la tercera ecuacion

1 1
$2+y2—1ZO:>x2+2x2—1:():>3$2_1:0:>$2:§:>$:i7

=

descartamos la solucion negativa puesto que estaria fuera del conjunto, de este modo

1
T=—
V3
y por tanto
2 _ 2 V2

y=s=y=*t—7=

3 V3

y de nuevo descartamos la solucion negativa para quedarnos con un unico punto

(1L
PZ‘(@@)

Para los puntos obtenidos en todos los apartados evaluamos la funcion

f(Px) = f(Py):O

2
fmy — L (¥2) 2
RRVERRVEY BN
que serian minimos y mdximo respectivamente. Vemos en la grifica las curvas de nivel de la funcion

xy?. La curva en verde representa a la curva de nivel minimo y corresponde con los puntos de los ejes
coordenados, mientras que la curva en rojo representa el valor mdzimo obtenido.
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