Capitulo 14

Calculo diferencial de funciones de
varias variables

14.1. Derivadas direccionales y parciales

Definicién 14.1 Sea f : A C R" — R, con A un conjunto abierto, sea @ € Ay v € R", con
v # 0. Llamamos derivada de f en @ en la direccién v (o segin ') al limite
— — —
t —

Si v =1, entonces la derivada anterior se denomina derivada direccional de f en @ segin v'.

Ejemplo 14.1 Calcularemos la derivada de f (x,y) = xy en el punto @ = (1,1) en la direccion

T = (%, %) Para ello, utilizamos la definicion que acabamos de introducir

o .
Dz f(a) = D(%7%)f(171) }E}% M }/E% t
t t 2t 2 2t t?
B I ) e S T R G A P PR
= lim = lim = lim =lim-—+ - = —.
t—0 t t—0 t t—0 t tHO\/i 2 \/§

Luego
D, \f(1L1)=—.

V2’2
En la imagen 14.1 vemos la interpretacién de la derivada direccional: Es la variacién que experi-

* 2 . .2 —
menta la funcién f en la direccién .

Ejemplo 14.2 Calculemos la derivada de f(x,y) = zyz en el punto @ = (1,1,1) en la direccion
3
v = (1,—1,0).

f((laLl)+t(17_170))_f(17171) ; f(1+t71_t71)_f<17171)

Daf(@) = Da-rof (1.1) =i t = fiy t
1+t)(1—-t)—1 1—-t?2—1 —t?
= h'm( +1)( ) =llm———=llm—=1llm—¢t=0
t—0 t t—0 t t—0 t t—0

Luego



2 Capitulo 14. Calculo diferencial de funciones de varias variables

Figura 14.1: Interpretacién geométrica de la derivada direccional.

P . — — , . L
Definicién 14.2 Si tomamos como vector v = e, el k—ésimo vector de la base candnica de R™, es

decirer = [ 0,.. 0 |, entonces Dg; (@) es la derivada parcial de f en @ respecto a xy, y

~—
k
se escribe como % (@), Dpf (@) o también f., (@), por tanto

Of s 1. f(d +teg) - f(a)
By (@) = t

Ejemplo 14.3 Vamos a obtener la expresion de las derivadas parciales para una funcion f : A C
R2 — R. En este caso @ = (z,y) y las dos derivadas parciales serian:

X — —

y — —

Por ejemplo, supongamos que f (x,y) = x? + y2, entonces

of fltty) = fly) (ﬂ3+t)2+y2—(a?2+y2) Lt 24y — (2 4 y?)
— (z,y) = lim = lim = lim
ox t—0 t t—0 t t—0 t
2+ 2t
= i T it 20 =2
t—0 t t—0
of [yt~ fley) L 2+t (@) 22y’ - (P +yP)
— (z,y) = lim = lim = lim
Ay t—0 t t—0 t £—0 t
L P2ty
= lim — =1imt 42y =2y
t—0 t—0
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14.1. Derivadas direccionales y parciales 3

Observacién 14.1 Vemos que la derivada parcial de una funcion respecto de una variable xy, se

obtiene al considerar el resto de variables x1,x2,...,Tk_1,Tkt1,--.,Tn COMO pardmetros y tratar a f
como una funcion de sdlo de la variable xy. Por ejemplo para f (x,y) = xy
of of

%(ﬂzy)zy y afy(ﬂ%y):l‘

Para el caso n = 3, utilizaremos como variables x, ¥y, z y pondremos %, % y %. Por ejemplo para
f(@y,2) = xyz

OF (5,,2) = O (5,,2) = O (5,y,2) =
ax ':L" y7 Z - yz? ay m? y’ Z - xz? y ay x? y? Z - :L‘y

Ejemplo 14.4 Calculemos las derivadas parciales de la funcion
1 (@) = e sy

Para la variable x hay que suponer que y es un pardmetro y por tanto

af 2
— (x,y) = 2xe™ T5NY,
B (oY)
Mientras que para la derivada respecto variable y, es x el que adquiere ahora el papel de pardmetro:
8f :c2+seny

5g (&Y) = cosye
Ejemplo 14.5 Calcularemos las derivadas parciales de la funcion

Yy
flzy) = 22+ o2
Para la variable x ) )
y (@ +9?) — 22 (xy) _ y* —a%y
(22 +12)? (22 +92)%

0
o (w9 =

Mientras que para la variable y :

of

T (:E2 + y2) — 2y (zy) 3 — zy?
aiy («T,y) -

(2 +y2)° (@)

Ejemplo 14.6 Calculemos las derivadas parciales de la funcion

3

flay) =4 ¥y
0 si (z,y) = (0,0)

si (z,y) # (0,0)

Supongamos (x,y) # (0,0), para la variable x

of (z.7) 322 (1:2 + y2) -2z (:1:3) xt 4+ 3z%y?
5. \L, = = )
oz Y (22 + y2)2 (22 + y2)2
mientras que para la variable y, obtenemos
of —2yz3
o (z,y) = 2, . 2\2
Yy (22 +9?)
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4 Capitulo 14. Calculo diferencial de funciones de varias variables

Para el punto (0,0), es necesario utilizar la definicion mediante limites:

t3
R 3
1 — — 21 02
ﬂ(o’o)zﬁmf((@,o)ﬂ( 0) = f(0,0) . [0 —-f(0.0) | 40> " _
oz t—0 t t—0 t -0 t t—0 ¢3
03
1)) — — 242
ﬁ(oyo):ﬁmf((ovo)ﬁ(o’ ) —=f0,0 _ . fOH=Ff00) . 02+ .0 _,
Oy t—0 t t—0 t t—0 t t—0 ¢
Observacion 14.2 A diferencia del caso de funciones reales de una variable, una funcion f (z1,...,xy)

puede tener derivadas parciales en un punto y sin embargo, no ser continua en ese punto.

Ejemplo 14.7 Vamos a comprobar que la funcion f (x,y) definida como

——— st (z,y) #(0,0)
flay=4 © Y

0 st (z,y) = (0,0)

tiene derivadas parciales en el punto (0,0), pero no es continua en dicho punto.
Calculamos las derivadas parciales en (0,0), usando la definicion por limites

t-0
— —0
%(0,0) — iy (0,0 +2(1,0)) - £(0,0) _ (. f(0)—-F(0,0) . 24+02 ~ _ . 0 o,
ox t—0 t t—0 t t—0 t t—0 t
0t
oy t—0 t t—0 t t—0 t t—0 t

Ambos limites existen y son finitos, y podemos decir que la funcion f (x,y) tiene derivadas parciales
en el punto (0,0) con valores
of of

a(0,0)za—y(0,0):O

Comprobaremos ahora que f (x,y) no es continua en (0,0), para ello vamos a calcular el limite de la
funcion en (0,0) usando coordenadas polares

lim f(z,y) = x=rcosf,y=rsend

(z,y)—(0,0)
0 6 2 cosfsend
}11% f(rcosf,rsenf) = }12(1) 7“2(:‘(():;89 )4-(7;2682112) 5= }13% % = }12(1) cos @ sen ) = cos @ sen 6.

El limite depende de 6 y por tanto no existe y la funcion no es continua en ese punto.

14.2. Derivadas parciales sucesivas

Definicién 14.3 Sea f : A C R® — R, con A un conjunto abierto. Supongamos que f tiene
derivadas parciales respecto a las variables xp en todos los puntos de A, entonces, podemos definir
la funcion derivada parcial respecto a
2. ACR* — R
N

O - of =\ _ —
z ~ @(x)—fwk(x)
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14.2. Derivadas parciales sucesivas 5

Al ser una funcion de varias variables es suceptible de ser derivable de nuevo respecto de xj o también
respecto de otra variable distinta. Fstas derivadas se denominan derivadas parciales segundas, o de
segundo orden (o de orden 2) de f respecto de xj, y x;

fon = OF 0 (0F
PR3 6$k8$J - a.%'j a.%'k

Notar que el orden de derivacion es de izquierda a derecha.

Del mismo modo, podemos extender el concepto como sigue:

Definicién 14.4 Se llama derivada parcial de orden k respecto de las coordenadas i1,...,i a la

funcion
f B 319]0 B o ak—lf
Ti T 8mi1 ce 8$lk a 8:ka 8$i1 e 89%71

Diremos que f € C* (A) si admite derivadas parciales de orden k en todas las variables y son continuas.

Ejemplo 14.8 Para encontrar las derivadas parciales de orden 2 de

f(zy) =2’y +9°

primero derivamos respecto de cada variable:

of

871:_2'ry7
Of _ 2 o2
8y—a: + 3y°.

Y cada derivada parcial obtenida, que vuelve a ser una funcion en las variables x e y, se vuelve a
derivar respecto de cada variable

0
8—f = 2zy =
z 9 f o (of
dz0y — Oy (790) =2z
92f _ 8 (of) _
of 3y8$7%(7y>72x
87 = .’132 + 3y2 —
Y 2f o (of
o7 = oy (7) = Gy
Observemos en este caso que ocurre
0% f B 0% f
0zdy  Oyox

Este resultado se puede extender mediante el siguiente teorema.

Teorema 14.1 (Teorema de Schwarz o de Clairaut) Sea f: A CR" — R, con A un conjunto
abierto y f € C* (A). Supongamos que existe la derivada parcial de sequndo orden respecto de Tj Y Tk,

2 . . . . 2
8375{@ y es continuas en @ € A = Euxiste la derivada parcial de 2° orden respecto de xy, y Tj, 8;:178];

J J
y ademds

0% f O f

a:L‘kal‘j N 83:j8:ck
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6 Capitulo 14. Calculo diferencial de funciones de varias variables

La hipétesis de continuidad del teorema es esencial. Por ejemplo si tenemos la funcién

22—
f(z,y) = Ve T (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

Veamos que no se cumple el teorema de Schwarz. Primero calculamos las derivadas parciales primeras
para puntos (x,y) # (0,0)

O () = (B2%y —¢°) (2 +97) — 22 (2%y —wy?®) _ a'y — ¢ + 4a?y?
du ’ (332 + y2)2 (:E2 4 y2)2
g (z,y) = (3:3 — 33:y2) (332 + y2) — 2y (xsy _ xy3) _ 25— oyt — 4y
< (22 +y2)? (22 + 2)°

Y ahora en (0,0), usando para ello la definicién por limites

t2—02
£ 0 0
t — 2 2
98 (0,0) = 1img LEO=F00) 0 " "0z 0 0
ox t—0 t t—0 t t—0 ¢
02—t2
0t " 0
_ 2 2
9F (0,0 = 1ig L&D =F0.0) (0 7 22 0 0
oy t—0 t t—0 t t—0 t

Por tltimo, vamos a calcular las derivadas parciales cruzadas en (0,0), usando también la definicién
por limites

of 0 (of o doy-800  SF
axay(O,O)—ay<%>(070)—}£% t _%E}%T—_l
of o (of Mo -% 00 A
a0 = ay (o) 00 = kg PR i <

i Por qué no coinciden? La respuesta es sencilla, hay una hipétesis que falla y es la de la continuidad,
vamos a comprobarlo. Si tomamos la derivada parcial segunda cruzada para (x,y) # (0,0)

of (334 Bt 4+ 12x2y2) (932 + y2)2 . (:1:43/ — Pt 4x2y3) Ay (xz + y2) B (xQ . yz) (10x2y2 4oty y4)

D0y (z,9) = (22 + y2)? B (22 +2)?

y tomamos limites iterados cuando (z,y) — (0,0)

2 2 2,2 4 4 6

T — 10z“y” + z* + —
T y)(2 Y Y g S =1,
y—0x—0 (.CC +y ) y—0 (y )

2 2 2,2 4 4 6

Tl — 10zy“ + 2= +
Y 1 y)(2 Y y)zlfm”;gzl,
byt @+ 1) b (a2)

nos dan valores distintos, por tanto el lfmite no existe, lo que hace que esta derivada parcial no sea
continua y no se puede aplicar el Teorema de Clairaut.

©SPH



14.3. Diferencial de una funcién en un punto 7

Definicién 14.5 Dada f : A C R* — R, con A un conjunto abierto y @ € A. Supongamos que

existe g—f (@). Llamamos gradiente de f en @ y se expresa como YV f (@) al vector definido por

T
af af
—\ _ (Y] = YY) o=
i@ = (gl )
Teniendo en cuenta la definicién de derivada direccional y el gradiente de una funcién en un punto,
se puede comprobar que
Dyf(a)=(Vf(a);v)=Vf(a) v

siendo (;) el producto escalar euclideo en R™.

Definicién 14.6 Dada f : A C R — R, con A un conjunto abierto y @ € A. Supongamos que
f € C?(A), definimos la matriz Hessiana de f en @, a la matriz de My, (R) definida por

02f (— 0%f [—

Tx%(a) axlaxn(a)
Hf(d)= : .

0?2 9?2

se denomina Hessiano o determinante Herssiano de f en @
det (Hf (@) =|Hf ().

Se llama menor Hessiano de f de orden k en @, Arf (d@) a

O%f (= %f (=

Tﬁ(a) axlaxk(a)
Apf(a) = : )

2f (= O2f (—

8zk8x1(a) W(a)

14.3. Diferencial de una funcién en un punto

Hemos visto que el hecho de que una funcién escalar tenga derivadas parciales, no implica que la
funcién sea continua. Sin embargo, podemos definir una propiedad que si implique esta condicién: la
diferenciabilidad.

Definicién 14.7 Sea f : A C R®* — R, con A un conjunto abierto y @ € A. Diremos que f es
diferenciable en a <= 3 L :R"™ — R, con L una aplicacion lineal tal que se cumple

f(@+n)-s@ - .,

lim =
[7]~o a
—
siendo h € R™ y donde ||| es la norma euclidea, asociada al producto euclideo en R™.

. . — — L. ., .
Si se cambia ¥ = @ + h, el limite también puede reescribirse como

P (@) - L(F )

= =
Tr—a H.’L'—G/H

=0
La aplicacion lineal L, se denomina la diferencial de f en T y escribiremos
L (ﬁ) —df (@) -h= <df(7);%’>
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8 Capitulo 14. Calculo diferencial de funciones de varias variables

Observacién 14.3 La diferencial es mas "fuerte”, por exigente, que la derivada direccional, ya que
en este caso el limite en un punto se toma siguiendo una direccion determinada, mientras que para la
diferencial esto no ocurre.

Observacién 14.4 En el caso n = 1, la diferencial de una funcion en un punto a € R, coincide con
la derivada de la funcion f'(a) en ese punto

f'(a) = df (a)
puesto que si f es derivable en un punto a, entonces el siguiente limite existe

fla+h)—f(a)

1i =f
lim Y f'(a)
de forma que pasando el limite a la izquierda
fla+h)—fla)
1 — =
B0 h fla)=0

y agrupando en un unico denominador

L flath) = f(a) = hf (a)

h—0 h

=0

podemos comprobar que

que es una aplicacion lineal.
Proposicién 14.2 La diferencial de una funcion f en un punto df (@), si ewiste, es unica.
Teorema 14.3 Sea f: A CR" — R, con A un conjunto abierto y @ € A.

f es diferenciable en @ = f es continua en @

Teorema 14.4 Sea f: A CR"” — R, con A un conjunto abierto y @ € A. Si f es diferenciable en
@ = Existen las derivadas direccionales de f en @ para cualquier vector v € R™ v # 0 y ademds

Dyf(a)=df (a) - v

Proof. Sea v € R", ¥’ # 0 y supongamos que || 7’| = 1, en caso contrario se toma v = =T Como

. . —_
f es diferenciable en @, entonces

F@+®) 1@ - (@)«

lim
1R —0 [|A]]

de donde se deduce que

con
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14.3. Diferencial de una funcién en un punto

—

Si ahora tomamos h =t7v,

entonces cuando t — 0 = HWH — 0 y por tanto se cumple
f@+t0) = f(@) —df (@) -tV = a(tV)[[tV]|

es decir

y dividiendo por ¢

T AtT) — — T
y tomando limites cuando ¢t — 0
— — — —

t
= limdf (@) +a®tv) |7 |t|

g
im d —N — It t—) L
ltm df (@) 7 + |7 lim o (47) -

estd claro que
%I/H(l) a(tv)=0

[¢]

por otra parte 3 estd acotado ya que s6lo toma valores —1 y 1, por tanto

t
lim o (t0) It =0
t—0 t

y se cumpliria

o F (@ +17) — £ (@)

t—0 t :df(a)v

pero el primer limite, es la definiciéon de derivada direccional, luego se cumple
Do f (@) =df (@) T
|

14.3.1. Relacion entre las derivadas parciales y la derivada direccional

Del apartado anterior se deduce que si f es diferenciable en “a’, entonces

ggfk(?):df@)a k=1,....n

Como ademds si v € R" y {e;},_, es una base de R", entonces
v:me_f—i--”—i-vna;
lo que nos conduce a
Do f (@) = df (@) T = df () (@ + -+ + vae)

©SPH



10 Capitulo 14. Calculo diferencial de funciones de varias variables

y siendo df (‘@) una funcién lineal, se cumple

df (@) (vies + -+ vney) = df (@) (v1e1) + -+ df (@) (vner)
= ”1(9851(7” --+vnai(7)

y con la definicién de gradiente
i (3)-T =Vf(T) 7.

Teniendo en cuenta el resultado del teorema obtendremos

Do f(@)=df (@)- T =Vf (@) T

Ejemplo 14.9 Vamos a calcular la derivada direccional de la funcion f(x,y) = zy en el punto

@ = (1,1) en la direccion v = (%, %) Para ello, sdlo necesitamos calcular el gradiente

Vi(z,y) = (y,2),

evaluar este gradiente en el punto @ = (1,1)
Vi(a@)=Vi1,1)=(11),

1

V2

y realizar el producto escalar entre este vector y el vector v = (

‘
=
&

N 2 S Y U SO I
vita) - v=Q1.1 <\/§’ﬁ)_\/§+ 5=V

Expresiéon general de la diferencial de una funcién

Consideremos la funcién identidad restringida a la k—ésima coordenada, es decir, definimos gy (21, . . .

como
gk (21, ., T0) = Ty,

que cémo sélo depende de z, y para simplificar, podemos poner
dgr, (xla s 7$n) = dxy

con esta notacién y usando las relaciones entre la diferencial y el gradiente

9 o)
d$k<?):dg(7)?:U1£++’Ulaiagg::fuk
Finalmente podemos poner:
df (@) v = v18x1(a)+ +018xn(a)
_ 9f - of
= e (a)d:nl—l—...—i——amndxn

El reciproco se cumple con continuidad.

©SPH
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14.3. Diferencial de una funcién en un punto 11

Proposicién 14.5 Sea f : A CR® — R, con A un conjunto abierto y @ € A. Si f admite todas las
derivadas parciales y son continuas en @ = f es diferenciable en @ .

Proposicién 14.6 Sea f,g : A C R® — R, con A un conjunto abierto y @ € A. Con f y g es
diferenciable en @ .

1. La funcion f + g es diferenciable y
d(f+9)(a)=df (a)+dg(a).

2. La funcidn f - g es diferenciable y

3. Sig(d)#0, g es diferenciable y

P o g(@)dF (@)~ (@) dg ()
d<g>(“>‘ 9(a) |

Podemos extender el concepto de diferenciabilidad a funciones en campos vectoriales.

Definicién 14.8 Sea F : A C R* — R™, con A un conjunto abierto y @ € A. F es diferenciable
en @ <= 3 L:R" — R™, una aplicacion lineal tal que

. F(7+?)—F(6’)—L(7)

7]~ 7]

=0 eR™
Como antes pondremos
L=dF (a),
que en este caso seria una matriz.
Proposicién 14.7 Sea F : A CR" — R™, con A un conjunto abiertoy @ € A. Si F = (f1,..., fm)
F es diferenciable en @ <= f, es diferenciable en @ como campo escalar, k=1,...,m

La diferencial viene dada por la llamada matriz Jacobiana, que escribimos JF o VF

ofi (f1- - fm) o (@) - g (@
@ = (@), s |
j=1,..m " %fTr;z (@) - gﬁ: (@)

Cuando la matriz Jacobiana es cuadrada, su determinante recibe el nombre de Jacobiano.

Ejemplo 14.10 Dado el campo vectorial F : R3 — R3

F(z,y,2) = (:c—l—y—i—z,x2—yz+z2,xyz)

entonces
1 1 1
JE=| 22 —z 2z-—y
Yz Tz Ty

©SPH



12 Capitulo 14. Calculo diferencial de funciones de varias variables

Ejemplo 14.11 Dado el campo vectorial F : R> — R*
F(z,y) = (2% — y,0,sen (zy) , €*)

entonces
2x —1
JF — 0 0
ycos (zy) xcos (zy)
0 2e2Y

14.3.2. Teoremas importantes

Teorema 14.8 (Teorema de la funcién compuesta - Regla de la Cadena) Sea F': U CR" —
R™ G:VCR™ — RP, con U yV abiertos de R"™ y R™, respectivamente. Si F' es diferenciable en
@ €U yG diferenciable en F(d) €V = GoF:U CR" — RP, es diferenciable en @ vy ademds

d(Go F) (@) =dG (F(T))dF ()

que es una aplicacion lineal de R™ en RP.
Usando la matrices Jacobianas

J(GoF)(a@)=JG(F(a))JF(a)

que es un producto de matrices.
En particular sip=1=J (G o F) (@) es un vector columna cuyos elementos son

2CoL) Gy = 3 2 (p(ay 2L

a E=1,...
6ack Tp 8$k(a)7 ’ ,

J]=

o

siendo f; la componente j—ésima del campo vectorial F'.

Ejemplo 14.12 Sea f : R* — R? con f (z,y,2) = (2?2 — 3cosy,3 — zy) y sea g : R — R con
f (u,v) = ue=. Calcularemos el valor de J (go f) (z,y, 2).

Vamos a obtener el resultado de dos formas distintas. La primera es a través del teorema de la
funcion compuesta. Para ello necesitamos las matrices Jacobianas de cada una de las funciones

_( 2zz 3seny x2
Jf_< 0 —z y>

Jg (u,v) = (6_5”, —5ue_5”)
por el teorema de la funcién compuesta, tendremos

J(gof) (:C>yaz) = Jg(f(:v,y,z))Jf(x,y,z)

es decir
Jg(f(.’L',y,Z))Jf(LL‘,y,Z) = Jg xzz—Scosy,S—zy Jf(x,y,z)
—
2
— (6—5(3—221)7 -5 (.,L,Qz — 3cos y) e—5(3—zy)> ( 28’2 3S_erzly fy >

= (23026_5(3_29); 3senye PG~ 4 52 (x2z — 3cosy) ePB=2Y) 26756-2) 4 5y (xQ,z

©SPH



14.3. Diferencial de una funcién en un punto 13

La otra forma es construir la funcién compuesta

(gof)(z,y,2) = g(f(2,y,2) =g |2%2—3cosy,3—zy
—

= (:czz — 3cos y) e 562y
y calcular la matriz Jacobiana de esta funcion.

J(gof)= ((23:2) e 26=2) 3genye G~) 4 52 (:U2z — 3cosy) e P32y 2675B-2y) 4 5y (:1:22' — 3cosy) e DB~

Ejemplo 14.13 Sea f : R? — R? con f (z,y) = (22 + 3y,3y — 3) y sea g : R2 — R con f (u,v) =
wv. Calcularemos el valor de J (g o f) (x,y, 2).

Como en el ejemplo anterio, vamos a obtener el resultado de dos formas distintas. La primera es
a través del teorema de la funcion compuesta. Para ello necesitamos las matrices Jacobianas de cada

una de las funciones
2 3
=5 %)

Jg (u,v) = (v,u)

Jg (f ($7y)z)) Jf ($7yvz) = Jg 2:1:+3y,3y—3 Jf ($7yvz)
— —~

2 3
= (3y—3,2x+3y)(0 3>

= (6y — 6,18y + 6z — 9)

La otra forma es construir la funcion compuesta

(go f)(z,y,2) = g(f(wy,2)=g|2x+3y,3y—3

= (2z+3y) By —3)
y calcular la Jacobiana de esta funcion.
J(gof)=12By—-3),3(3y—3)+3(2x 4+ 3y)) = (6y — 6,18y + 6 — 9)

Teorema 14.9 (Teorema de la funcién inversa) Sea F': A CR" — R"; F € C%(A). Supong-
amos @ € R™ y supongamos |JF (a)| # 0 =

1. U4 tal que F : Uz — F (U5) es una biyeccion.

a

2. F(Uz) es un abierto.

3. 3F Y. F(Uy) — Uy con F71 € C1(A).

a
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14 Capitulo 14. Calculo diferencial de funciones de varias variables

4 Yy e F(Ug) = (FY) = m
1

Fr(F~1 (y))

Ejemplo 14.14 Vamos a buscar la derivada de la inversa de f (x) = 22 utilizando el teorema de la
funcion inversa. Sabemos que y = 2, por tanto x = VY de este modo

se refiere a la inversa de una matriz, es decir, JE' (f (zq)) = (JF (20)) "

notar que

O bien por otra forma

_1 _ _ _
Um0 = 577wy " 7l 2

Ejemplo 14.15 Sea el cambio de coordenadas entre coordenadas cartesianas y coordenadas polares

{x:rcose}@{rzm}

y = rsenf 6 = arctan ¥

Tenemos la funcion ¢ definida como

[0,00[ x [0,27] — R?
(r,0) ~s o (r,0) = (rcosf,rsenf)
de forma que
oz oy
9 = cos 6 = sen 6
Y
9% _ 1 send W cost
50 = e 50 — T Co

Jp = ( cos —rsenf >

senf rcosf
es la matriz Jacobiana, podemos y por tanto
-1 0 no
_ 0 — 0 COS se
Jo l= ( o8 "en > = ( senf cosf |.

senf) rcos6

T r

Podemos comprobar efectivamente que si usamos el cambio inverso, de cartesianas a polares

00 ) Y rsen 0 sen 6
O T T s Ox 1+(g>2 x? 4 y? r? r
ox \/m r r z
)

or Y y rsenf 0 0 1 ) )

=== = sen —
oy 22 + 12 r ov T _ T _ reos¢ _ cos

\ T
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14.3. Diferencial de una funcién en un punto 15

Se usa para cambios de variables de ecuaciones en derivadas parciales.

Ejemplo 14.16 Dada u = u (t,x) y la ecuacion en derivadas parciales

0%u 0%u
— = =0
ot? Ox?
Vamos a calcular la expresion de la ecuacion si hacemos el cambio
a = x+ct,
6 = x—ct.

El objetivo es expresar la ecuacion en derivadas parciales en términos de las variables o y 3. El cambio
de variables viene dado por la funcion:

gp:R2 — R2
(tx) ~ ota)=(ap) = (w+ctz—ct)

En primer lugar, debemos conocer si el cambio de coordenadas es vdlido.
1
Jp = < 1 fc > = |Jp|=—c—c=—-2c#0; VYc#0

Luego si ¢ # 0, el cambio es vdlido.
Para obtener la ecuacion en las nuevas variables, hay que buscar la expresion de las derivadas
parciales de (t,x) frente a las variables (o, ), haciendo uso de la regla de la cadena, puesto que

u(t,x) =u(a(t,z),B(t,x))

tendremos

8u_8u8a @%_C%_ @

oot oot ‘oa 9B
82u_8 ou ou) 0 8u_8 ou
7 = o)~ (o) ~a ()
(8(>“ 7 (55) a) < (3 (35) & o5 (35) )
P HETAGE oo \95) ot " 95 \ o5
0*u > 9%u 9%u

(a 8a86 (aﬁaac N 3520)

2u 82

- ( 3a86+852>

8u_3u8a+@%_8j+%
Or Oadxr 0B0x Oa 0Of

() -

0

B
0 9 (ou a8
‘a< ) 85( +ﬁ>

6 U 82u
6042 80485 6&2
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16 Capitulo 14. Calculo diferencial de funciones de varias variables

y sustituyendo en la ecuacion en derivadas parciales

@_02@ 0 2 82u_282u +82u _6282u+282u +82u_
ot? ox? da? " 0adB B2 0a?  “0adB 9%
0*u
. 2 —
4c 9000 0

como ¢ # 0, o de lo contrario el cambio no es vdlido, tendremos:

9%u B
dadpB

que es una ecuacion bastante mds sencilla que la inicial.

Algunas veces las funciones estdn expresadas en forma implicita, es decir, mediante ecuaciones de
la forma
F(l‘l,...,l‘n) =0

como por ejemplo, la ecuacién de una circunferencia de centro (0,0) y radio r = 1, que viene dada por
22+ —1=0.

Y entonces podriamos pensar en si una o varias variables son funcién de las restantes, por ejemplo,
en la ecuacién de la circunferencia, podemos poner a x como funcién de y, del siguiente modo

r=+1-192,
o también podriamos poner a y en funcién de z, de este otro
y==+v1-—22

De esta forma podriamos comprobar la derivabilidad de dicha expresién respecto de la variable cor-
respondiente. Notar que en este caso hay dos posibles funciones y tenemos que quedarnos con una de
las dos, para ello necesitaremos informacién adicional sobre las variables, necesitamos conocer el valor
de la funcién en un punto. En el ejemplo de la circunferencia, si nos dicen que la funcién pasa por el
punto (0, 1) entonces la eleccién para y debe ser y = +v/1 — x2.

A veces no es sencillo o incluso imposible econtrar una expresién explicita de un variable respecto
de otra, por ejemplo

2t S gt —2=0,

no obstante, en estos casos, atin es posible conocer si una variable variable es derivable respecto de otra,
sin tener que encontrar esa expresion explicita. El resultado que nos permite realizar esta afirmacién
es el teorema de la funcién implicita.

Teorema 14.10 (Teorema de la funcién implicita) Sean m ecuaciones
O (1,0 Ty Tt 1y oo Tnem) =0, E=1,...,m

con @, : A C R™™ — R, funciones diferenciables en A, abierto de R",m > 1. Si @ € A es un
punto que cumple
0 (@)=0; k=1,...,m
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14.3. Diferencial de una funcién en un punto 17

y tal que el determinante definido como

9oy 9oy
(@) e (@)
5 Tn+1 Tn+m
(9017 ) Sam) _ . .
Tpalye--s T
8xn—f—l 8«Tn—i—m
entonces existe un entorno del punto @, U, tal que las variables Tyi1,...,Tnim S0N funciones de
las variables x1, ..., xy,, de forma implicita mediante las expresiones de ¢; k=1,...,m. Ademds
-1
a($n+1>"'7$n+m):_< 8(@17"')‘70m) ) <a(()01>7(pm)>
O(x1,...,Ty) O (Tntts - s Tontm) O(x1,...,oy)

Ejemplo 14.17 Vamos a comprobar que la ecuacion
24?422 -1=0

define a z como funcién implicita de (x,y) en un entorno del punto (0,0,1). Y vamos a calcular las
derivadas parciales hasta el sequndo orden de z en el punto (0,0).
En este caso tenemos
oz, y,2) =22+ +22 -1

Por una parte
©(0,0,1)=0*4+02+12-1=1-1=0

y por otra

Op Op
— =22= —(0,0,1)=2+#0
Ep (iE,y’Z) z 82:(7 ) ) G

Luego z es funcion implicita de (z,y) en el entorno del punto (0,0) y ademds z(0,0) = 1.
Calculamos las derivadas parciales, derivando directamente sobre la ecuacion, teniendo en cuenta
que z es una funcion de x ey, es decir, z = z (z,y). St derivamos respecto a x

0
%(x2+y2+z(m,y)2—l) =0
0z 0z
2a:+2za—x = O:>x+za—x—0
y evaluando en el punto (0,0)
0z 0z
Y si derivamos respecto a y
0
a—y(x2+y2+z(x,y)2—1> =0
0z 0z
2 22— = = =
Y+ zay 0:>y+z8y 0,
y evaluando en el punto (0,0)
0z 0z
0 0,0) = (0,0) =0 —(0,0) = 0.
+2(0.0) 5 (0.0) =0 = 22 (0,0)
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18 Capitulo 14. Calculo diferencial de funciones de varias variables

Para las derivadas sequndas tendremos

a—Q:>2 x+z% =0=1+ 9z 2+z&—0
dz? Oz ox) oz ox2 7
y evaluando en (0,0)

z 2 2
L+C;mﬁ0 +d0®22®0) 0.

Sustituyendo el valor de = (0,0) =0, que hemos encontrado en el apartado anterior

02z 82z
1+ anm 0= azmm

Del mismo modo se calcula la derivada seqgunda respecto de y

9 +8— =0=1+ %2+ %—0
Ay 4 z@y N oy zayQ_

que en el punto (0,0), y usando que z(0,0) =1 y ~(0,0)=0

02z 02z
1+ aﬂo@—o:asz)

0%z

. . 924 o .
Finalmente buscaremos las derivadas cruzadas ayor Y dzoy que veremos que coinciden tal y como dice

la tesis del teorema de Schwarz.

0 ( 82) 0z 0z 0%z

- Ozﬁiy%%— 8x0y:

9 n 0z\ _ 0:828z+ 02z B
oz \7 z@y N dx Oy Z@y@m_

e igualando en (0,0), cona (0,0) = ay 2(0,0)=0y2(0,0)=1

2 2
0%z (0,0) = 0%z
0xdy 0yox

(0,0) = 0.

Ejemplo 14.18 FEstudia si

rT+y+z =
m2+y2+z2 =

definen a z ey como funciones implicitas de x en el punto (0,0,3). En este caso las funciones impli-
cadas son

Qol(xayvz) = ZL‘+y+Z—3
¢y (2,y,2) = 2®+y°+2°—9
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14.3. Diferencial de una funcién en un punto 19

1. Primero comprobaremos que el punto en cuestion resuelve las ecuaciones

©,(0,0,3) = 04+0+3-3=0

©:(0,0,3) = 2?2 +y2+22=02+0+3>=9

2. En sequndo lugar calculamos el determinantes Jacobiano de las funciones respecto de las variables
dependientes (y, z)

O(pr,02) (1 1 0 (1, p2)
9(y, 2) ‘(2y 2z>:' 2 (y, 2)

‘11

2 22 ‘:22'—23/

y por tanto

‘3(%@2)
9 (y2)
Luego la respuesta es si. Vamos a calcular las derivadas primeras y sequndas de y, z respecto de

x, es decir, vamos a calcular y',2',y", 2" en el punto © = 0. Para ello derivamos directamente en las
ecuactones

(O,O)‘:2-32-O:65£0

0
%(x—i—y—&—z—?)) = 0&e1+y+2=0

0
8—(x2+y2—|—z2—9) = 020 +2yy +222 =0=>a+yy +22 =0
b
y evaluamos en x = 0; hay que tener en cuenta que en el punto (0,0,3), ocurre
y(©0) = 0
z(0) = 3
Y sustituyendo en las ecuaciones anteriores
1+y'(0)+2'(0)=0 1+y'(0)+2'(0)=0 y'(0) =1
= =
2-0+2y(0)y' (0)+22(0)2'(0)=0 62/ (0) =0 2 (0)=0

Derivando de nuevo obtendremos las seqgundas derivadas

2
%(w—i—y#—z—i’)) = 0= %(1—1—3/—1—2") =0=4y"+2"=0
2 0
5 (2 +y*+22-9) = 0« o (z+yy +22)=0=1+ () +yy" + (¢) +22" =0
que junto con los datos obtenidos antes
y"(0)+2"(0)=0 y"(0)+2"(0)=0
=
L+ (4 (0)* +y (0)y" (0) + (' (0)* + 2 (0) 2" (0) = 0 2+32"(0) =0
que tiene por solucidn
2
"
0) = —
20) = -3
2
"oy = =
y (0) 3
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20 Capitulo 14. Calculo diferencial de funciones de varias variables

Observacién 14.5 La hipdtesis de que la derivada no se anule es fundamental, por ejemplo si tenemos

la ecuacion
2 + y2 =1

vamos a ver que no define a funcién implitica en el punto (1,0). La funcion es ¢ (z,y) = 2 +y> — 1
y por tanto la primera hipdtesis se cumple ya que ¢ (1,0) = 12 +0% — 1 = 0, mientras que para probar
la segunda hipdtesis necesitamos g—f = 2y, pero g—f (1,0) = 0, y vemos que no se cumple, de hecho la

derivada y' (0) no existe, si derivamos en la ecuacion directamente

22 + 2y (z)y () =0

y sustituimos en el punto x = 0, sabiendo que y (0) = 0, obtendremos

2.-1+2y(0)y (0)=0=2=0

lo que es imposible.

14.4. Operadores diferenciales

14.4.1. Gradiente
Hemos visto la definicién del gradiente de una funcién escalar

f: ACR" — R

7 - f(Z)=f(a,...

como

7mn)

_(9f of
Vf(xl,...,:pn— <03:1”8$n>)

que podemos extenderlo a funciones vectoriales

F: ACR* — RM™

T ~ F(Z)=(fi(x1, . xn) s fo (21,0 20))
que en este caso coincide con el Jacobiano
S CONE T )
VF (z1,...,2n) =JF (21,...,25) = : :
G (@) o Ge(@)
14.4.2. Divergencia
Sea
F: ACR*" — R"
T v F(T) = (fi(en, ), fo (21,00 20))
un campo vectorial, definimos la divergencia a
CF =div(F) = =2 ZJz R a2
\Y% iv (F) 8w1(a —i—am(a)—i- +8wn(a)

que podria ponerse como

o 0 o
div (F) = <(axl,8@,...,a$n) s (f1, fa, e ,fn)>
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14.4. Operadores diferenciales 21

Por ejemplo la Ley de Gauss de un campo eléctrico viene dada por la ecuacion

V- E=2
€0

_
siendo E el campo eléctrico, p la densidad de carga y ¢ la permisividad del vacio. Si el campo E es
conservativo, entonces 3¢ = ¢ (z, vy, z) potencial del campo tal que

— — 9
EFE=-V¢=V-E=Vp=p
14.4.3. Rotacional
Dado un campo vectorial en R?
F: ACR®}® — RS
(.’L’,y,Z) ~ F(x,y,z):(f1(a:,y,z),fg(x,y,z),fg(x,y,z))

definimos el rotacional de F' al campo vectorial

- = -

i J k
om0 b o (an_on\=— (9h_oh\— (98 0A\
V X F =rot(F) = 9% 9y 02 _<8y 8z>z+<8z 636) +<8m 8y>k
fi 2 fs

donde

- > 7 L. 3
1,7, k) es la base candnica de R°.

En fisica las leyes de Faraday y de Ampére vienen dadas por un rotacional. La Ley de Farady

0B
_>
VX E=———
8 ot
é
donde B es un campo magnético.
Y la ley de Ampeére .
oF
Vx B = #07 +#050E

14.4.4. Laplaciano
Dado un campo escalar en R"™
f: ACR" — R

(ﬂs,y,z) ~ f(x].v"‘7mn)

definimos el Laplaciano de f a
0% f 0% f
A :v2 =V - (Vf)= — +...4 L
El operador Laplaciano se utiliza para plantear la llamada ecuacién de Laplace (también llamada
ecuacién del potencial) bidimensional homogénea que en coordenadas cartesianas es
or Lo
0z? = Oy
(©SPH



22 Capitulo 14. Calculo diferencial de funciones de varias variables

donde f (z,y) es un campo escalar. Vamos a caclular la expresién del gradiente en coordenadas
polares. Para ello tenemos en cuenta que x = rcosf y que y = rsenf y que el cambio inverso nos da

r=+/z? 4+ y? y 6 = arctan Y Necesitaremos matriz jacobiana de este cambio
T
or x rcosf
— = = = cosf
8$ A /.',U2 + y2 T
or Y rsen 6
= = =send

y por otra parte

[ -4 ~y _ rsenf  senf
oxr 14+ (%)2 x4y r2 r
o0 B i B T __rcosf  cosl

oy 1+ (%)2 x2 + 92 72 r

Usando el teorema de la funcién compuesta tendremos

af 8f87“+0f00 8f a_gsenﬁ
dr  Ordx 00 0x (91“ 00 r

af 8f(97“+0f89 of n9+8icos0
dy  Ordy 960 dy 8r a0 r

y para la derivada segunda
@ B of o_ Ofsenb\ 0 (0f 0 Of senb
02 8x or V"0 ) T ox \or 8x 20 r

B ﬁ 87f 050 + f8( 9)_2 (“Lf sen@_@lﬁ sen
9z \or or Oz €08 Oz \ 06 r 00 Ox T

(82f87“ 0% f 89)(}05 (9f 00 (82f or 82f89)sen9 8f T‘COSQ—

20z T 9ro0 oz sento ~\Grodor T 90%or) + o0 2

= &COSQ— 0f senf cos9+alsen29_ Of cosf —

-\ or? orof or v oroe 862 1 00

— ﬁ 29 _ 0% f sen90080+8lsen29_ 9%f senf cosf ﬁsen29+2gw
= 928 orod r or r orod r 962 12 90 2

_ &cos 29 _ 282f sen@cos@+8isen29+52fsen29 ng

o2 orol r or r 902 2 90 2
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14.4. Operadores diferenciales 23

Rf 9 (0 ) Ofes8) 0 (95 N0 (9] cosd
oy2 Oy \Or 00 r ) Oy ar > oy \ 96 r

0 [of af 0 Of\ cosf Of 0 (cosb
= g5 ()0 ey e+ 5 (5) 5+ e ()

o0sf0— +

or2 dy arae@ ar ‘Y ay oro0dy 992 dy) r 90 r2

nf + — sen 0

(s

0% f 0%f cosb Of cos? 0% f
87 > or r +<

orol 962 r 00

0?f senfcos Of cos’d  O?f senfcos® O%f cos? 6 28fsen00089

2
= %SGIPG‘F

aro8  r T or r < oro8 v 92 2 ‘e 2
B 0? 2 262f senfcosf Of cos’0  O%f cos?h 28fsen00089
- 92t + orob r or r 80% r2? 00 r2

Y ahora sustituimos en la ecuacién en derivadas parciales

2 2
P
ox?2 = Oy?
0? 9 0?f senfcosf Ofsen’f O2fsen?d Of sen @ cos 6
Z 4 ) =L i
<6r2 cos™0 = orol r + or r + 06> 12 + 00  r? > +
0? 0?f senflcos§ Of cos>0  O>f cos? Of senf cosf
<82 et 0 + 281“(9«9 T * ar * 0% 12 280 2 )

Ff 19f  19*f

a2 T ror Mg =0

De igual manera que se define el gradiente de un campo escalar, se define el gradiente de un campo
vectorial que da como resultado la matriz Jacobiana (recordemos que no es otra cosa que calcular el
gradiente de cada una de las componentes del campo vectorial y colocarlas por filas).

Ejemplo 14.19 Calcula el gradiente de los siguientes campos vectoriales

F(z,y) = (2 =%, 2y), G(z,9,2) = (227%™ sen (z + yz)) .

Como hemos dicho, se calcula la Jacobiana de cada funcidn

JF:<2$ —2y>
Yy

22y 222y 0
JG = | yze™* xze™Y? Tyety*
cos(z+yz) zcos(z+yz) ycos(r+yz)

También se define la divergencia de un campo tensorial (matriz cuyas entradas son funciones

escalares) haciendo la divergencia de cada una de las filas de la matriz y colocando el resultado como
un vector.

©SPH
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24 Capitulo 14. Calculo diferencial de funciones de varias variables

Ejemplo 14.20 Calcula la divergencia de los siguientes tensores

m (y2 + 22) —mxy —mxz TYz Y 22 + 22
I=| —maxy m (332 + 22) —myz , A=\ zy 0 1
— _ 2 2 2 2 .2
mxz myz m(:B —I—y) zt4y 2 1

Usando la definicion de divergencia de campo tensorial

_ (0fun | Ofi2 [ Ofiz Ofor | Ofe  Ofaz Ofs1  Ofsa | Ofss
vio= <8x+3y+8z7ax+3y+8z7ax+8y+6z>

= (0—ma —ma,—my+ 0 —my, —mz —mz +0)

= (=2mz, —2my — 2mz)

Ofi1 | Ofi2  0fi3 Ofor  Ofea  Ofaz Ofs1  Ofs2  0Ofss
A =
v (8:6 + oy + 0z Oz + oy + 0z Oz + oy + 0z

= (yz+1422,y+0+0,22+0+0)

= (1+yz+22y,2)

Ejemplo 14.21 Calcula el gradiente y la divergencia del gradiente del siguiente campo vectorial

donde v, E, I son constantes. Hay que calcular Vi y V - V.

1. Nota: el tensor I anterior es el tensor de inercia de una particula de masa m situada en la
posicién (z,y, z), y el campo @ representa el vector de desplazamientos de una barra cilindrica
que estd encastrada en uno de sus extremos y sobre la que actia una densidad de cargas M en
el otro extremo. F, I son pardmetros que indican el tipo de material del cilindro.
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