Capitulo 12

Integral de Riemann

12.1. Introduccion

Supongamos f : [a,b] — R, una funcién acotada y positiva en el intervalo [a,b]. Se pretende
calcular el drea que hay bajo esa curva (zona amarilla figura 12.1)

f(x)

b

Area bajo la curva f (x)

Este drea se representard mediante la notacién usual

/abfcc)dm

y recibe el nombre de integral definida o Integral de Riemann.

El procedimiento que vamos a hacer para obtener un valor aproximado del valor del drea de una
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2 Capitulo 12. Integral de Riemann

curva, por ejemplo, grafica

es construir una serie de rectdngulos con base los puntos del intervalo y como alturas los valores de
la funcién en puntos conocidos del intervalo. En la imagen vemos una aproximacién como la descrita.
En el primer grifico estamos obteniendo una aproximacién por defecto, ya que todos los rectdngulos
caen bajo la curva. En el segundo grafico estamos obteniendo una aproximacién por exceso, ya que
los rectdngulos cubren completamente el drea bajo la curva.
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obtenemos una mejor aproximaciéon. Observemos ademds que la suma por defecto es mayor que la

anterior (deja menos hueco entre la curva y los rectdngulos) y la suma por exceso es menor (la zona
que sobrepasa la curva es menor).

12.1.1. Sumas inferiores y superiores. Integral en sentido Riemann
Definicién 12.1 Se define particién de un intervalo [a,b], como el conjunto definido como

'P:{:L'o,l‘l,...,xn}

donde
a=wo <1< -<xp=">
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12.1. Introduccién 3

Definicién 12.2 Se define norma de la particion P, y se representard por ||P| a:

[Pl = méx {z) — 2k}
k=1,...n

Definicién 12.3 Dadas dos particiones, P y Q, del intervalo [a,b], se dice que P es mas fina que Q
si ||P|| < |1QIl v todos los puntos de Q también estdn en P.

La definicién indica que P divide al intervalo [a, b] en més subintervalos que Q y ademds son més
pequenos.

! TR T |
a x1 x2 x3 x4 x5 x6x7 b
P es mas fina que Q

En la imagen 12.1.1 podemos comprobar cémo la particién P contiene més puntos y sus subintervalos
tienen longitudes menores.

Vamos a considerar que la funcién f es acotada en [a, b] y por tanto también serd acotada en cada
uno de los subintervalos [z;_1, zx] que estd incluido en la particién, denotamos a my y My como

my =min{f (z) : x € [xx_1, x|}
M =méx{f (z):x € [xp_1, 2]}

estd claro que los productos my (xx — xx—1) y My (zx — xx—1) representa las dreas de cada uno de los
rectdngulos, inferior y superior, que tiene como base el subintervalo [xg_1, zk].

Definicién 12.4 Sea f : [a,b] — R, y sea P una particion del intervalo definimos suma inferior de
f asociada a P a

s(P) = my (zx — xp—1)
k=1

y definimos suma superior de f asociada a P a

Las sumas inferiores y superiores dan una aproximacién por defecto y por exceso, respectivamente,
del valor real del drea bajo la curva.
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4 Capitulo 12. Integral de Riemann
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Proposicién 12.1 Sea f : [a,b] — R, con f (x) >0 y acotada en [a,b] y si A es el drea bajo la curva,
entonces, se cumple;

1.
2. Sim=min{f(x):x € [a,b]}
3. Si M =max{f (z):z € [a,b]}

De la proposicién se deduce que
mb—a)<s(P)<A<S(P)<M((b-a)

es decir cualquier suma inferior estd acotada superiormente por M (b — a) y cualquier suma superior
estd acotada inferiormente por m (b — a).

Proposicién 12.2 Sea f : [a,b] — R, con f () > 0 y acotada en [a,b]. Sean P y Q dos particiones
del intervalo, siendo Sea P mds fina que Q, entonces, se cumple:

1.
s(P) 2 s(Q)
2.
S(P)<S5(Q)
<N 15 s(Q) '<\l 15 S(P)
0 1 0
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12.1. Introduccién 5

25 25

20 20

5(Q) 5(°)

XN2
A

Los resultados anteriores nos dicen que las aproximaciones al drea bajo la curva, mediante dreas de
rectdngulos mejoran al tomar particiones cada vez mds finas del intervalo. Si consideramos una sucesién
de particiones Py cada vez mads finas del intervalo, entonces por la proposicién anterior tendremos

s(P1)<s(P2) < <s(Pm)<---
S(P1)=8(P2) = >85(Pm) > -

La primera sucesién es creciente y estd acotada superiormente por M (b — a), mientras que la segunda
es decreciente y estd acotada inferiormente por m (b — a), por la teoria de sucesiones de nimeros reales,
ambas sucesiones tienen limite y tiene sentido la siguiente definicién.

Definicién 12.5 Sea f : [a,b] = R, con f(x) > 0. Si consideramos una sucesion de particiones Py,
cada vez mas finas del intervalo, definimos la integral inferior de f en [a, b]

b
h'ms(Pn):/f

y se define la integral superior de f en [a, b]

b
h’mS(Pn):/ f

Definicién 12.6 Se dice que f : [a,b] — R, con f (z) > 0 y acotada en [a,b] es integrable (en sentido

Riemann), si y sdlo st,
b b
fo=17
Ja_ a

A este valor comun se le denomina integral definida de f [a,b] y se representa por

/abf(a:)daz

1 reQ

Ejemplo 12.1 Probar que la funcion

[ (@) =
0 zre€R-Q

no es integrable en el intervalo [0, 1].
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6 Capitulo 12. Integral de Riemann

Solucién: Sea P una particién cualquiera del intervalo y calcularemos las sumas inferiores y
superiores asociadas a P
P ={a=x9,21,...,2, = b}

Cada intervalo [zy_1, zk| contiene tanto nimeros racionales como irracionales, luego
my =min{f () :z € [rg_1,2£]} =0

My =méx{f (z):x € [xp_1,25]} =1

de modo que

S (P) = ka ((Ek - :Ck,l) = ZO (a:k — .kal) =0
k=1 k=1

S(P):ZMk(xk—a:k_l):ZI(xk—xk_l):mn—mozb—azl
k=1 k=1

esto ocurre para cualquier particién luego

b
/f = lims(P)=1m0=0

b
/ f = lmS(P)=liml=1
a
y por tanto la funcién f (x) no es integrable en sentido Riemann.

12.1.2. Sumas de Riemann. Aplicacién al cdlculo de limites de sucesiones

Definicién 12.7 Sea f : [a,b] — R, una funcién acotada e integrable en sentido Riemann en |a, b
y sea P una particion del intervalo con

P = {:Uo,asl,...,mn},
Si tomamos &), € [xx—_1,xk], se define la suma de Riemann de f en [a,b] asociada a P a
Sr(P)=>_ f (&) (wr — zr1)
k=1

De la definicién ocurre claramente que

mp < f(§) < Mg

y por tanto
s(P)<Sgr(P)<S(P)

Estd claro que si la funcién es integrable entonces el limite de s (P) y de S (P) coinciden cuando
se hacen particiones cada vez més finas, por tanto, si f es integrable el limite de Sg (P) también serd
el mismo (regla del Sandwich) y podemos poner

b
lim Sp (P) = / f (@) da.
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12.1. Introduccién 7

La ventaja que da el uso de las series de Riemann es que, si la funcién es integrable, entonces la particiéon
que tomemos no importa y tampoco importard el punto que tomemos dentro de cada subintervalo en
la particién, por tanto, se eligen particiones y puntos intermedios faciles de manejar. La particién del
intervalo se hard dividiendo el intervalo en n partes iguales

b—a b—a b—a
Pn=<a=2x0,21 =0+ ,Xo = a + 2 s Iy =a+Mn =
n n
es decir
rgo = a
b—a
T = Tg—1+ ) k:]-v T
G 3
XX *n
lo que hace que su norma sea
b—a
[Pl =
n
puesto que todos los subintervalos tienen la misma longitud. Notar que cuando lim, . ||Pyn|| = 0 Se

toma como punto intermedio en cada subintervalo [x_1, x|, alguno de los siguientes puntos

Extremo inferior del intervalo e=wp1=a+ (k-1 E=1,...,n
Extremo superior del intervalo &, =xp =a+ kb*T“ k=1,...,n
Punto medio del intervalo & = %2“‘1 =a+ (k—%)b*Ta k=1,....n

y siempre que f sea integrable en [a, b] podemos poner

b n . n
[ #)de = 1 37 F 60 (- ann) = Jim 0 S 7 (6
a k=1 k=1

n—oo N

Ejemplo 12.2 Probar que f (x) = e es integrable en [0, 1] y calcular el valor de su integral mediante
sumas de Riemann.
Dividiremos el intervalo en n partes iguales, es decir,

b—a

1
n n
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8 Capitulo 12. Integral de Riemann

mientras que

b— k

( a):f,k::(),l,...,n
n n

T =a+k
y usaremos el extremo superior del intervalo como punto intermedio, es decir,

k
gk:l‘kéfk:ﬁ;kzla"wn

de forma que
k
F&) =c =en
y la suma de Riemann seria

zf () (o —ax) = eh = T3 el = 5 (o)

1 k=1 k=1

n
iy . .1
La suma es la de una progresién geométrica de razon e,

Z k 1enevlz—en le%(e—
— (en) = — = — 1
n n n

en—l en — 1

Si ahora hacemos n — oo y recordamos la tabla de infinitésimos equivalentes

e ~1+zsiz—0

luego como
——0sn—o00
n
sucede
/M 14+ = sin— oo
1y por tanto
1
e/ — 1~ =
n
sustituyendo en el limite
1
len (1— len(e—1
lim lee): lim —w lim e%(e—l):e—l
n—oo N 1 _en n—oo n - n—oo

12.2. Propiedades de las funciones integrables
Proposicién 12.3 Sea f : [a,b] — R, acotada en [a,b], entonces se cumple:
1. Si f € C([a,b]) = [ es integrable en [a,b].
2. Si f es mondtona (creciente o decreciente) = f es integrable en [a,b].

3. Si f es continua en [a,b] salvo una cantidad finita de discontinuidades = f es integrable en
[a, b] .

Proposicién 12.4 Sea f : [a,b] — R, integrable Riemann en |a,b], entonces se cumple:
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12.3. Funcién integral. La regla de Barrow. 9

1. Sic€ (a,b) = f es integrable en [a,c| y [c,b] y ademas

b c b
/ f(a:)da::/ f(a;)da:—i—/ f(x)dz
2. Sia € R = af es integrable en [a,b] y

/abaf(x)dm:a/abf(m)d$.

3. Sig:la,b] — R, es otra funcion integrable Riemann en [a,b] = f + g es integrable en [a,b] y
ademds

/ab(fig)(w)dx=Lbf(w)dw+ng(w)dx

4. St f>0enla,b =
b
[ t@da=0

5. Sig:la,b] — R, es otra funcidn integrable Riemann en [a,b] con f(x) < g(x) en [a,b] =

Lbf(m)deng(x)dx

6. |f (z)| es integrable en [a,b] ySi f > 0 en [a,b] =

/abf(a:)da:

Observacién 12.1 Si g : [a,b] — R, es otra funcion integrable Riemann en [a,b], entonces el
producto (f - g) (x) también es integrable en [a,b], pero en general

/ab(f-g)(x)dx# (/abm)d:c) - (/abg@)dx)

de hecho se cumple la Desigualdad de Cauchy-Schwartz

(/ab<f-g><m>dm> s(/ab<f<m>>2dx>-(/:<g<x>>2daz)

12.3. Funcién integral. La regla de Barrow.

< [ @las

2

Definicién 12.8 Sea f : [a,b] — R, integrable en [a,b], definimos funcién integral asociada a f en
[a,b] a la funcion F : [a,b] — R definida por

T
F () :/ f(t)dt.
FEs el valor de la integral definida de f () en el intervalo [a,x].
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10 Capitulo 12. Integral de Riemann

Teorema 12.5 (Primer teorema fundamental de Calculo Integral) Si f: [a,b] — R es inte-
grable en [a,b] = F (z) = [ f (t)dt es continua en [a,b] .

Teorema 12.6 (Segundo teorema fundamental del Calculo Integral) Si f : [a,b] — R es
continua en [a,b] = F (z) = [ f (t)dt es derivable en [a,b] y se cumple F' (z) = f (z).

El teorema anterior establece a F' (x) como una primitiva de f (x); de ahi que se utilice la misma
notacion tanto para cdlculo de primitivas, como para integrales definidas.

Ejemplo 12.3 Calcula la derivada de la siguiente funcion integral usando
x
F () :/ cost? dt
a

La funcion f(x) = cos (t2) no tiene primitiva que pueda expresarse sin uso de integrales, es decir,

no hay una funcion expresada mediante funciones elementales cuya derivada sea f (x). Sin embargo

como cosz? es una funcion continua en x, entonces F (x) es derivable y

F'(z) = f(z) = cos?

Proposicién 12.7 (Regla de Barrow) Si f : [a,b] — R es continua en [a,b] y G (x) es una
primitiva de f (z) =

b
t/f@ﬂsz@—GmﬁﬂG@MﬁEKﬂwﬁ

Proposicién 12.8 Si f : [a,b] — R es continua en [a,b], se cumple

[ )i -
/baf(az)dx:—/abf(as)dx

Proposicién 12.9 (Regla de la Cadena) Sea f : [a,b] — R es continua en [a,b] y sea F (z) =
fff(t) dt la correspondiente funcion integral. Si hy,hy : [c,d] — [a,b] son funciones derivables en
[e,d], si definimos

1.

ha(x)
cuszmxmw4wmm»=A()f@ﬁ

entonces

G’ (x) = F' (ha (b)) by () — F' (ha (h)) 1y ()

Ejemplo 12.4 Vamos a calcular la derivada de la funcion G (z) definida como

3

x
G(z) = / cos (t2) dt
0
para ello utilizamos la proposicion anterior

G’ (z) = cos (:L‘3) 3a
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12.4. Métodos elementales de integracion 11

Ejemplo 12.5 Vamos a calcular la derivada de la funcion G (z) definida como

x
G(z) = / cos (%) dt
€
para ello utilizamos la proposicion anterior
G’ (z) = cos (z°) 32 — cos (¢”) e”.

Teorema 12.10 (Teorema de la Media Integral) Si f : [a,b] — R, es continua en [a,b] =
3¢ € (a,b) tal que

b
[ t@de=r@©@-a
Ejercicio 1 Interpreta grificamente el teorema de la media.

Ejemplo 12.6 Probar que

2
/ V14+23<3
1

Como f(z) = V1+ 23 es continua en (1,2) = 3¢ € (1,2) tal que

/12\/1—|—x3:\/1+§3(2—1):\/1+§3

Ee(1,2)=1<é<2=63<23=38

luego

V1+8<V1+8=v9=3.

12.4. Meétodos elementales de integracion
Para integrales definidas los métodos de integracion por partes y mediante cambio de variable sufre
las siguientes modificaciones.

Recordemos que para el cédlculo de la primitiva de una funcién mediante el método de integracién
por partes obteniamos

Cuando se aplica este método al caso de una integral definida se obtiene el siguiente resultado

Proposicién 12.11 Sea u,v : [a,b] — R continuas en [a,b] y tales que sus funciones derivadas u' y
v' son integrables en [a,b]. Se cumple
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12 Capitulo 12. Integral de Riemann

Ejemplo 12.7 Vamos a calcular la siguiente integral definida mediante el método de integracion por

partes
1
/ ze®dx
0

Al ser la funcion del integrando un producto de un polinomio por la funcion exponencial, tomaremos
como funcion u (x) el polinomio, es decir, u (x) = x, mientras que la funcién v’ (x) serd la exponencial,
v’ (z) = €*. De este modo tendremos u' () =1 y v (z) = €*, de modo que

1 1
/ zetdr = x-e|"2) - / 1-e%dx
0 0

= e b= (e~1)=1

12.4.1. Meétodo de integracién por cambio de variable

Recordemos que el método de cambio de variable para el cdlculo de primitivas consiste en cambiar
el integrando usando la regla de la cadena, para obtener una funcién cuya primitiva. En el caso de
integrales definidas obtenemos el siguiente resultado:

Proposicién 12.12 Sea f : [a,b] — R, continua en [a,b] y g : [, B] — R, una funcién de clase
C ([, B]) ¥y tal que g () = a y g (B) = b. Entonces se cumple
b B
[ t@de= [ ia) g @
a «

Ejemplo 12.8 Vamos a calcular la siguiente integral definida mediante el método de integracidon por
partes

/ va? — x2dx
0

La integral es de tipo radical que ya estd expresado en la forma candnica, por tanto podemos hacer el
cambio de variable

22 = a’sen’t=x =asent
dr = acostdt
En este caso
g(t) =asent

ast que

gla@)=a=g(a)=0=asena=0=a=0
9(5)=b:>g(5):a:>asenﬁ:a:>sen5:1:>5:g
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12.4. Métodos elementales de integracion 13

de forma que

a % %
/ Va2 —z2dr = / Va? — a%sen?t (acost) dt = a® / cos? tdt
0 0 0

jus t:g
_ a2/2 (1+COS2t)dt:a2E+Sen2t
0 2 27 4 |,
_ o2 (2 smE)) (0 sen(2-0)
2 4 2 4
- 2T

Al definir la integral de Riemann o integral definida se ha considerado en todo momento a funciones
acotadas en intervalos compactos. En esta seccién vamos a dar algunos resultados de integracién
cuando alguno de estos elementos no estd presente, o bien la funcién no es acotada en el intervalo, o
bien el intervalo no es cerrado.

12.4.2. Integrales impropias de primera especie

Definicién 12.9 Sea f : [a,00] — R una funcién integrable en cualquier intervalo compacto de la
forma [a,z] con x > a. Se define integral impropia de primera especie, y se representard como faoo 7,
como el resultado del cdlculo del siguiente limite

r—00

—+o00 T
/f:h’m £ dt

La integral es convergente si este limite es finito y su valor es el valor de este limite, mientras que si
el limite es infinito la integral impropia se dice divergente.
Si F (x) es una primitiva de f y usamos la regla de Barrow, podemos poner
“+oo
f=lim F(z)— F(a)

—
a r—00

Ejemplo 12.9 Vamos a calcular la siguiente integral impropia de primera especie

/ e “dx
0
para ello calcularemos para cada x > 0 la integral definida
/ f(t)dt= / e tdt = —e_t}zg =—e?— () =1-¢"
0 0

y calculamos ahora el limite cuando x — oo

lim [ f(f)dt= lim (1—e™®)=1-0

r—00 0 T—00

luego podemos decir que la integral es convergente y que

/ e dx = 1.
0
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14 Capitulo 12. Integral de Riemann

Ejemplo 12.10 Vamos a calcular la siguiente integral impropia de primera especie

* 1
/ dx
o l+=z

para ello calcularemos para cada x > 0 la integral definida

x X 1 _
/ f(t)dt:/ L M4 = —I(1+2)—In(1) = In (1 +2)
y calculamos ahora el limite cuando x — oo
lim f)dt = lim In(1+2x) =00
Tr—00 0 T—00

luego podemos decir que la integral es divergente.

/ e dx = 1.
0

Ejemplo 12.11 Vamos a calcular la siguiente integral impropia de primera especie

* 1
d
/0 4tz

para ello calcularemos para cada x > 0 la integral definida

@ T I 3 1 t
fydt= | ——dt== [ ——2——dt = arctan ;
0 o 4+t 2 Jo (1+(%) ) 2 2

y calculamos ahora el limite cuando x — oo

t=x

2

t=0

. * , 1 x m
xll)ngo ; f@)dt= Ih_)rgo 5 arctan 5=1

luego podemos decir que la integral es convergente y que

/°° 1 d .
0 4+IE2£E—4

Del mismo modo podemos trabajar con integrales impropias de la forma

/_boof(ac) dx

Definicién 12.10 Sea f : |—00,b] — R una funcidn integrable en cualquier intervalo compacto de la

forma [z,b] con x < b. Se define integral impropia de primera especie, y se representard como ffoo f,
como el resultado del cdlculo del siguiente limite

b b
/ Ff= lim [ f()dt

—_—
T [e.o] T

La integral es convergente si este limite es finito y su valor es el valor de este limite, mientras que si
el limite es infinito la integral impropia se dice divergente.
Si F (x) es una primitiva de f y usamos la regla de Barrow, podemos poner

r——00

b
/_ f=F(@{)— lim F(x)

©SPH
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12.4. Métodos elementales de integracion 15

Ejemplo 12.12 Vamos a calcular la siguiente integral impropia de primera especie

0 o
/ @dx:/ e2dx

para ello calcularemos para cada x < 0 la integral definida

0 0 + t t=0 z x
/ f(t)dt:/ ezdt = 2e2 =2¢% — (265) =2—2e2
x T t=x
y calculamos ahora el limite cuando x — —oo
0 x
lim f@)dt= lim 2—2e2 =2
r——00 r——00

T

luego podemos decir que la integral es convergente y que
0
/ verdr = 2.
—00

Finalmente también podemos definir la integral sobre toda la recta real como.

Definicién 12.11 Sea f : |—00,00[ — R wuna funcidn integrable en cualquier intervalo compacto

de la forma [x,y] con x < y. Se define integral impropia de primera especie, y se representard como
00 . .. L.

f_oo f, como el resultado del cdlculo del siguiente limite

o] a Yy
/ f= lm [ f@)dt+ lim [ f(t)dt
o z——00 [, y——00

a

con a € R. La integral es convergente si ambos limites son finitos y su valor serd la suma de esos dos
limites, mientras que si alguno de los limites no existe o es infinito, la integral serd divergente.

Notar que el cdlculo anterior no es equivalente a calcular el siguiente limite

T

lim f)dt

—
z—oo [

. . . o0 . . . ’, . . ,
que se denomina Valor principal de f_oo f- que coincidird con el valor de la integral, siempre que ésta
sea convergente

Ejemplo 12.13 Vamos a calcular la siguiente integral impropia de primera especie

o 1
=
B A

Tomamos a = 0 y debemos comprobar si las siguientes integrales

0 1 S|
/ ——dx y / —dx
N e 0o e T+et

son convergentes. Para ello calcularemos para cada x € R las siguientes integrales definidas

x x 1
t)dt = —dt
/0 70 /0 et + et
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16 Capitulo 12. Integral de Riemann

Buscamos una primitiva, para ello hacemos el cambio de variable et = s = eldt = ds = dt = Lds =

e
1 ot _ 1 _ 1
sds ademds e”" = g

1 1 1 1
/dt:/ T ds:/ds:arctans
et +et 14ss 1+ s?

s

1
/ ————dt = arctane’
et +et

Calcularemos la primera integral usando Barrow

y deshaciendo el cambio

o0 €T

1

/ f(t)dt = lim ———dt= lim arctane” —arctan1 =
0 z—oo Jg € + e T——00

o
!
NP

y ahora la sequnda

0 0 1
. z _ z x_
/ p(t)dt—xllm i P etdt—ﬁhm 1 —arctane” = — -0

luego podemos decir que la integral es convergente y que

/_:e—miewdm:(g‘D—@:g-

Ejemplo 12.14 Vamos a calcular la siguiente integral impropia de primera especie

/ T dx

Para ello elegimos a = 0 y debemos comprobar si existen las integrales ffoox dx y foooac dx. Una

primitiva de x es F (x) = % luego

0 .’BQ
/ a:daszlimF(x)—F(O):h'm—:oo
o T—00 —o0 2

No es necesario calcular el otro limite puesto que este es infinito.
Notar que si ahora calculamos el valor principal

[T , (22 (—w)® ,
V.P.= lim rdr= lim (F(z) - F(-z))= lim | — — = lim 0=0

que st existe, pero la integral como hemos visto es divergente.

12.4.3. Integrales impropias de segunda especie

Definicién 12.12 Sea f : [a,b] — R wuna funcidn no acotada en b, pero acotada e integrable en
cualquier intervalo compacto de la forma [a,z] con a < x < b. Se define integral impropia de segunda

especie, y se representard como f;f f, como el resultado del cilculo del siguiente limite

[ o= [Crow
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12.4. Métodos elementales de integracion 17

La integral es convergente si este limite es finito y su valor es el valor de este limite, mientras que si
el limite es infinito la integral impropia se dice divergente.
Si F (x) es una primitiva de f y usamos la regla de Barrow, podemos poner

:
[ 7= tim P@)-F @

Ejemplo 12.15 Vamos a calcular la siguiente integral impropia de primera especie

2
1
/ Ll h
0 4 — 2

para ello calcularemos para cada 0 < x < 2 la integral definida

/Oxf(t)dt:/oxlll_ﬁdt

Buscamos una primitiva, para ello se hace el cambio x = 2sent y por tanto dr = 2costdt, de modo
que

dt =t = arcseng

1 1
—dt = —2costdt =
/\/4—3:2 /\/4—4sen2t /

z 1 t
————dt = arcsen —
0 4 —t2 2

St ahora calculamos el limite cuando © — 2~

y por tanto
t=x

z T
= arcsen — — arcsen 0 = arcsen —
=0 2 2

lim / f{t)dt = lim arcseng _T
0

r—b— r—27~ 2

luego podemos decir que la integral es convergente y que

2
1
/ S
0 4 — 2 2

Ejemplo 12.16 Vamos a calcular la siguiente integral impropia de primera especie

* 1
/ dx
o l+=x

para ello calcularemos para cada x > 0 la integral definida

/Omf(t)dt:/oxll_ktdt: In(1+8)[=f=-In(1+2)—In(1) =In(l+2)

y calculamos ahora el limite cuando x — oo

T

lim f@)dt= lim In(1+x) =00

T— 00 0 r—00

luego podemos decir que la integral es divergente.

/ e Pdx = 1.
0
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18 Capitulo 12. Integral de Riemann

Definicién 12.13 Sea f : Ja,b] — R wuna funcién no acotada en a, pero acotada e integrable en
cualquier intervalo compacto de la forma [z,b] con a < x < b. Se define integral impropia de segunda
especie, y se representard como f;+ f, como el resultado del cdlculo del siguiente limite

.Z’—Nl

/ f= lim f()

La integral es convergente si este limite es finito y su valor es el valor de este limite, mientras que si
el limite es infinito la integral impropia se dice divergente.
Si F (x) es una primitiva de f y usamos la regla de Barrow, podemos poner

b
/ f=F(b)— lfm+F(:n)

Ejemplo 12.17 Vamos a calcular la siguiente integral impropia de sequnda especie

Ung
—dz
0 VT

que no estd acotada en x = 0, puesto que anula el denominador. Buscamos una primitiva de la funcion
del integrando, para ello hacemos el cambio de variable x = 2 de modo que \/x = t y dov = 2tdt

quedando la integral como
1 In ¢2
22y /n2t dt = /4lntdt

y esta tltima la hacemos por partes, tomando uw = Int y v’ = 4dt, es decir v’ = %dt yv =4t
1
Alnt dt =4tlnt — [ 4t_dt =4(tlnt 1)

Deshacemos el cambio t = \/x
Inx
—dz
NI

y tomamos limites cuando x — 0"

=4 (Vzlnyz —z) = (2y/zlnz — 4/z) = F (z)

/lnxdaz—hm 1f() =F(1)— lim F(az):—4—hm (2vzInz — 4y/x)
0

\F z—07t J z—07+ z—0t
El primer sumando del limite lo podemos calcular por L’Hopital

Inz 1

lim zlnz = lim = lim —2%—— = lim -2z =0

z—0F a0+ x~1/2 z—0t —%{L‘_S/Q z—0t

luego podemos decir que la integral es convergente y que

o
—dx
0 VT

Finalmente también podemos definir integrales impropias de segunda especie cuando la funcién no
estd definida, es no acotada, en un punto del interior del intervalo como sigue.
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12.4. Métodos elementales de integracion 19

Definicién 12.14 Sea f : ]Ja,b] — R wuna funcién no acotada en a, pero acotada e integrable en
cualquier intervalo compacto de la forma [z,b] con a < x < b. Se define integral impropia de segunda

especie, y se representard como f;+ f, como el resultado del cdlculo del siguiente limite

[r=1m [

Definicién 12.15 Sea f : [a,b] — R una funcion acotada e integrable [a,b] salvo para c € (a,b), es
decir, la funcion es acotada e integrable en cualquier intervalo compacto de la forma [a,z] con x < ¢
y en cualquier intervalo de la forma [z,b] con x > c. Se define integral impropia de segunda especie,

A b . . . . .
y se representard como fa f, st existen las dos integrales impropias

[ i@y [ swa
/abfz/:_f(w)dwr/:f(x)dw

La integral es divergente si alguna de las dos integrales es divergentes.

y el valor de la integral seria

Notar que, como en el caso de las integrales impropias de primera especie, el cédlculo anterior no
es equivalente a calcular la integral directmente

/abf(x)dm

. . . [ee] . . .o, . . ,
que se denomina Valor principal de f_oo f- que coincidird con el valor de la integral, siempre que ésta
sea convergente

Ejemplo 12.18 Probaremos que la integral

es divergente.
Si hacemos el cdlculo directamente

/3 de 1 | ( 1)_ Loy 1
0 (z—1)2 (z—1) |, (3-1) 0—-1 2 2
Sin embargo la funcion no estd acotada en x =1 puesto que el denominador se anula, asi que demos
comprobar qué ocurre en los intervalos [0,1) y (1,3], usamos el hecho de que F (x) = —ﬁ es una

primitiva de f (x) para poner

.
dx 1 x—2
Y~ lim F(z)— F(0)= lim — 1= 1 =
/0 @1 L F@=F )= lim —mmgy 1= lim oy =

luego es divergente y no es necesario calcular la otra parte.
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20 Capitulo 12. Integral de Riemann

Ejemplo 12.19 Vamos a calcular la siguiente integral impropia de sequnda especie

1 q 1 13
dm:/ T Pdx
[ t=],

Es de sequnda especie puesto que el denominador de la funcion se anula en x =0 € (—1,1). Para ver
si es convergente hay que estudiar qué ocurre en los intervalos [—1,0) y (0,1] Es facil comprobar que
F(z)= %332/3 es una primitiva del integrando. El cdlculo de la primera integral usando Barrow es

o
L 3 3 3
—dr= lim F(z)—F(=1)= lim 22?3 -2 =_°2
[, gt = i )P = i =
y ahora la sequnda
1
1 3 3 3 3
—de=F(1)= lim F(z)=2>— lfim 22?3=2_0=2
[ gte=F W= Jim o= 5 - Jip 5 = 5 -0

luego podemos decir que la integral es convergente y que

| 3 3
[ie=(3-3) -

en este caso coincide con el valor que obtendriamos si calculamos el Valor Principal

| 3
/I%dx:F(l)—F(—l):2—

pero este método no es correcto y debe hacerse de la forma anterior.

=0,

N W

12.5. Aplicaciones del cdlculo integral

12.5.1. Areas de recintos planos

12.5.2. Volumenes de revolucion

El volumen obtenido al girar un drea plana alrededor del eje OX es

b
Vox :w/ [f (2))? da

El volumen obtenido al girar un drea plana alrededor del eje OY es
b
Vovy :271'/ x- f(x)dx

©SPH



12.5. Aplicaciones del cdlculo integral

21

12.5.3.

12.5.4.

12.5.5.

©SPH

Volumen de un sélido por secciones planas
b
V= / Al(x)dx
a
Longitud de una arco de curva plana

L= / "+ 1 @)Pda

Area de una superficie de revolucién
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