Capitulo 11

Calculo de primitivas

11.1. Primitivas o integrales indefinidas

Definicién 11.1 Sea f : I CR — R, diremos que F : I CR — R, es una primitiva de f <= F es
derivable en I y F' (x) = f ().

A continuacién se da una tabla con primitivas inmediatas, se prescinde de la constante de inte-
gracién

Funcién Primitivas Funcién Primitiva
a-+1 a+1
ﬁa’a%l §+1 i/(z:;f/(m),asél féa:J)rl
x
e’ e’ /' (z) el @) e/ @)
o a f' () af @ o/t
Ina Ina
cos x senx 1 (x)cos f (x) sen f (z)
sen x —cosw f'(x)sen f (x) —cos f ()
e sec?z  tanw COJS% (fm()x) = f'(z)sec? f (z) tan f ()
o cosec 2r  cotanw serj; (;:)m) = f'(z)cosec? f (x) cotan f ()
! > arcsen x _f@) arcsen f ()
vi—w V1-1 (@)’
% arctan x [z 5 arctan f ()
14z 1+ f(x)
Chx Shz ' (z)Ch f (z) Sh f (x)
Shx Chux f'(z)Sh f (x) Ch f (z)
1 ()
arg Shz arg Sh f (x)
zi+1 f @)+ 1
21 arg Chz () arg Ch f (x)
vl f (@)’ —1



2 Capitulo 11. Caiélculo de primitivas

Ejemplo 11.1 Calcula las siguientes primitivas inmediatas

a)/sen (3x) dx b) /23$d3:
c) /\/ljwdx d) /1f$2dx

1 T
e)/1+3x2dm f)/1+:c4dw

9) /\/fw h) /x\;%ldm

Solucion:

a)/ sen (3x) d /3 sen (3z) dx = —COS?()B:B)
) / 2 = / §hdr = 1ix8 321?2

) et —— m
d)/lfﬂdx: ;/1_2:;2613:: %ln(l—l—xQ)
)/1+3m2 f/1+ —\}garctan (V3z)

x 1 2z 1 2 1
7(1 — 7(1 — 7d ——— t 2
f)/1+x4517 2/1+$4$ 2/1+(a:2)2$ 2aulfcanzz:

— arg Sh (\fx)

— arcsen (\f x)

g/ /

/ \/1+3:c VG /1Jr \/w
r+1, z 1 _ 1/2 /—1/2 2 30 L g

h)/ dm—/ﬁ—i-ﬁdm—/m dr + [ x da:—gm +2x

Ejercicio 11.1 Calcula las siguientes integrales inmediatas

a) [zdx b) [2zdx c) folmdm

d) [ 3z%dx e) [(3z% — Tz —2)da f) [2Pdx
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11.2. Métodos de integracion

11.2. Meétodos de integracién

11.2.1. Cambio de variable

Si podemos hacer un cambio del tipo x = g (t) entonces
[r@ar= [1@wg @a

Ejemplo 11.2 Calcula las siguientes primitivas mediante el cambio de variable adecuado

a) /msen (32%) dz b)/lfﬁdw

c) /:E\/3£B — 4dzx d) /a:e_""’2/2dx

Solucion:
3x2 =t

) / vsen (3c2) do =

6xdr = dt = xdx = édt
él/ n(t)dt*—lcos(t)
6] > G
1 2
= 5 cos (3:B )

r=t?=r=t

1+ Ve do = 2tdt

2t2
é/ dr =t —t+In|l +t/+C
1+t

=2 —2y/z+2In|l+ /x|

c)/szx = =

2 2 (42 2 45 8 13
:>9/t (£ +4) dt = £t° + 50t

= 2 (32 —4)°2 + & 3z —4)%?

©SPH



4 Capitulo 11. Caiélculo de primitivas

2 g
d)/mem Pdy = =
xdx = dt
= /etdt = —¢t
= _e—:c2/2

Algunos cambios de variable

= Para funciones del tipo

/R(ax) dx

donde R (x) es una funcién racional, se propone el cambio t = a”.
= Para funciones del tipo
/R (arcsinz) dz
donde R (x) es una funcién racional, se propone el cambio ¢ = arcsin x.

= Para funciones del tipo

/R (arctan z) dz

donde R (x) es una funcién racional, se propone el cambio ¢ = arctan x.
= Para funciones del tipo
/ R (tanx) dx
donde R (x) es una funcién racional, se propone el cambio ¢ = tan z.
11.2.2. Integracién por partes
Usando la definicién de derivada de un producto
(w-v) =v -v+u-

podemos reagrupar términos e integrar

/u-v':/(u-v)'—/(u’-v):(u-v)—/(u'-v)

Ejemplo 11.3 Calcula las siguientes primitivas mediante la integracion por partes

a) /xln (1+2%)dz b) /arctanxd:n

c)/ln (1+a2)dz 4 /x%wdx
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11.2. Métodos de integracion 5

Solucién

uw=In (1—1—1‘2) =u = 1i§2d:v

2
vV =xdr =>v="%

In (1+22)d 2 ’ ’
a)/xn( o) do :>x21n(1+a:2)_/ - d"”:gln(1”2)_/<x_ - >dx

1+ z2

2
é%ln(l—k:ﬂ)—%—l—%ln(l—{—mz)

— r_ 1
u = arctanz = u’ = 1+zgdaz

=
I — —_—
b)/arctanxd:p: vV=dr=v==x
ixarctanx—/IEde:xarctan;p—éln (1+x2)
X

u=1In (l—i—xz) = = 1J2rfcgdx

vV=dr=v==x

2
2) _ z — 2\ _ 1
= z1n (14 2?) 2/1+m2dx—xln(1+:c) 2/(1 1+x2>dw

= zln (1 +a:2) — 2x + 2arctanx

c)/ln(1+x2)d$:

u=z2=u =2xdz
= = x2e — Z/me“”daz
v =e€e%dr =v=2¢

d) /CL‘QBICZZE =

u=x=u =dz
= :>:L‘26$—2(336$—f6$d$) = ($2—2$—2) er
v =e€edr =v=2¢"

11.2.3. Funciones racionales
P, () anx™ + -+ a1z + ag
dr = d
/Qm(ﬁ) v / by x™ 4 - -biz 4 by “

donde P, (z) y @, (z) son polinomios con coeficientes reales. Podemos suponer que m > n, ya que en
caso contrario podriamos realizar la divisién polinomial

Integrales del tipo:

Py (x) Ry (z)
=C(z) + =2
on@ 7 Q@
siendo p el grado de R (z) menor que m. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que b,, = 1.

Distinguiremos varios casos:
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Capitulo 11. Caiélculo de primitivas

1. El polinomio @y, () tiene m raices reales y distintas
Qm @) =a"+---biz+by=(x—7r1) - (x—7m)
realizamos la descomposicién en fracciones simples

Q@ @-m) T

donde los coeficientes A; se obtienene sumando las fracciones a la derecha e igualando los nu-
meradores. A continuacién se integra cada sumando

/%dw - /((xf—hn>+”'+<x/—17~m>)df”
- /(J:Alrl)d:t—i-'”-i-/@A?Zm)dx

= Ailnlz—r|[+---+ApIn|z — 1y

Por ejemplo supongamos

1
—d
/w2—4x+3 v

1 1
22 —4x+3  (z—1)(z—3)

en este caso

2 —dr+3=(z—-1)(z—-3) =

y por tanto la descomposicién en fracciones simples sera

1 Al A2 A1($—3)+A2(x—1)

(m—l)(m—B)_(aﬁ—l)+(az—3)_ (x—1)(x—3)

e igualando los numeradores de ambas fracciones
1:A1(33—3)—|-A2(1}—1)

Podemos encontrar los valores A; y As de dos formas. La primera es evaluando cada miembro
de la ecuacion en las raices del denominador, ambos deben ser iguale

1
xr = 1:>1:A1(1—3)—|—A2(1—1):>1:—2A1:>A1:—§

1
T = 3:>1:A1(3—3)—|—A2(3—1):>1:2A2:>A2:§

La otra opcién es identificar los coefientes de los polinomios en cada miembro

1 = A (z—3)+As(z—1) = (A1 + A2) z — (341 + As)

Coeficiente de x 0=A1+ A,
Igualando coeficientes =-
Coeficiente independiente 1 = — (341 + A2)
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11.2. Métodos de integracion 7

y resolviendo el sistema obtendriamos la misma solucién que antes, de forma que la descomposi-
cién buscada es

1 1
1 -1 1 11

1
G-D@-3 (-1 -3 2@-D 2@-3

y ahora se puede integrar cada sumando

/:;;Z—i:mad”” - /<_;(xi1)+;(;¢i3)>dm
_ ;/(xil)der;/(xig)da:

1 1

1 |z — 3|
L g
/332—433+3x " |z — 1]

2. El polinomio @, (z) sélo tiene raices reales multiples

o factorizando

Qm (@) =a"+ bz +by=(x—7r)" - (x—1p)""

donde cada my es la multiplicidad de la correspondiente raiz r;. Realizamos la descomposicién
en fracciones simples siguiente

P, (z) Apq Aty Apa Ap,m,,

@m(z) (z—r1) (z—r1) (z —7p) (2 —mp)
es decir, se incluyen mj sumandos para cada raiz r; usando la multiplicidad. Con esta descom-
posicién tendremos integrales de cadas umando de la forma

1 In|z—r7| Sim=1
/mdzn :/(:L‘—r)_md:zr =

(z—r) (- Sim#1

Por ejemplo
2
e+ 1
/$4 — 2 dx
en este caso
241 1

$4_x2:x2(x_1)(x+1):>x4_x2:x2(x—1)($+1)

y por tanto la descomposicién en fracciones simples sera

1 A A A A
_ A A 2,1 3,1

22(x—1)(z+1) x 22 (x—1) (z+1)

sumamos las fracciones usando el mfnimo comin miltiplo 22 (z — 1) (z + 1)

A A Az 1 Az
x + x? + (x — 1) + (x+1)

Ajz(z—1)(z+ 1)+ A2z —1)(xz+1)+ A271x2 (x+1)+ A3,1x2 (x—1)
22(x—1)(z+1)
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Capitulo 11. Caiélculo de primitivas

e igualando los numeradores de ambas fracciones
l=Apz(z—1)(z+ 1)+ A12(x—1) (x+ 1)+ Ag12® (x + 1) + Az 2% (z — 1)

Evaluamos ambos polinomios en cada una de las raices del denominador

xr = 0:>1:—A1’2:>A1’2:—1
1
T = 1:>1:2A271:>A271:§
1
r = —1:>1:—2A371:>A371:—§

Como la raiz 0 es doble y no podemos usarla otra vez, para encontrar Aj; usamos cualquier
otro valor, por ejemplo = = 2

1= 6A171 + 3141,2 + 12142,1 + 4A371

y sustituyendo los valores conocidos

1 1
1=6411+3(—-1)+12 <2> +4<—2) =6411-3+6-2=A11+1
de donde

Al,l = 07

la. descomposicion es

1 1 1 1

B 11
2a-D)@+D) 2 2@-10 2@+1

y podemos sustituir en la integral
2 +1 1 1 1 11
——dx = -+ = - = d
/x4932 v /< x2+2(m71) 2(:1:+1)> v
1 1 1 1 1
- _/ﬂdx+2/(x—1)dx_2/(m+1)d$

1 1 1 1
= —+-lnjz—1|—zlnjlz+1=—-+1n
Tz 2 2 T

|z — 1|
|z + 1]

. El polinomio @,, (x) tiene raices complejas simples.

Suponiendo que « + i/ es una raiz de @, (x) entonces, como los coeficientes son reales, también
serd raiz de @y, (z) el complejo nimero complejo a — i3 y habra un factor de la forma

(z = (a+iB)) (z — (a —if)) = ((z — a) —if) ((z — a) +iB)

a la derecha tenemos una identidad notable de suma por diferencia, luego
(=) =iB) ((z — a) +if) = (z — a)* = (iB)°
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11.2. Métodos de integracion 9

y teniendo en cuenta que i2 = —1
(z = (a+iB)) (z = (a —if)) = (z — a)* + §°

es decir, una raiz compleja y su conjugada se reunen en un factor de la forma (x — a)2 + 32,
donde « es la parte real de la raiz y g es la parte imaginaria.

Suponiendo ahora que @, (x) tiene p raices reales con multiplicidades mq,...,m, y ¢ raices
complejas simples, con sus correspondientes conjugadas:

Qu (@) = @ =r)™ @ =)™ (& =)’ +8}) ... (@ — ) + 5})
entonces la descomposicién en fracciones simples propuesta es

P (x) Ax, A1m Ap, Bgx+C.
Gue) = @y T e Tt ey T LTS

AP,mp Bi1x+C1
+ o (z—aq)*+5;

x—rp)"P (x—a1)*+53

es decir, se incluyen my sumandos para cada raiz real r; usando su multiplicidad y ¢ fracciones
correspondientes a las raices complejas. Al integrar cada sumando, obtendremos sumandos de la

forma
In|z—r7| Sim=1

/de:/(x—r)—mdm: o S

1-m

para las raices reales y

Bz +C B - 1/8
/(x—2)2+62dx = / :z:—z iﬁ2dm+(a+0)/1+<zﬁa>2d:ﬁ

= gln ((:x — a)2 +52) + (B(J{;@arctan (a: ; a)

para las raices complejas.

Por ejemplo, vamos a calcular la siguiente integral

|
z(x? —2x +5) v

Calculamos las raices del denominador
2 _ _ . 2 o 2 2 2
¥ =2r+5=0cr=1+2i=2"-2x+5=(z—-1)"+2°=(z—-1)"+4

que son complejas y por tanto la descomposicién en fracciones simples propuesta seria:

1 1 A Bx+C

x (22 — 22+ 5) :x(4+(x—1)2> _;+(m—1)2+4

Se ha puesto una fraccién correspondiente a la raiz real (r; = 0) y otro sumando que engloba a
las dos raices complejas conjugadas. Sumando ambas fracciones obtenemos

1 A((:c—l)2+4)+(Bx+C)a:

z(4+ (@ -1 (@—1)°+4
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Capitulo 11. Cadélculo de primitivas

e identificando numeradores, puesto que los denominadores son iguales se obtiene:
1 :A<(m— 1)2+4) + (Bz 4+ C)z.
Si agrupamos coeficientes segun las potencias de z, obtenemos
1 :A(m2—2m+5) + B2 +Cz=(A+B)z?+ (C —24)x +5A,
como es una identidad polinomial, igualamos coeficientes

Coeficiente de z? 0=(A+B)
Coeficiente de z 0=C-24

Coeficiente independiente 1=5A
El sistema obtenido tiene como solucién:

A:

1 __1 _ 2
5 B = 5 C_5'

La descomposicién de la fraccién en fracciones simples es
1 117 1 x-2

x(4+(x—1)2) TSr 54t (r—1)

y ahora ya podemos integrar cada sumando de forma independiente

1 1 /1 1 -2
[od w1l i 22,
z (2?2 — 2z 4 5) 5/ x 5/ 44 (x—1)

El primer sumando es directo
1 /1 1
— | —dx =21 .
: / Zdz=¢ n |z

Para el segundo sumando hay que hacer las siguientes modificaciones en la fraccién para obtener
una integral inmediata

T —2 B r—1+1 r—1 + 1
4+ (x—1)? 44 (x -1 44+ @-1)7? 44 (z—1)
1 2(x—1) 1
T 2017 (=1

1(1+ 50
1 2(z-1) 1

244 @-1 " 4 (14 (532))

1 2(xz-1) 1
24+ @=1" 2 (14 (551)°)

y por tanto
—2 1 2(z—1 1 3
4+ (z—1) 244 (z—1) 2(1+(z2;1))

1 N z—1
= 2ln(4+(x—1)>+2arctan< 5 )
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11.2. Métodos de integracion 11

y la intgral pedida es sustituyendo

1 1 1/1 N1 z—1

4. El polinomio Q,, (z) tiene raices complejas multiples. Se puede desarrollar un método similar a
los anteriores, aunque en estos caso es menos costoso desde el punto de vista de los cédlculos del
llamado método Hermite, que consiste en descomponer en fracciones simples de la siguiente
forma: Supongamos que @, (z) tiene p raices reales 7 con multiplicidad my y g raices comple-
jas aj +if3;, junto con sus conjugadas correspondientes, n;; los sumandos propuestos para la
descomposicién son:

©SPH

a)

b)

Por cada raiz real ry de @, (z), independientemente de su multiplicidad, se incluye un
factor de la formas: (gcéi];k)

Por cada rafz compleja a; +if3; de Qn, (x), independientemente de su multiplicidad, se
BjI*FC]‘
(z—a;)*+p2"
Se anade el factor de Hermite H (x) definido como, una funcién racional definido como
R(z)
n ng—1
(=)™ @)™ (@ —a)?+82) " (e 53)

donde R (x) es un polinomio con un grado una unidad menos que el grado del denominador.
Notar que en el denominador se han incluido todos los factores que constituyen al polinomio
Qm (), pero disminuyendo en una unidad la correspondiente multiplicidad.

incluye un factor de la forma:

H(z) =

-1

Es decir la descomposicién propuesta por Hermite es:
P, (:C) A Ap Bix+C4 Bqa: + Cq
Qm (f) (:L‘—Tl) (‘T_TP) (55—041) +51 (.Z—qu) +ﬁq

Notar que para el término de Hermite se ha incluido su derivada.

H' (z).

Podemos integrar cada sumando:
Pp(x) . Aqdz o Apdx (leJrCl)dm Bq$+Cq )dx /
/ G = [y T [ @yt / @-ant+s? T / (z—q)”+52 / H{

Obviamente
/H’ () dz = H ()

el resto de sumandos se obtiene como en el caso anterior.

Po(x) 5. | Aide . Apda M (Bya+Cy)dz

Por ejemplo, supongamos que queremos calcular la siguiente primitiva:

1
sdx
(x—1)(22+9)
El denominador tiene una raiz real simple en r; = 1, y una pareja de reaices complejas
conjugadas a1 + i8; = 0+ 3i, que son dobles. La descomposicién en fracciones simples
usando Hermite es
1 A Bx+C

@G-1)@2+9° @-1) @ 2219 +H' (x)
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Capitulo 11. Cadélculo de primitivas

donde el factor de Hermite se define como
Dx+ FE
H =
(z) 249
cuya derivada
D (2? +9) — 22 (Dz + E)
(22 +9)?

es la fraccién que hay que usar en la descomposicién de la funcién.

H' (z) =

El célculo de los coeficientes A, B, C, D y E se hace en la forma usual: se suman las fracciones
usando el minimo comin miltiplo de los denominadores

D(2249)—(Dz+E)2x
(#2+9)

1 _ A | BatC
oD@249? — @-1) T 2249 T

A(2249)° +(Ba+C) (1) (22+9)+(D(22+9) —(Da+ E)2z ) (z—1)
(2—1)(22+9)?

Azx*—Dz3+(D—2E+18A+B)2%+2(9D+2E—B+C)+(81A-9D—C)
(z—1)(z2+9)*

y después identificando los numeradores.

1 = A@+9)°+Be+C)(w—1) (2>+9) + (D (2* +9) — (Dz + E) 2z) (v — 1)

(A+B)z* 4+ (C—B—-D)z® +
(1844+9B—~C+ D —2E)2* +
(9C — 9B +9D + 2E) z +
(814 —9C —9D)

Igualando coeficientes del mismo grado en ambos lados de la igualdad obtenemos el siguiente
sistema:

0 = A+B
0 = C-B-D
0 = 184+9B—-C+ D —2F
0 = 9C—-9B+9D +2F
1 = 814A—-9C —-9D
cuya solucion es:
4 -
100
B - _ L
100
7
© = "I
1
D = ——
180
1
EFE = —
20
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11.2. Métodos de integracion 13

Sustituyendo en la integral

/(z—1)(1x2+9)2d$ N /((asfl)+i§1§+y(m)>d$

1 Bx+C
= A —_—— H .
/x_ldx+/x2+9dx+ (x)

La primera integral es inmediata

1
A/ dex = Aln |z — 1]
x—1
la segunda es del tipo que hemos resuelto en el apartado anterior con a =0y =3

/(:C_Oéwdx— 511’1 (x +9) +§arctan <§>

de forma que

B 9 C x Dx+FE
2dm:Aln|x—1|—|—§ln(a@ —|—9)—|—§arctan(§>—|—m

/ — 1 =+
(x —1)(z2+9)
es decir

1 1 1 7 T 1 -9
dr = ——1In|z — 1] — —In (22 +9) — ¢ (f)——i.
/@:-1) @492 100 nfz = 1] = gagin (2% +9) = qazg arctan (3 ) = 75 (2 +9)

11.2.4. Integrales de tipo trigonométrico
1. Integrales del tipo:
/ R (cosx,senz)dz
donde R (x,y) es una funcién racional en las variables z,y, es decir

Py (z,y)
Qm (37’ y)

a) Caso general: En el caso general se realiza el cambio de variable

R(‘T’y) =

de este modo

COST = COS2 (g) — sen2 (g) = 0082 (;C)

COS2( ) 1+tan2( ) 1+ t2
z z
senx = 2sen (§> CcoS (£> = 2sen (2) cos? (£> = 2 tan (2) = 2t
2 2 coS (%) 2 1 4 tan? (%) 1+ t2

mientras que

at = - (1 + tan? (g))dx:1(1+t2)dx:>d:p:

1
2 2
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Capitulo 11. Cadélculo de primitivas

Por ejemplo

1
—d
/1+25€na: v

haciendo el cambio propuesto

1 1 2 2
—dx = dt = | —dt
1+2senz 1+2<2t)1+t2 2 +4t+1

1412

que es una integral racional con
244t +1=(t—a)t—PB)

donde a = -2+ V3 y 8 = —2 — /3. De forma que
2 A B
——dt = —+—— ] dt
/t2+4t+1 /(t—a+t—5>

1 1
= A —dt+ B | ——dt
/t—a * /t—ﬁ

= Alnjt—a|+ Bln|t—f]
Calculemos ahora los valores para Ay B

2 A B A{t—p)+B(t—a)
t2+4t—|—1_t—a+t—,8_ (t—a)(t—p)

y deducimos A y B dando valorest=ayt=p

2 = Ala—f)= A= - -

y sustituyendo estos valores

/2dt—lln\t—a\—lmu—m—lln [t =
2 +4t+1 V3 V3 V3 Jt— 8

y deshaciendo el cambio

— dx = n
14+ 2senz V3 ‘tan(x/2)+2+\/§|

/ 1 1 1 ‘tan(m/2)+2—\/§|

o también

1+ 2senz V3 [sen (x/2) + (2 + V/3) cos (z/2)]

Vemos a continuacién otro ejemplo con el coseno, calculando la siguiente integral:

1
—d
/1+2cosaz v

/ 1 d — 1 In |sen (z/2) + (2 — V/3) cos (z/2)|
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11.2. Métodos de integracion

15

haciendo el cambio propuesto

1
/dx:/ L 2 dt:/th:—/th
1+ 2cost 1+2(1 t2)1+t2 3 —¢2 t2 -3

que es una integral racional con

2 -3=(t-V3) (t+V3)

/2dt = /( A + B )dt
t2-3 t—V3 t+3
1 1
= A dt+B/ dt
/t—\/§ t++3

- Aln‘t—\/g‘—FBln‘iH—\/g‘

De forma que

Calculamos ahora los valores para Ay B

2 _ A . B _A(t+V3)+B(t—v3)
2-3 t—V3 t+v3  (t—38)(t+V3)

y deducirmos A y B dando valores t = V3 y t = —/3

2 — A(2\/§):>A:

Sl

9 — —23(\/5):>B:—\}§

y la integral pedida es

[tam= e (vl Ayl )~ 5

y deshaciendo el cambio

/ 1 dp — 71 |tan (z/2) + V3|
14+ 2cosx V3 ‘tan )—\/g‘
o también
/ 1 d:c:—l |sen (z/2) + V/3 cos (z/2)|
1+ 2cosz V3 !sen m/2)—\/§cos(m/2)|

b) Caso particular I: La funcién racional es par en z,y, es decir R (z,y) cumple
R(—cosx,—senx) = R(cosx,senx)

En este caso se aconseja el cambio
t=tanx
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de este modo
) 1 1

cos = 1+ tan?z T2

2
2. 1. 1t
1+¢2 1442

sen’z = 1 — cos

mientras que

dt = (1 +tan’ (z)) de = (1 +¢*) dv = dov = dt

1442

Por ejemplo, para calcular la integral

2
/ cos“x d
1+ sen?x

podemos comprobar que

(= cosx)? cos? x

R(—cosz,—senz) = = = R(cosz,senx
( ) 14 (—senz)? 1+sen?z ( )

luego podemos aplicar el cambio propuesto

cos? x 1% 1 1
——  dr = ”dt:/ dt
/1+sen2:p v /1+1ft21+t2 (262 +1) (2 +1)

que es una integral racional con dos raices complejas simples en del denominador, por tanto
podemos realizar la descomposicién

1 _ At+B  Ct+D
(22 4+1) (2 +1) 211 24l

1 _ (At+B) (t?+1) 4+ (Ct+ D) (2t* + 1)
QZ+1)(#2+1) (262 +1) (2 + 1)

1 _ (A+20)8+ (B+2D)t*+ (A+C)t+ (B+ D)
(212 4+1) (2 +1) (262 4+ 1) (12 + 1)

Calculemos ahora los valores para A y B igualando los coeficientes de los numeradores

A+2C =
B+2D =
A+C =
B+D =

= o O O

que tiene por solucién
A=C=0;B=2;D=-1

Sustituimos estos valores en la descomposicién en fracciones simples

1 2 1 1 1

Q2+1)(2+1)  22+1 1+ 142 1+
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y la integral es inmediata

1 2 1
dt = - dt
/(2t2+1)(t2+1) /<1+2t2 1+t2>

2 1
= dt—/dt
/1+(ﬂt)2 L2

= V2arctan V2t — arctant

deshaciendo el cambio

2
/cosa:dx = V2 arctan (\/ﬁtan x) — .

1 +sin’z
Caso particular II: La funcién racional es par en x,y, es decir R (z,y) cumple
R(—cosxz,—senz) = R(cosz,senx)

FEn este caso se aconseja el cambio

t=tanx
de este modo
cos® ¢ = L I
 1+tan?x 142
1 t2
2 2
sen“x=1—cos“z=1— =
1+ 1+¢2
mientras que
dt = (1 +tan®(z)) de = (1 +¢*) dz = do = dt
1+¢2
Por ejemplo, para calcular la integral
2
cos” x
———dzx
/ 1+sen?zx
podemos comprobar que
_ 2 2
R(—cosxz,—senz) = (zcosz)” _ _cos’w R (cosz,senx)

1+ (—senz)? 1+sen’z
luego podemos aplicar el cambio propuesto

2 _1
cos“x ) 1 1
———dr = | ——— dt = dt
/1+sen2xx /1+1ft21+t2 /(2t2+1)(t2—|—1)

que es una integral racional con dos raices complejas simples en del denominador, por tanto
podemos realizar la descomposicién

1 _ At+B  Ct+D
(2 4+1)(#2+1) 2241 241
1 _ (At+B) (t?+1) 4+ (Ct+ D) (2t* + 1)
(2 +1)(12+1) (2t2 +1) (12 + 1)
1 _ (A+20)8B+ (B+2D)t*+(A+C)t+ (B+ D)
(22 4+1)(t2+1) (262 4+ 1) (12 + 1)
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Calculemos ahora los valores para A y B igualando los coeficientes de los numeradores

A+4+2C =
B+2D =
A+C =
B+D =

= o O O

que tiene por solucién

A=C=0;B=2D=-1
Sustituimos estos valores en la descomposicién en fracciones simples

1 2 1 1 1

@2+1)(2+1) 22+1 1+ 142 1+

y la integral es inmediata

/ ! dt —/ 2
24+ 1)(t2+1) 1+2t2  1+1¢2

2

_ /H(ﬂt)th—/litht

= \/iarctan ﬁt — arctant

deshaciendo el cambio

2
/cos:vdx = V2 arctan (\@tan x) — .

1+sin?x
Caso particular III: La funcién racional es impar en z, es decir R (x,y) cumple
R(—cosz,senx) = —R (cosz,sen )

En este caso se aconseja el cambio
t=senx

de este modo

cosz = /1 —sen2z = /1 — ¢2
mientras que

1
dt = (cosz)dr = V1 —t2der = doe = ———dt

Por ejemplo, para calcular la integral

/ COS T d
———dx
1+ sen?z

podemos comprobar que

R(—cosx,senx) = % = —R(cosz,senx)
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luego podemos aplicar el cambio propuesto

CcosS T 1
————dx = | ——=dt
/1+sen2xx /1+t2

que es una integral inmediata con

1
/ ——dt = arctant
14 ¢2

cos
/ ————5—dx = arctan (senx) .
1+sin“x

deshaciendo el cambio

e) Caso particular IV: La funcién racional es impar en y, es decir R (z,y) cumple
R (cosz,—senx) = —R (cosz,senx)

En este caso se aconseja el cambio
t = cosx

de este modo

senaz:\/l—cos2x:\/1—t2

mientras que

-1
dt = —sen(z)dr = -1 — t2dx = dx = dt
) i

Por ejemplo, para calcular la integral

sen x
—de
COS T + Cos“ x

podemos comprobar que

R (cosz, —senx) = % = —R(cosz,senx)
cosz + cos? x

luego podemos aplicar el cambio propuesto

S -1 1
/ senx dr = / —dt = — / —dt
cos x + cos? x t+t? t(1+1)

que es una integral racional con

1 _é+ B A(t+1)+Bt
tt+1) t t+1  t(t+1)
con
A=
At+1)+Bt=1 (A+B)t+A=1%
B=-1
de donde

- |t +1|
dt = —dt + —dt —Inlt|+Inlt+ 1| =1In
/t+t2 / / 4 | | |t]

deshaciendo el cambio

senx |1 + cos x|
———dr=In———.
cos & + cos? x |cos x|
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2. Integrales del tipo
/senm () cos” (z) dx

distinguiremos segtn los valores de m y n.

a) Caso m = 2p+ 1, impar. Hacemos el cambio ¢t = cos (z) y dt = —sen (z) dz, de modo que

/ sen™ (z) cos™ (z) dz = / sen?*! (3) cos™ () da
= / (sen? (z))” cos™ (z) sen wdx

= / (1 — cos® (.’B))p cos" (x) sen xdx

y con el cambio
/senm () cos" (z) dx = —/ (1- t2)pt”dt

que es inmediata.

Por ejemplo

/ sen® zcos® zdx = /sen2 x cos? z sen zdx

= / (1 - COS2 .I) COS2 T sen xdx
= / (1—1t2) ¢*dt

B
_ 2 _ 44 -
= /(t ) dt 3T

y deshaciendo el cambio

3 5

cos®x cos’x
/sen?’:(:cos2 rdr = TR

b) Caso n = 2p+ 1, impar. Hacemos el cambio ¢ = sen (x) y dt = cos (z) dz, de modo que
/Senm (x)cos" (z)dx = /Senm (z) cos? ™! () dx
= /sen" (x) (Cos2 (:L‘))p cos zdx

= /sen” () (1 — sen? (2))” cos zdx

y con el cambio obtenemos

/senm () cos” (z) dx = /t” (1- t2)p dt
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que es inmediata.

Por ejemplo

/ sen? z cos® zdx = sen’ z cos® z cos zdx

sen4 X (1 — sen2 SC) cos xdx

th(1— %) dt

7
4 _ 46 - _
(t* — %) dt S

I
— — — —

y deshaciendo el cambio

5 7

sen>z sen'z
/sen4a:cosgxdx: T

Cason = 2p y m = 2¢q, ambos son pares. En este caso se hacen los cambios trigonométricos

9 1+ cos2x
oS T = ————

9 1 —cos2zx
sen = —— ——

con eso se consigue dividir el exponente a la mitad.

Por ejemplo

/ sen? z cos? zdx
en este caso
5 1 —cos2z
sen“y = ———
2
9 1+ cos2x
cos“r = —

de modo que

5 2 = - — Zcos? 2

1 — cos2zx 1+ cos2x _1—cos22x1 1
4 4 4

sen2 xT COS2 Tr = <

podemos utilizar de nuevo el cambio trigonométrico para el término cos® 2z y poner

1+ cosdx
2

cos? 2x =

de modo que
44 2 8 8
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e integrando

/SGHQ.’L‘COSQ$d1‘ = / 1—lcosékz: dzr
8 8
1 1

= /de—g/cosélxdm

1 1
= gaz ~ 35 sen4z.

3. Integrales del tipo
[t@ads

donde
f(x),g(x) € {sen Az,cos Bz} con A, B € R

Para este tipo de integrales se utilizan las siguientes relaciones trigonométricas

sen Ax cos Bx = % (sen (A — B)z +sen(A+ B) z)

1

sen Azsen Br = 5(COS(A—B){E—COS(A+B>.%’)
1

cos Az cos Br = i(cos(A—B)x—l—cos(A—B)x)

Por ejemplo, vamos a calcular la siguiente integral
/ sen 3z cos 4xdx
usando las relaciones trigonométricas anteriores
1 1
sen 3z cosdx = 3 (sen (—x) +sen(7x)) = 3 (sen 7z — senx)

e integrando

1
/(sen3xcos4a¢) dex = 2/(sen7m—senx) dx
_ 1/ cosTx n
= 3 7 cos &

cosx cosTx

2 14

11.2.5. Integrales de funciones irracionales algebréicas

Son integrales del tipo

ar +b ma/m ar +b ma/n2 ar +b mr /1
Rz, , yenn dx
cx+d cx+d cx+d

donde R (x,y1,¥2,...,Yr) €s una expresion racional, 7::—: €Qya,bc,deR.
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En este caso debemos hacer el cambio de variable

<aa:+b> M
=t
cx +d

donde
M =m.cm(ni,...,n.)
Por ejemplo vamos a calcular
/ dz
(1+2z)yz
En este caso tendremos sélo tenemos un término
1-2+0 1/2
Vo= <ox+1>

y por tanto hacemos el cambio
r=t*=Vr=t

de donde
dxr = 2tdt

2
= —dt
/ 1+ 2

y la integral se transforma en

= 2arctant
= 2arctan+/z.
Si queremos calcular
p " 1/2
1/ dx = d
/ 1+ v / (1 + m) v
en este caso
e Y
1+z V142
de donde )
t
=t (l+a)er=+tPrer(1-*) == [T
y por tanto
2t (1 —12) + 2¢3 2t
dx = ( ) 3 dt = 3 5 dt
(1—12) (I—=t)"(1+41¢)
y por tanto

/ <1ix>mdm N / (1 —t)zt(i +t)2dt
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que es una integral racional cuyo denominador tiene dos raices reales dobles en 1 y —1

2t _ A _ B C_ D
(I-t2@+07  1-t (1-t? 1+t (1+1)

AQ -t A+t +BA+t)>+CA+t)(1—t)*+D(1—1t)°
(1—t)2(1+1)?
(C—A)t3+(B-A-C+D)t?+(A+2B—C —-2D)t+(A+B+C+D)
(11—t (1+1)?

de donde
C—-A =

(B—A-C+D)

(A+2B—-C—2D)

(A+ B+ C+ D)

Il
o o v o

igualando polinomios y evaluando en las raices podemos obtener dos valores rapidamente
MW =AQ-t) A+t > +BA+t) > +C1A+t)(1—-t)>+D(1—1t)
parat =1
2=4B = B = %

para t = —1
1
2:4D:>D:§

de forma. que el sistema seria

C—-A =0
—A-C =
con solucién )
A=C=—=
2
la descomposicién es
2 _o 1t 1 1t o1
(1—1)(141)? 21—t 2(1—1)2 21+t 2(1+1¢)>

1 1 1
2t—1 2t —1)2 2t+1 2(t+1)>

e integrando término a término

22 1 1 1 1 1 1 1 1
dt = — dt+/dt— dt+/dt
/(1—t)2(1+t)2 2/t—1 2/ (t—1)> 2) t+1 2 (t+1)°

que son todas inmediatas

212 1 1 1 1 1 1
5 sdt = “ft—1—>———-lft+1] - s——
(1-1t)%(1+1¢) 2 2t—1 2 2t+1

1 t-1 t

n-—m— — -
2 t+1 t2-1
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y deshaciendo el cambio

() e

Ltz Sl el

11.2.6. Integrales de funciones radicales 1

Son integrales del tipo

/ v azx? 4 bx + cdz.

Para calcular la primitiva de este tipo de funciones debemos completar el cuadrado de forma que

ar’+br+c=a :c—i—b 2—i— M
- 2a 4a2

o [ Vet s [ a<<x+b)2+<c_bz))m

2a a 4a?

Si a > 0, entonces podemos hacer el cambio

b\? b
t+— | =u=Valz+— ) =u= Vadz =du
2a 2a

y por tanto la integral se transforma en

[ (57) )

[

a

y segun el signo de (5 el ) tendremos. Si <

de forma que la integral se transforma en

/\/am2+b:ﬁ+cdaz:/\/u2+k‘2du

2
— 4%) > 0, entonces podemos poner (g — W) = k2

b2

b ) < 0, entonces podemos poner (9 — —) = —k? de forma que la integral

4a? a 4a?

/\/ax2+bm+cdx—/\/u2—k2du

. 2 .
Si a < 0 entonces puesto que a (a: + %) < 0, podemos hacer el cambio

b2 b2

_ 2 _ .2

alx+ =—u'=—alz+—| =u
( 2a> < 2a>

vV—a <:U+b> =u=+v—adr =du
a

. e
por el contrario si (a

se transforma en

de donde

y la integral se transforma en
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4ac—b?
4a2

en este caso la tnica opcién posible es que (

dac—b?
4q?

que podemos poner < ) = k2 y obtenemos una integral de la forma

/ Vk2 —u2du

Para cada uno de los tipos de integrales se propone un cambio de variable distinto

a>0
Tipo 1 = [Vu?+k?du  u=kSht
b2
a>0
Tipo 2 . = [Vu? —k?du u=FkCht
(C—Z—a)<0
Tipo3 a<0= [Vk?—u?du u=kcost

u = ksent

También es posible resolver este tipo de integrales usando los llamados cambios de Euler:

Condicién Cambio

a>0 +/ax +t=+axr? +bx+c
c>0 tr ++/c= Vaz2 +bx +c
« rafz del polinomio | ¢ (z — «) = Vaz? + bz + ¢

Ejemplo 11.4 Calcula las siguientes integrales

a) [V4—a2%dz b) [V3+ 2z — 22dx a) [V1+z—2?de
Solucién:

a) Hacemos el cambio

T =2sent = dr = 2costdt

de modo que

22 = 4sen’t

) > 0 o de lo contrario el radicando es negativo, asf
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/\/4—:1:2d33 = /\/4—4sen2t 2 costdt
= /\/4(1—sen2t)2costdt
= /2\/(1 — sen? t)2 cos tdt

= / 4V cos? t cos tdt

= /4COS2 tdt

y se transforma en una integral trigonométrica. Hacemos el cambio trigonométrico

1 2
cos?f — LT Cos2t
2
para obtener
1+ cos2t t sen2t
4 cos? tdt = —dt = =
/ cos / 5 5 + 1

b) Primero hay que transformar la ecuacién de segundo grado para completar el cuadrado de una
suma:
3420 —at=4—(x—1)>

y la integral se transforma en

/mdm:/\/zl—(m—lfdx

que se resuelve como en el apartado anterior, aunque en este caso el cambio debe ser

(r —1) =2cost.

c) Primero hay que transformar la ecuacién de segundo grado para completar el cuadrado de una

suma: ,
5 1
1 —2="_(z-=
+r—=x 1 <a: 2>
y la integral se transforma en

/mdx:/,/j_(z_;)%x

y en este caso el cambio de variable que hay que realizar es

1 V5

$—§:7C08t.
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11.2.7. Integrales de funciones radicales 11

Son integrales del tipo

/ B R
Vvax? +br + ¢

donde P, (z) es un polinomio con coeficientes reales. Para el caso en el que P, (x) sea un polinomio
constante, se utilizardn los cambios realizados en el apartado anterior o bien completando el cuadrado.
Las primitivas para estos casos son de tipo arcsen, arg Shx o arg Chz. Para otro tipo de polinomios
se utiliza el llamado método Alemdn que consiste en descomponer la integral de la siguiente forma

P, L

/n(x)da: =Py1 () Var? +bxr+c+ / ——dx

Vaz? + b + ¢ Vaz? +bx +c

siendo P,,_; (z) un polinomio de grado menor que P, (z) y L € R. Los coeficientes del polinomio se
obtienen derivando la ecuacién anterior.

Ejemplo 11.5 Calcula las siguientes integrales

dzx

o) [ memde Y [ e o) | Frmda

Solucién:

a) Hacemos el cambio
z = 3sent = dx = /3 costdt

de modo que
z? = 3sen’t

1 1
— = —— \/3cost dt
/\/3—3:2 /\/3—3sen2t

/ L V3 cost dt
—_— COS
V3V/1 — sen?t

1
——V/3cost dt
/ \/§cost

= /1dt:t

f (z) = arcsen -

V3

b) Primero hay que transformar la ecuacién de segundo grado para completar el cuadrado de una
suma:

y deshaciendo el cambio

3420 —a?=4—(x—1)?

y la integral se transforma en

1 1
/ S S - / S SN
V34 2x — 2? [4— (& - 1)
que se resuelve como en el apartado anterior, aunque en este caso el cambio debe ser

(x — 1) =2cost.
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¢) Primero hay que transformar la ecuacién de segundo grado para completar el cuadrado de una
suma:

l+x—2°=

B~ ot
I
N
8
I
DO | =
~_

[N}

y la integral se transforma en

/\/ﬁ“:/mdw

y en este caso el cambio de variable que hay que realizar es

= — cost.

v 2

N | —

Ejemplo 11.6 Calcula la siguiente integral

3:E +1
V—x¢—2x+1
Solucion: Utilizaremos el método Alemén
3 1 L
T —:U2—2:B+1—|—/ dx
V22 _2z+1 V—a2 -2z +1

como el numerador de la integral es un polinomio de grado 1, el polinomio P,_; (z) debe ser un
polinomio de grado 0, es decir, una constante P,_; (z) = A, por tanto

d.’L‘— nl()

1 L
32 + r=A —$2—2$+1+/ dx
2 _ 9+ V—x? -2x+1

Derivando la expresién anterior obtendremos los coeficientes A y L

= + -
V-2 -2 +1 Va2 —2x+1 V-22—-2x+1 V—-22-22x+1

e igualando coeficientes

3z +1 A z+1 L —Arxr— A+ L

3=-A
=A=-3yL=-—
1=—A+1L

por tanto

/ CL S I Ny —2:c+1—/

La integral

2
/ dx
vV—z? -2x+1

se calcula mediante un cambio de variable. Completamos el cuadrado de la suma
—2? 20 4+1=2—(z+1)°

por tanto

/ﬁd‘”:/m“
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Hacemos el cambio

(z+1)* =2sen’t <= (z + 1) = V2sent = dx = V2 cost dt

y por tanto
2 2 2
——dx = /dt:/\/icost dt
/ 2 (z+1)° V2 — 2sen?t V2 (1 —sen?t)
= cost dt = cost dt

e e

= /2dtz2t:2arcsen$+1
V2

De modo que la integral es

3 1
zt = — —$2—2:U+1—2arcsenx

1
dzx
V—x?2 -2z +1 V2

11.2.8. Integrales binémicas

Son integrales de la forma
/a:p(a—i—bxr)qda: a,beR; p,q,r e Q.

Primero se propone la solucién de las llamadas integrales binémicas o binomias de tipo I, para las que
a=b=1yr=1, es decir:

/scp(1+fz:)qd:r; p,geQ

para las que distinguimos 3 casos:

Tipol ¢qeZ= (1+2)= %O(Z>azk
q=7¢Z

Tipo 2 = (I+z)=t"
pEL
g=7¢Z

Multiplicar y dividir por el factor x4
Tipo 3 p¢7Z N y después hacer el cambio

<1+a:> _
p+q€EZ r

Para las integrales binomias de tipo general se hace el cambio

ba" =at = 2" = —t = —Uﬁhid—lcﬂkl
xr = a CC—b xr = b a:—r b
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entonces

/:cp (a+ba")de = / ((Zt)w)p (a+ at)q% (Zt)’l‘_l dt

ab/" 1 /a\s—1 1
_ & p/ra qa_ (2" +—1
/bp/rt a? (1+1) " (b) t dt

1 (g—)r+p+1l r—p— —r
- /aq PR (L ) dt
T

1 (=Dr+pt1 rp- —r
- S fl/t’”i (1+1)%dt

T

y renombramos las variables como

p+1—r

el integrando serd de la forma
/ 1 (14 )° dt

que es una integral de tipo L.

Ejemplo 11.7 Calcula la integral bindmica

1/2
/ﬂc <2+1‘2/3) dx
En primer lugar, la transformamos en una bindmica de tipo I, haciendo el cambio
2?3 =2t = 1 = (20)%? = 2V23/? = da = 3v/24'at

de modo que

1/2
/m (2+m2/3) 2w = /2\/§t3/2 (2 + 2t)/2 32412t

= 12\/§/t2(1+t)1/2dt
como la potencia de t es un entero, entonces hacremos el cambio
l+t=u’=t=u?—1=dt =2udu

y sustituyendo
24\/5/ (u2 — 1)2u2du
que es inmediata
T 98 3
i s (23
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deshaciendo el seqgundo cambio

W ((1 +7t)7/2 C2(1+ )% a +t)3/2>

) 3

y finalmente el primero %x2/3 =t

N
7 5 3

24v/2 ( —

W L NI

27/27 o 25/25 + 23/23

(3(2+g§ ) 12(2+;: ) +4(2+$2/3>3/2>

Ejemplo 11.8 Calcula la integral bindmica

/ dx
/1 + 22
Se trata de una integral que podemos expresar como

/96_4 (1+ x2)_1/2 dx
En primer lugar, la transformamos en una bindmica de tipo I, haciendo el cambio
2 1/2 L 12
r=t=x=t :>da::§t dt

de modo que

_ —4 _ 1
/x—4 (1+x2) 2 4. — /<t1/2) (1+1) 1/2 51& 1/2 g4

= /t_5/2 (1+t)" Y2 dt,

se comprueba que ni la potencia de t, ni la potencia de 1 4+t son numeros enteros, sin embargo, la
suma de estos exponentes

5 1 6
373~ =3

si es un numero entero, asi que multiplicamos y dividimos por t° = t—1/2

~1/2
/t_5/2 (1442t = /t—5/2 (14872 ;—dt

1/2
—-1/2
()"

Y reagrupamos
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11.2. Métodos de integracion

33

finalmente hacemos el cambio

1+t 1+t
—— == Uu=4 —
t t
1 -2
1+t:u2:>1:t(u2—1):>t: = dt = u2du
W= (w2 = 1)

con lo que la integral se transforma en

[ () o= () e ()

que es inmediata

deshaciendo el segundo cambio

y finalmente el primero 2% =t

1/2 1/1 2\ 3/2 1 2\ 1/2
/@(2+ﬁ“) dx:—3< ;f) +< If) +C

Ejercicio 1 Calcula las siguientes integrales

a) [x3V222? + ldx b) fﬁdw

c) fﬁdw d) [ (1 +2x2)73/2 dx
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