Capitulo 9

Limites y continuidad de funciones
reales de una variable real

9.1. Funciones reales de una variable real
Definicién 9.1 Una funcidén real de variable real es una aplicacion de la forma

f:DCR—R

Como se vio en el primer tema, el conjunto D es el dominio de f, que escribimos como, Dom (f) y
en general serd el mayor conjunto de reales para los que estd definida la funcién f, es decir, el conjunto
de los reales para los que es posible encontrar una imagen mediante la aplicacién f. Los elementos del
dominio o variables independientes se representan de forma usual mediante la letra x, mientras que
sus imédgenes o variables dependientes se representan mediante la letra y, se escribird

y=f(z)

Por ejemplo, en la tabla siguiente se indican la expresién de la funcién en términos de la variable
independiente y su dominio correspondiente

f(@ | Dom ()

2x R

i R — {0}

— R—{-1,1}
z—1|[1,400]

In(z) | ]0,+o0]

22+2 | R

e’ R

En problemas temporales se suele utilizar como variable independiente la letra t.

Definicién 9.2 Definimos el grafo de una funcién f : D C R — R, es el conjunto de R? definido
por

Graf (f) = {(x,f(:z:)) € R? | x € Dom(f)}

En la siguiente imagen vemos el grafo de una funcién real
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Capitulo 9. Limites v continuidad de funciones reales de una variable real

Como las im&genes obtenidas mediante una funcién real de variable real son nimeros reales,
podemos realizar operaciones elementales entre ellos, lo que nos conduce a la definicién de nuevas
funciones. En la siguiente tabla se muestran las operaciones elementales més usuales para dos fun-
ciones reales f (z) y g (x)

Operador Dom (f)
Suma de funciones (f+9) (x)=f(x)+g(x)
Resta de funciones (f—9)(x)=f(x)—g(x)

Producto por un escalar | (a- f)(z) =a- f(z)

Producto y cociente (f-9)(x)=f(x) g(x)
/ _ f(z)
(g> ©) =@
Composicion (90 1) () = 9 (f ()
Exponenciacién 19 (z) = (f ()@
Ejemplo 9.1 Consideremos las funciones f (x) = x> +2 y g (z) = %, entonces

r—1 _m3—|—2m2—|—3x—|—3

. _ 2
Suma: (f +9)(x) == +2+x+2_ 2

r—1 _x3+2a:2+x—|—5

Resta: (f —g) () = 2%+ 2 —

T+2 T 42
1 32420 —2
Producto: (f-g)(x) = ($2+2) : <i+2> == 3;:256

22+2  (2+42)(2*+2) 234222427 +4

—2 r—1 r—1

cointer (1) )= 222 - _
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9.2. Funciones habituales que se deben conocer 3

1 212) -1 211
Composicion  : gOf(l’):Q(f(x)):igijLQ:Ei2122+2:i214
(1) oo brritin

z +2 (z+2)?

foga) = flg@)=g@)’+2=

9.2. Funciones habituales que se deben conocer

En esta seccién se recuerdan algunas de las funciones reales de variable real mds usadas.
1. Polinomios: Un polinomio de grado n € N con coeficientes en R es una funcién definida como
P,(x) =ap+ a1z + -+ apz",
donde a; € Ry a, # 0.

2. Funciones racionales: Una funcién racional es un cociente de polinomios

_ Py(z)  ataixt -+ apa”
C Qm(x) byt bzt bypam™

R (z)

donde ay, by, € R.

3. Funcién exponencial y logaritmo: Sea a > 0 y a # 1, definimos la funcién exponencial de
base a como

fx) = a”
Algunas propiedades de la fucién exponencial son
@ =1
a®tV = a%aY
O
a¥y

Por otra parte definimos la funcién logaritmo en base a como
g (z) =log, (x)
de forma que si y = log, (z), entonces se cumple
ay =z

Algunas propiedades de la funcién logaritmo son

log,1 = 0
log, (z-y) = log, = +log,y
log, (%) = log,z —log,y
log,z® = blog,

Las funciones exponencial y logaritmo en base a son funciones inversas entre si, es decir, para
x>0

[ —
log,a* = =z
aloga T

Sus representaciones graficas tipicas son
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Capitulo 9. Limites v continuidad de funciones reales de una variable real

-6

8

-10 +

T x

e® (azul), e™® (verde) y In (z) (magenta)

4. Funciones trigonométricas: Si consideramos una circunferencia de radio 1 y consideramos un
radio cualquiera que forme un dngulo x con el eje OX

Definicién de cos (x) (verde), sin (z) (azul) y tan (x) (magenta).

entonces el coseno de dicho dngulo (cos (x)) seria la longitud del cateto contiguo, mientras que
el seno de ese mismo dngulo (sin x), serfa la longitud del cateto opuesto al dangulo. La tangente
es el cociente sinz/ cosx y en la circunferencia vendria representado por la longitud del trozo de
recta que se obtiene al prolongar el radio y cortar con la recta tangente en el punto (1,0), como
se ve en la figura.
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9.2. Funciones habituales que se deben conocer 5

Las funciones trigonométricas béasicas y sus dominios serfan

Nombre  f(z) Dominio

seno: sinx ze€R
coseno: cosr z€R
tangente: tanz z € R—{(2k+1) %}kez

y cuyas representaciones serfan

Representacion grafica de cos (z) (verde), sin (z) (azul) y tan (x) (magenta).

En la siguiente tabla se indican lgunas propiedades interesantes de las funciones trigonométricas:

i) sin (z) = cos (z — %)
ii) cos (z) =sin (z + %)
iii)  cos? () +sin? (z) = 1
iv)  cos(2z) = cos? (z) — sin? () sin (2z) = 2sin (x) cos (z)
V) cos? (!IZ) _ 1+co2s(2m) sin2 (x) _ 170025(21)
vi) sinz=0&c=km, ke’ = cos (kr) = (=1)*
cost=02=02k+1)5,kcZ :>sin((2k+1)g):(—1)k
vii)  sin(—z) = —sin (z) cos (—z) = cos (z)
viii) sin (z +y) = sin (z) cos (y) + cos (z) sin (y)
sin (x — y) = sin (x) cos (y) — cos (z) sin (y)
cos (x + y) = cos (x) cos (y) — sin (z) sin (y)
cos (z — y) = cos (z) cos (y) + sin (x) sin (y)
: tan z+tan
ix) Ean( +y) = m
an (z —y) = T tans tany

X) 1+tan?z =

cos2 x

Como vemos por las propiedades i) y ii), realmente las funciones sin (z) y cos (z) son equivalentes,

estan desfasadas %
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Capitulo 9. Limites v continuidad de funciones reales de una variable real

5. Funciones hiperbdlicas: Las funciones hiperbdlicas se definen usando la funcién exponencial

e:E

Nombre f(x) Dominio
seno hiperbdlico: sinhz = Shx = 6172671 r€eR
coseno hiperbdlico: coshz = Chz = % reR
tangente hiperbdlica: tanhx = Thz = Zi;g:i reR

cuyas graficas son

-2.0 15 -1.0 0 05 1.0 15 2.0
X
1t
2+
3+

Representacion grafica de Ch (z) (verde), Sh(x) (azul) y Th(z) (magenta).

Algunas propiedades interesantes de las funciones hiperbdlicas son

i)

i)
i)
iv)

v)

vi)

Shzx e R

Chx € [1,00]

Tha € [—1,1]

Ch?z —Sh?z =1

Ch (22) = Ch? (x) + Sh? (2) Sh (2z) = 2Sh (z) Ch (x)
Sh (—z) = —Sh(x) Ch(—z) = Ch(x)
Sh (z + y) = Sh(x) Ch (y) + Ch (z) Sh (y)

Sh (z —y) = Sh(z) Ch(y) — Ch(z) Sh (y)

Ch(z +y) = Ch(z) Ch(y) + Sh(z) Sh (y)

Ch (z — y) = Ch(z) Ch (y) — Sh(z) Sh(y)

Th(z+y) = 1oy

Th(z —y) = %

6. Funciones hiperbdlicas inversas:

Vamos a encontrar la funcién inversa del seno hiperbdlico Shz = ¢

r_ ,—x
5—, para ello recordamos

que para el cdlculo de la inversa de una funcién, se escribe la ecuacién en la forma y = f(x) y
realizando las operaciones necesarias, hay que expresar la variable  como funcién de y, x = g (y),

la funcién g (z) serfa la funcién f~1

(z) buscada

Sy=e—e Tl = 1o -2 —1=0
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9.2. Funciones habituales que se deben conocer 7

Si hacemos el cambio e = u
u? —2yu—1=0,

que es una ecuacion de segundo grado en u, con solucién

oyt VAZ T4 2yt AIE+ D) 22 (P +1)
u = 5 = 5 = 5 =y+ Vv +1)

puesto que 32 + 1 > 2, y entonces \/y2 + 1 > y se deduce que 0 > y — 1/y2? + 1, como u > 0,
esta solucién no es vdlida y sélo sirve la que incluye el signo més

u=e"=y+ /(2 +1)

Tomando logaritmos conseguimos el objetivo buscado

len(y+\/(y2+1)) =9(y)

La funcién hiperbdlica inversa, que se nombra como arg Sh x, estaria definida como

Sh™!(z) = argSh (z) = In (az + /(22 4+ 1)>

Para la funcién Ch (z) hay que tener en cuenta que no es inyectiva puesto que Ch (z) = Ch (—z),
y sélo tendremos una biyeccién si tomamos z > 0 o z < 0, aunque el cédlculo de la expresién
serfa similar

et +e %

Y €z B

S=ec"+e T W = 41 -2 +1=0

Hacemos el cambio e = u
u?—2yu+1=0

que es una ecuacion de segundo grado en u con solucién

20+ 4y? -4 2yt 4(y*-1) 2y+£2y/(y2-1)
u = 5 = 5 = 5 =y+V(*-1)

Estd claro, por la presencia de la raiz, que se tiene que cumplir
lyl > 1
Para estos valores tendremos dos expresiones
Ch™!(z) = argCh (z) = In (x + /(22 — 1))

Para obtener la inversa de la tangente hiperbdlica procederfamos del mismo modo

e —e *

=Ther= ———

y operando intentaremos despejar z en funcién de y
yle+e ) =(e"—e ") ey +1)=(*-1) & (y—1) e+ (y+1) =0,

despejando e%*

©SPH



8 Capitulo 9. Limites v continuidad de funciones reales de una variable real

L 4 [0 7/”
L-¢ ¢ "'( "
>(' - | {C{L’
D ; |
|| 7 A

Figura 9.1: Representacion gréfica de limite

finalmente tomamos logaritmos

lne2m:ln<1+y><:>2x:1n<1+y> == 1ln<1+y> < z=1In Hiy

—y -y 27 \1—y 1—y
Por tanto
1
argThz =1n Lt
L—y
estd claro que en este caso
ze(—1,1).

9.2.1. Limite de una funcién en un punto

Definicién 9.3 Sea f: I CR — R con xy € I. Se dice que f (x) tiene por limite el nimero real
L € R, cuando z tiende hacia xg y se escribe como limg_.q, f (z) = L,

lim f(z)=L<=Ve=30>0: |z —xo| <dx#xo=|f(z)—L|<e

T—To

Esta serfa la definicién formal de limite y viene a decir que si los valores de = estdn cerca del valor
xg, entonces sus imédgenes se encontraran cerca del valor L.

Notar que la funcién f (x) no tiene porque estar definida en el punto g, se considerard entonces
el entorno reducido de centro xg

Jao — 8,20 + 8[* = Jzo — 8,20 + 6] — {xo}

En la imagen 9.1 podemos ver graficamente el comportamiento del limite. Ccuando los valores de x
estdn en el intervalo |xg — 0,z + d[, sus imdgenes f (z) estdn en el intervalo |L —e, L + €]

Proposiciéon 9.1 Se cumplen las siguientes propiedades para el limite de una funcion en un punto:

1. Si existe el limite de una funcidn en un punto, entonces es unico.

2. St f (x) tiene limite en un punto, entonces estd actoada en un entorno de dicho punto.

©SPH



9.2. Funciones habituales que se deben conocer 9

3. Silimg_,y f(x) =L < a= 3 I, entorno de xo, tal que f () < a, Yo € I,.
4. Stlimg_p, f(z) =L > B = 3 I, entorno de xo, tal que f(x) > 5, Vo € I,.

5. Silimg, .y, f () = L # 0= 3 I, entorno de a tal que f(z)-L > 0, Vx € I,,, es decir, existe
un entorno del punto xy donde la funcion tiene el mismo signo que su limite.

6. Sean f,g,h: I CR — R, con f(x) < g(z) < h(z) en I, para cierto xy € I, si ademds ocurre
limg .z f () =limg_p, h () = L = limy_, g (x) = L. Esta es la llamada Regla del Sandwich.

Para el cédlculo de limites lo mds préactico es sustituir directamente el valor de a en la expresién
de la funcion.

Proposicién 9.2 Sean f,g: I CR — R, con xg € I y supongamos que existen los siguientes limites:
limg_qy f(x) = L ylimy_z, g (x) = M, entonces se cumple:

1. Suma
lim (f(x)+g(z))=L+M
r—x0
2. Resta
lim (f («) - g(2)) = L— M
r—T0
3. Producto
Jim (F () () = L-M
4. Cociente

Si M #£ 0, entonces

5. Exponenciacion

Si A > 0, entonces

6. Logaritmo
Si L > 0, entonces
lim log f () = log (L)

T—T0

7. Potenciacion
Si L > 0, entonces
lim f(z)9@) = LM

Tr—X0

Definicién 9.4 Sea f: I CR — R con xy € I. Se dice que f (x) tiene por limite el nimero real
L € R, cuando x tiende hacia xg por la derecha y se escribe como h’mxﬂxg f(z)=1L,

lim f(z)=L<=Ve>0=30>0:0<(x—x0)<d,x#zo=|f(z)—L|<e

I—>I3
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10 Capitulo 9. Limites v continuidad de funciones reales de una variable real

también es posible escribir este limite lateral como

lim f(z)=1L
I*)mo
r>T0

La diferencia con el limite ordinario es que en este caso, nos aprorimamos al valor de xy, pero con
valores mds grandes que xg.

Del mismo modo se define el limite a la izquierdad.

Definicién 9.5 Sea f: I C R — R con xg € I. Se dice que f(x) tiene por limite el nimero real
L € R, cuando z tiende hacia xg por la izquierda y se escribe como h’mmﬂzg f(z)=1L,

lim f(z)=L<=Ve>0=30>0:0<(xo—z)<d,x#x0=|f(zr)—L|<e

T—T(

también es posible escribir este limite lateral como

en este caso se toman valores cercanos al nimero o, pero tomando valores siempre mds pequeﬁos que
Zo.

Definiciéon 9.6 A continuacion recordamos los limites infinitos y en el inifinito

Limite infinito lim f(z) =0c0<=VM>0=3>0:0< |z —2o| <d= f(x) > M
T—TQ

Limite menos infinito lim f(z) =—00<=VM>0=30>0:0<|z—z9| <d= f(x)<—M
Tr—X0

Limite en el infinito Iim f(z)=L<=Ve>0=3N >0talquesix >N=|f(z)—L|<c¢
r—00

Limite en el menos infinito  lim f(z)=L<=Ve>0=3IN >0tal quesiz < —N = |f(z—L)| <¢e

T——00

Ejemplo 9.2
lim ¢* = &3
r—3

sin(z)+z—-3 0+0-3

0-3
200 In(z +e) 1

3 1
Jm =0

lim e =0
r——00

lim e* = oo
T—00
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9.2. Funciones habituales que se deben conocer 11

9.2.2. Infinitésimos e Infinitos. Equivalencias.

Definicién 9.7 Se llama infinitésimo en el punto xg € R a toda funcion que cumple

lim f(z)=0

T—x0
Definicién 9.8 Se llama infinito en el punto xg € R a toda funcién que cumple

lim f(z) = £o0

T—x0

Proposicién 9.3 Sea f () un infinitésimo en x¢ y sea g (x) una funcion acotada en xg, entonces
f(x)g(z) es un infinitésimo en xg.

La proposicién establece que el producto de un infinitésimo en un punto por una funcién acotada
en un entorno de ese punto es otro infinitésimo.

Ejemplo 9.3 Calculemos el valor del siguiente limite

, 1
lim x sin —
x—0 x

por una parte la funcion f (x) = x es un infinitésimo en el punto 0, puesto que

limx =0

z—0
y por otra parte la funcidn sinzx es una funcion acotada, puesto que sus valores estdn entre —1 y 1.
Por tanto, usando la proposicion anterior

Iimzsin— =0
x—0 X

Definicién 9.9 Dos infinitésimos f (x) y g (x) en el punto zq¢ se dice que son equivalentes en dicho
punto St
tim 1)

=1
v g ()

En este caso se pone f(x) ~ g(zx) cuando x — xy.

Definicién 9.10 Dos infinitos f (z) y g (x) en el punto xqy se dice que son equivalentes en dicho punto

f(x)

Ii =1
st g ()

En este caso se pone f(x) ~ g(z) cuando x — xy.

Proposicién 9.4 Todo infinitésimo (respectivamente infinito) en un punto zg € R, que sea factor o
divisor en un limite cuando x — xg, se puede sustuir por un infinitésimo (respectivamente infinito)
equivalente en dicho punto sin alterar el resultado del limite.

©SPH



12 Capitulo 9. Limites v continuidad de funciones reales de una variable real

A continuacién se indica una tabla con los infinitésimos e infinitos equivalentes mds frecuentes

Tabla de infinitésimos equivalentes

Infinitésimo Equivalente a Punto
sinx T z9=0
2
1—cosx % g =0
tanz T g =0
arcsin x x o =0
arctan x T g =20
a® —1 zlna z9=20
In(1+x) x x0=0
(1+z)" -1 x z9g=0
Shx T z9=0
Chz -1 %2 9 =0
Thz T xz9=0
arg Sh (x) x z9g=0
arg Th (x) x x0=0
e’ —1 T g =0
Inx z—1 zo =1
an™ +---+a1x+ag ap z9=20

En la tabla anterior se puede cambiar = por f (z), siempre que f (z) — 0

Tabla de infinitos equivalentes

Infinito Equivalente a Punto
anx™ + -+ a1z + ag anz" T — 00
In(apx™+ -4+ a1z +ag) Inz" T — 00

Ejemplo 9.4 Vamos a calcular los dos siguiente limites usando infinitésimos equivalentes

lm (1-— (:20533) ln.(l — 5z)
z—0 (696 — 1) sin (3$)

lim (cos (z + 3) — 1) arctan (x + 3)
z5-3 (5743 — 1)%In (z + 4)

Solucién: Para el primer limite usamos directamente la tabla

2
1—cosx ~ r
2

In(1—-5z) ~ (—5x)
z2-1 2

e ~

sin (3x) ~ 3z
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9.2. Funciones habituales que se deben conocer 13

y sustituyendo en el limite

lim (1 —cosz)ln (1 —5z) _ \2)v
z—0 (er — 1) sin (3.’13) z—0 (12) (3‘/1:)

= Ii
20 (22) (32)
5.3
2x
= lim (=327
z—0 33
5
-5 5
= lim @ - _°
z—0 3 6
Para el segundo limite primero haremos el cambio x + 3 = y, de forma que si x — —3, entonces
y—0
(cos (x4 3) — 1) arctan (x + 3) " (cos (y) — 1) arctan (y)
im = lim
z——3 (52+3 —1)%1In (z + 4) y—0  (5¥ —1)%In (1 +y)
y a continuacién usamos la tabla calculada enteriormente
2
Y
1 ~ -2
cosy 5

5 -1 ~ ylnb

arctany ~ y
Inl4+y~y

y sustituyendo en el limite

(cos(y) — 1)arctan (y) y2j>
v=0 (5Y —1)%In (1 +y) y—0 (yIn5

9.2.3. Indeterminaciones
Sea f,g: I CR— Rconzgel

f(=z)
xT

L Silimg g, f(2) = L € Ry limy sy, g (2) = 00 = limy g, g(@) ~ 0
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14 Capitulo 9. Limites v continuidad de funciones reales de una variable real

. _ : _ . flz) _
2. Silimg—py f(z) =L #0€Rylimy .59 (x) =0=lim,_.y ) =
En ocasiones no podemos realizar las operaciones con limites, dando lugar a las llamadas indeter-
minaciones, en este caso no podemos conocer directamente el valor de limite o decidir si no existe, de
forma directa y es necesario realizar algunos cambios y modificaciones.

limg . f(z) limg,g(z) limite Indeterminacion
0 0 limg q 24 g

9] 00 lim,_,, g(i% =

0 00 lim, ., f(2) - g (x) 0- 00

00 00 lim, o (f () —g(z)) 00— 00

1 00 limg_q f ()7 1%

00 0 limy ., f (l’)g(m) ooV

0 0 limg—_q f (2)7@ 0°

Para las 3 ultimas se puede realizar el cambio

f (x)g(l‘) — e9() In(f(2))

y teniendo en cuenta las propiedades de la exponenciacién y el logaritmo estas indeterminaciones se
transforman en indeterminaciones del tipo 0 - co.
Para las indeterminaciones del tipo 1*° y puesto que f(x) — 1, podemos utilizar el infinitésimo
equivalente In (f (x)) ~ f () — 1, y pasarfamos a resolver
lim e9@F@=D — m g (2) (f (z) — 1)

T—IQ Tr—To

9.3. Continuidad

Definicién 9.11 Sea f: I CR — R con xg € I. Se dice que f (z) es continua en xg, si y solo si se
cumple

lm f(z) = f (z0)

T—T0

La funcion f(x) es continua en I < f(z) es continua en cada punto x € I.
El conjunto de todas las funciones continuas en un intervalo se indica por C (I).

La definicién implica 3 condiciones: que existe el limite de la funcién en el punto zg, que existe el
valor de la funcién en zg y que ambas cantidades son iguales.

Ejemplos de funciones continuas dentro de sus respectivos dominios son los polinomios, las fun-
ciones exponenciales y logaritmicas, las funciones trigonométricas y las hiperbdlicas.

Definicién 9.12 Si f (x) no es continua en a € I, entonces f (x) presenta una discontinuidad en zg.
Las discontinuidades pueden ser de 3 tipos:

1. Evitable: Si existe lim,_,,, f (x) pero o bien no coincide con f (z¢) o este valor no estd definido.

2. De primera especie o de salto: Esta discontinuidad se produce si existen los limites laterales
de f (z) en zy pero no son iguales, o bien cuando alguno de estos limites laterales, o los dos, son
infinitos. Distinguimos ambos casos:
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9.3. Continuidad 15

a) Salto finito: Existen los limites laterales, es decir son finitos, pero no son iguales.

lim f(x) = LeR

Z'—>"EO
lim f(x) = MeR
.'L'—>x8>

L # M

en este caso el tamano de salto es L — M

b) Salto infinito: Alguno de los limites laterales o los dos son infinitos. En este caso el tamano
del salto es infinito.

3. De segunda especie o esencial: Esta discontinuidad se produce cuando alguno de los limites
laterales no existe, ni es infinito.
Ejemplo 9.5 Comprobaremos que f (x) = i;:i tiene en xg = 2 una discontinuidad de tipo evitable.
Si calculamos el limite directamente obtenemos una indeterminacion
?—-8 25-8 0

I s 1210

podemos factorizar numerado y denominador y expresar la funcion de la siguiente forma

-8  (x—2)(¢®+2x+4)
2—4  (z-2)(z+2)

y si ahora tomamos limites teniendo en cuenta que x # 2

L o238 . (@—2)(x*+2z+4) | (®+224+4) 2242.244
lim = lim = lim = =
e—2x?2 -4 2-2  (z—2)(z+2) a2 (r+2) 2+2

luego el limite existe y la discontinuidad es evitable.

Ejemplo 9.6 Comprobaremos que f (x) = ex tiene una discontinuidad de primera especte de salto
infinito en xg = 0. Calculamos los limites laterales. Para el limite a la derecha tenemos en cuenta que
st x > 0, entonces % >0

1/z 1z _

Iim e/* =lime 00
r—0+ z—0
x>0

Para el limite a la izquierda tendremos en cuenta que si x < 0, entonces % < 0 y por tanto

lim eY* = 1fm e'/* = 0
x—0— r—0
<0

Ejemplo 9.7 Comprobaremos que la funcion f (z) = E [z], parte entera tiene infinitas singularidades
de primera especie con salto finito. La funcion E [z] es la funcidn que estd definida como

Elz]=n€Z, tal quen <z <n+1

es decir, se define como el redondeo de x al entero mds cercano que se encuentre a la izquierda de x,
de este modo

E[1,2] = 1, puesto que 1 <12<2
E[-2,3] = -3, puesto que —3 < —2,3 < =2
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16 Capitulo 9. Limites v continuidad de funciones reales de una variable real

Tomamos por ejemplo el punto xog = 0, el resto se haria del mismo modo y calcularemos los limites
laterales de E [x] cuando x tiende a 0. El limite a la derecha seria

lim Ez] = lim E[z] =0
z—07t z—0
>0

puesto que tomando x cercano al 0 en este caso se cumple
O<a<l
Mientras que el limite a la izquierda

lim E[z] = lim F[z] = —1
z—0~ z—0
<0

puesto que en este caso
—1<z<0

De este modo se cumple que los limites laterales son distintos. Ademds el tamano del salto es
L-M=0-(-1)=1

Ejemplo 9.8 Comprobaremos finalmente que la funcion f(x) = e/ gin (g) tiene en g = 0 una
singularidad de sequnda especie. Si calculamos los limites laterales en el 0

, . ™ , . s

lim €'/ sin (—) — lim €'/ sin (—)

z—0t X z—0 X
>0

Este limite no existe, puesto que mientras que eX/* tiende a infinito, la funcién sin (z) toma valores

entre —1 y 1 y por tanto el producto ird oscilando entre —oo y +o0o. El sequndo limite lateral ya no
es necesario calcularlo, aunque lo ponemos aqui como complemento. Puesto que e/* tiende a 0, si
x tiende a 0 por la izquierda y puesto que sin () es una funcidn acotada, en este caso tenemos el
producto de un infinitésimo por una funcion acotada de modo que:

, . ™ , . s
lim e'/* sin (7) — lfim Y% sin (—) =0
x—0~ X z—0 x

<0
Proposicién 9.5 La continuidad se conserva bajo las operaciones elementales de suma, resta, pro-

ducto, composicion y cociente de funciones continuas, en este caso siempre que no se anule el denom-
mador.

Proposicién 9.6 Sea f: I CR — R una funcién continua =

1. f(I) es un intervalo.
2. Si I es cerrado y acotado = f (I) es cerrado y acotado.

3. Si f es inyectiva, entonces f es estrictamente mondtona y f~1 es continua.
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9.4. Propiedades importantes de las funciones continuas

Teorema 9.7 (de Bolzano) Sea f : [a,b) C R — R con f € C([a,b]) y supongamos que f(a) -
f(b) <0= 3ce€]a,b tal que f(c) =0.

En la gréfica 9.4 se ilustra el significado del teorema de Bolzano.

Tlustracion del teormea de Bolzano

Este teorema es importante en la elaboraciéon del método de Biparticiéon o Biseccién para resolver una
ecuacién no lineal de la forma

f(@)=0
esto es, dada una funcién f : [a,b] C R — R que sea continua, el objetivo es encontrar un ¢ € a, b]
tal que f (c¢) = 0.
9.4.1. Meétodo de Biparticién

Describiremos a continuaciéon el método de bisqueda de raices usando el teorema de Bolzano.
Suponiendo que hemos localizado un intervalo [a, b] que cumple f (a) - f (b) <0

1. Calculamos f (a) y f (b). Si alguno de ellos es 0, ya hemos encontrado la solucién.

2. Calculamos el punto medio
a+b

2

y evaluamos la funcién en dicho punto f (¢). Si f (¢) = 0, entonces hemos encontrado la solucién.
En caso contrario, por continuidad debe ocurri, o bien f (a) - f(¢) < 0 o bien f(b)- f(¢) < 0.
En el primer caso tomamos el nuevo intervalo [a, ¢] y repetimos el proceso. En el segundo caso,
el nuevo intervalo serd [c, b]

El método debe incluir un criterio de parada para impedir que el proceso se repita de forma
indefinida. Estos criterios pueden ser

[f (ol <e
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18 Capitulo 9. Limites v continuidad de funciones reales de una variable real

que indica que el valor de la funcién en el punto medio estd suficientemente cerca del 0 (recordemos
que buscamos raices de f (z)) o bien un criterio de la forma

lc—al=b—c| <ce

que indicarfa que el intervalo que contiene a la raiz es suficientemente pequeno y que estariamos cerca

de la raiz de f (z).
Teorema 9.8 (Weierstrass) Sea f :[a,b] CR — R, con f € C([a,b]) = Jxm,xp € [a,b] tal que

f(zm)= min f(x)

z€[a,b]

f(zy) = méx f(x)

z€la,b]

El teorema nos dice que una funcién contina en un intervalo cerrado y acotado (compacto) alcanza
los valores minimo y méximo dentro del intervalo.

Teorema 9.9 (de Darboux o de los Valores Intermedios) Sea f : [a,0] C R— R, con f €
C ([a,b]) , seam =min{f (a), f(b)} y sea M =méx{f (a), f(b)}, entonces ¥V k € R tal que m < k <
M = 3c € [a,b] tal que f(c) =k.

El teorema de Darboux nos indica que cualquier valor k comprendido entre los valores de f (a) y
f (b) se puede alcanzar calculando la imagen de algin punto ¢ del intervalo [a, b], graficamente podemos
verlo en la gréfica 9.4.1

f(b) “

Tlustracion del teorema de Darboux
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Capitulo 10

Calculo diferencial de funciones de una
variable

10.1. Derivada de una funcion

Definicién 10.1 Sea f : [a,b] CR — R, con g € ]a,b[. Diremos que f es derivable en xy <

o £ @) = £ (o)

r—T0 xr — (]jo

eR

A este limite se le denomina f'(xg), aunque también pueden utilizarse las siguientes notaciones
% (20), fz (z0) o fL(xg). Haciendo el cambio x — xog = h, el limite se puede reescribir como

lim f(xo+h)— f(SUo)‘
h—0 h

Ejemplo 10.1 Vamos a calcular la derivada de una funcion constante usando la definicion. Sea
f(z) =k, conk € R, dado cualquier xo € R, calculamos el limite

fm [ (xo+h) — f(z0)
h—0 h

como f es constante, entonces
fzo+h)=[(z0) =k

y tendremos
f (o + h) — [ (20) k—k

Ii =lim —— =1im - =1im0=0.
hlg%) h hli% h hli%h hlg%)

Ejemplo 10.2 Vamos a calcular la derivada de la funcién f (z) = 2% mediante la definicion. Dado
g € R

_ 2 _ 2
fm flzo+h) = f(xo) _ I (o +h)" — x§
h—0 h, h—0 h

(23 + 2x0h + h?) — 2}
= lim
h—0 h

, 2$0h + h2
= hm —_—
h—0 h

= lim 2z + h = 2xg
h—0

19



20 Capitulo 10. Cailculo diferencial de funciones de una variable

Ejemplo 10.3 Vamos a calcular la derivada de la funcion f (z) = sinz mediante la definicién. Dado

o € R ) )
i @0+ 1) = o) _ . sin (w0 +h) — sin(a0)
h—0 h h—0 h
utilizamos la expresion del seno de la suma y tendremos

sin (xg + h) — sin (xg)

sin (x) cos(h) + cos (o) sin (h) — sin zg

s h = h
— Ym sin (xg) (cos (h) — 1) 4 cos (zg) sin (h)
N h—0 h

utilizando que el limite de la suma es suma de limites

sin (zg) (cos (h) — 1) 4 cos (xp) sin (h)

1
B0 h

_ oy SR (zo) (cos (h) — 1) + lim &8 () sin (h)
h—0 h h—0

utilizando infinitésimos equivalentes: sinx ~ x y 1 —cosz ~ %

2
- _ : sin (zg) (=2
i S0 (xo) (cos (h) — 1) + lim 8 (xo) sin (h) — Ym ( 2 ) T &8 (xo) h
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
b
= lim _hsin (o) + lim cos ()
h—0 h—0

= 0+ cos(zg) = cos (zo)

Como la derivada estd definida mediante un limite, existirdn los limites laterales, lo que nos conduce
a la definicién de funcién derivable a la derecha y derivable a la izquierda, asi una funcién f (x) es
derivable a la derecha en un punto xg si existe y es finito el siguiente limite

1+ . f(zo+h)— f(x0)
zy ) = lim
f ( 0) h—0+ h
y serd derivable a la izquierda si existe y es finito el siguiente limite

f/ (xa) — lim [ (xo+h) — f(z0)

h—0— h

obviamente f es derivable en el punto zg, si y solo si, es derivable a la izquierda y a la derecha de xzg
y ambas derivadas son iguales.

La derivada es un concepto de tipo local puesto que se usan limites y seria la pendiente de la recta
que es tangente a la funcién f (z) en el punto xg, es decir si consideramos (ver figura) la recta que une

los puntos P = ($6,f (aza)) vy Q= (l‘a +h,f(m6 +h))

T — Tn y—f .%'a fxa—i—h —f .%'a _ _
sy yoib) L S RS ) oy g )

(zg +h) —zg  f(zg +h)—f(z0)
y tomamos limites cuando h — 0, cuando () se aproxima a P, la recta anterior se acerca a la recta
tangente a f (x) en el punto xg, la pendiente m de esta recta tangente es el valor de la derivada en xg

y=m(z—=q)+f ()= (20) (&—20) + f(20)

©SPH



10.1. Derivada de una funcion 21

_(t‘!n + l’\)

f(%)

Figura 10.1: Interpretacion grifica de la derivada

Teorema 10.1 Sea f:[a,b] CR — R, con x¢ € ]a,b], entonces

Si f(z) es derivable en xo => f es continua en g

El reciproco del teorema no es cierto, es decir, hay funciones que son continuas, pero no derivables
en un punto, por ejemplo

f (@) = x|
es continua en xg = 0, pero no es derivable, ya que si calculamos las derivadas laterales
Con e JOEW O FW ) A b
! (0 ) hi»n& h Py h Py h Py h
h>0 h>0 h>0
puesto que como h > 0 = |h| = h. Y para la derivada a la izquierda
_ ) 0+h)—f(0) _ .. f(h)—f(0) | .. —h
! =1 I =lmZ—2 7 — lim — = lim — = —1
/ (0 ) hgg— h hli% h h—0 h hlg(lJ h
h<0 h<0 h>0

donde ahora, como h < 0 = |h| = —h. Y se comprueba que f'(07) # f(07) lo que implica que f no
sea derivable en 0.

Definicién 10.2 La funcion f es derivable en un intervalo abierto |a,b[ < f es derivable Vx € |a,b|.

En este caso podemos definir una nueva funcion f': I CR — R, que a cada punto le haga corre-
sponder el valor de la derivada en ese punto. Esta funcion puede ser derivable y obtendremos asi la lla-
mada derivada sequnda, f". El proceso se repite para obtener las sucesivas deriwadas: f, f@, f®) ..
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22 Capitulo 10. Cailculo diferencial de funciones de una variable

Ejemplo 10.4 La derivada de la funcion f (z) = 2% hemos visto que es f' (x) = 2z, podemos utilizar
de nuevo la definicion de limite para obtener la derivada seqgunda. Sea xg € R,

1" (x0) = lim

2 (zg + h) — 2x9 . 2h

= lim =

[ (xo+h) — f" (z0)
h

h—0 h

como el resultado es constante, deducimos inmediatamente que

10.2.

fl/l (:1:0) — 0

Reglas de derivacién. Derivadas de funciones elementales

Como ejemplos de funciones derivables tendremos las mé&s usuales: polinomios, trigonométricas,

hiperbdlicas.

Proposicién 10.2 (Reglas de derivacién) Suponiendo que f,g : I C R — R, son funciones

derivables en I, entonces

Operador

Deriwada

Suma de funciones
Resta de funciones
Producto por un escalar

Producto

Cociente

(f+9) (@)=f (z)+d (2)
(f=9) (x)=Ff (z)— ¢ (=)
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10.3. Regla de la cadena. Funcidén inversa 23

Proposicién 10.3 (Funciones elementales) Consideremos las funciones elementales:

Funcion f (z) | Derivada f'(z)
" nxnfl
log, = log, e—
x
Inzx 1
T
a” a’lna
e’ e’
sin (x) cos (z)
cos () — sin (x)
tan (x) L itan(a)
n (z o2 (1) n® (z
Sh (x) Ch ()
Ch (x) Sh (z)
Th (2) ! 1—Th* ()
x ———=1- x
Ch? (z)

10.3. Regla de la cadena. Funcién inversa

Teorema 10.4 (Regla de la cadena) Sea f: I CR— R, a € I, f derivable en a. Sea g : J C
R — R, derivable en f (a), con f(I) CJ = go f: I CR — R es derivable en a y

(9o f) (@) =4 (f(a)- f (a)
Ejemplo 10.5 Para calcular la derivada de la funcion
h (z) = sin (332)

hacemos uso de la regla de la cadena. En este caso g (x) = sin(x) y f (z) = 22, que son funciones
derivables con deriwada ¢’ (z) = cos (x) y f' (z) = 2z, de modo que

W (@) = g (f (@) - f (x) = cos (£ (x)) 2 = cos (s2) 20
Ejemplo 10.6 Para calcular la derivada de la funcion
h(x) ="
y hacemos uso de la funcion exponencial y logaritmica para expresar h(x) como

h (:L’) — 7 In(z)
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24 Capitulo 10. Cailculo diferencial de funciones de una variable

y empleamos la regla de la cadena con g(x) = €* y f(z) = zln(x), que son funciones derivables con
deriwadas ¢’ () = € y ' () = (In(x) + 1) respectivamente, de modo que

W (x) =g (f (2)) ' (@) = /) (In(2) + 1) = """ (ln(2) + 1) = 2" (In (z) + 1)

Teorema 10.5 (Funcién inversa) Sea I C R, [ # @. Sea f : I C R— R, f inyectiva y sea

1 f(I)— R, suinversa. Si f es derivable ena € I y sib= f(a) € f(I), son equivalentes las
siguientes afirmaciones:

1. f~1 es derivable en b.

2. f~1 es continua en b y f'(a) # 0

En este caso tendremos

—1 ! o -
U= 7= 7w

Vamos a deducir la derivada de la funcién g () = arcsin (z) a partir de la funcién sin (z). Consid-
eremos la funcién f (x) definida por

fo e

T ~ sinz

| — -1

la funcién f es inyectiva sobre los intervalos indicados, continua y derivable con derivada f’ (z) = cosz,
por tanto usando el teorema de la funcién inversa

1 1 1

(f ) ()

T (FfI(z) cos(fI(z)) cosarcsinz)

usando la férmula fundamental de la trigonometria podemos poner

cosz =V 1—sin?z

tendremos ) 1
) (@) = =
=) @ V/1—sin? (arcsinz) V1 — 22

Del mismo modo obtenemos

Funcién f (x) | Derivada f’ (x)
T
arc cos —_—
V1—22?
1
arctan x 1122
Sh L
arg Shx —_—
& V1+a?
1
arg Ch () o
1
arg Th (x) T

©SPH



10.4. Crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos 25

10.4. Crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos

Definicién 10.3 Sea f: I CR — R, a € I, entonces

1. f es creciente en a <= 3§ > 0 tal que V1,29 € Ja—d,a+ 0] con x1 < a < x9 = f(x1) <

fla) < f (22)

2. f es estrictamente creciente en a <= 3§ > 0 tal que Vxi,22 € |a —d,a+ [ con 1 < a <
zg = f(21) < f(a) < f (22)

3. f es decreciente en a <= 3§ > 0 tal que V1,29 € la —d,a+ 0] con 1 < a < x9 = f(x1) >

fla) = f (22)

4. f es estrictamente decreciente en a <= 30 > 0 tal que V1,22 € Ja —d,a+ 0] con 1 < a <
zy = [ (z1) > [ (a) > f (22)

Proposiciéon 10.6 Sea f: I CR — R, a €I, y f derivable en a
f es estrictamente creciente <= f'(a) >0
[ es estrictamente decreciente <= f'(a) <0
Definicién 10.4 Sea f: I CR — R, a € I, entonces

1. f tiene un méximo relativo o local en a <= 36 > 0 tal que Vz € Ja — §,a + 0] = [ (x) < f (a).
El mdzimo local es estricto si f (x) < f (a).

2. f tiene un minimo relativo o local en a <= 30 > 0 tal que Yz € Ja—d,a+ 0] = f(z) >
f (a) .El minimo local es estricto si f(x) > f(a).

3. f tiene un maximo absoluto o global en a <= Vx € I = f(z) < f(a). El mdzimo global es
estricto si f (z) < f (a), Vx € 1.

4. f tiene un minimo absoluto o global en a <= Vx € I = f(x) > f(a). El minimo global es
estricto si f (x) > f(a), Vx € I.

Un punto de méximo o minimo local se dice que es un extremo local de f (x) y un punto de maximo
o minimo global se dice que es un extremo global.

Proposicién 10.7 Sea f: I CR — R, xg € I, y f derivable en xgy, entonces
[ tiene un extremo relativo (mdximo o minimo) en o = f' (x¢) =0

Los puntos que cumplen la ecuacién f'(z) = 0 son los llamados puntos criticos de la funcién
f (z), la proposicién anterior nos indica que si un punto es un extremo local de una funcién derivable,
entonces es un punto critico. El teorema nos da condiciones necesarias, que debe cumplir, un punto
para ser un extremo local, pero no son suficientes, es decir, hay puntos criticos que no son extremos,
por ejemplo la funcién f (z) = 22 y el punto 2o = 0, estd claro que f’ (z) = 322 y por tanto f’ (0) = 0,
sin embargo se comprueba claramente que no es ni maximo, ni mfnimo

563
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26 Capitulo 10. Cailculo diferencial de funciones de una variable

y |
f0) > f(z)=2a3 VYr<0
f0) < f(z)=2a3 V>0

Definicién 10.5 Los puntos criticos de una funcion que no son extremos locales de la misma son
puntos de inflexién.

Para conocer el cardcter del punto xg, se tiene que recurrir al signo de f’ (x) cerca del punto xg, o
bien, utilizando derivadas de orden superior.

Teorema 10.8 (Condiciones suficientes) Sea f : I C R — R, y f derivable en |a,b], con x €
la,b[ y supongamos que xo € Ja,b[ que cumple

F®(z0) = 0 parak=1,....n—1Mm>1)
F (xo) # 0

entonces
f™ (z0) >0 == g es un minimo local estricto de f ()
n=2m (n es par) =
f™ (z0) <0 = xq es un mdzimo local estricto de f ()
n=2m-+1 (n es impar) = x9 es un punto de inflexion

Ejemplo 10.7 Encuentra y clasifica los puntos criticos de la funcion
flz)=a%—222+1

Solucién: Para encontrar los puntos criticos de f (x), tendremos que resolver la ecuacién f/ (z) =0

4
3562—4:6:O<:>a:(3x—4)20<:>3:1:0yx2:§
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Para determinar su condicién, recurrimos a la derivada segunda f” (z) = 6x — 4

4 < 0= 1 es un maximo local estricto

f10) = -
" 4 4 s .
f 3)= 6§ —4=8—-—4=4> 0= x; es un minimo local estricto

En la figura 10.4 vemos una representacion de f (z) en el intervalo [—1,2]. Podemos comprobar los
extremos locales obtenidos. Notar que la funcién no tiene ni méximo, ni minimo global puesto que

puede crecer (r — o0) y decrecer (x — —o0) indefinidamente.

1 ~—__—" 2
X
1+
2+
fz)=a2%-222+1
Ejemplo 10.8 Dada
B 1+ 2xarctanz

f(l')— 1—|—.%'2

calcula los extremos en cada uno de los conjuntos indicados
o) le] <3 b)lz[<2 R

Solucién: Calcularemos en primer lugar su derivada
2 — 222) arctan
/ ' (x) = ( ) N2
(14 22)

y buscaremos sus puntos criticos
f(z) =0 <= (2 —22%) arctanz = 0 <> z € {—1,0,1}

y resolvemos para cada apartado.

%] y calculamos f (z) para x € {—%, 0, %} que nos da

1. Vemos que 0 € [—%, %], pero —1,1 ¢ [ %,
f(0)

0 = 1

1 1
F() = a(2) = vamn

siendo 0 un minimo y —% y % son maximos del intervalo (figura 1)
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28 Capitulo 10. Cailculo diferencial de funciones de una variable

11

f (l‘) _ 142z arctanx -1, Q]

Tra? con x € [

2. Vemos que {—1,0,1} € [-2,2], y calculamos f (z) para z € {—2,—1,0,1,2} que nos da
[0 =1

F(-1) = f(1)=128

F(=2) = f(2)=1,0857

siendo 0 un minimo y —1 y 1 los médximos de f (x) en este intervalo (figura 2)

y
12T
11T
-2I.O ' -1I.5 ' -lI.O ' -0I.5 ' 0.0 ' 0:5 ' 1:0 ' 1:5 ' )Z(IO
f(x)= 71“”{1;?&” con x € [—2,2]
3. Para ver qué ocurre en R, tenemos que calcular los limites en —oco e +00
1
3 1+ 2x arctanx . ; 2arctanx + 2r—— 2T 10
lim —————— = (L’Hopital) = lim Lta® _ 22 =0
T—00 14 2 T—00 2x o0
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luego f (x) tiene méximos en —1 y 1 y no tiene minimo en este caso (3).

f (ZIJ) _ 142z arctanx conz €R

1422

10.5. Convexidad

Definicién 10.6 Sea f : [a,b] CR — R, diremos que f es convexa <= Vz,y € [a,b],\ € [0,1] =
fQz+ (1 =Ny) <Af(2)+(1-A)f(y)
Definicién 10.7 Sea f : [a,b] CR — R, diremos que f es céncava <= Vz,y € [a,b],\ € [0,1] =
fFOz+1=Ny) > (2)+ (1 =X f(y)

Proposicién 10.9 Sea f : [a,b] C R — R, con f € C%(]a,b]), es decir f con derivadas sequndas y
continuas, se cumple

f es convexa <= f"(x)>0;Vz € [a,b
[ es concava <= f"(z) <0;Vz € [a,b]

10.6. Teoremas del valor medio

Teorema 10.10 (de Rolle) Sea f : [a,b] C R — R, con f € C([a,b]) y derivable en el intervalo
abierto |a, b, se cumple
Si f(a) = f(b) = I €a,b| tal que f'(£) =0
Teorema 10.11 (Valor medio de Cauchy) Sean f,g : [a,b)] € R— R, con f,g € C([a,b]) y
derivables en el intervalo abierto ]a,b[, entonces
3¢ € Ja, bl tal que [f (b)) = f(a)lg’ (€)= [g(b) — g (a)] £ (&)

Si ademdas se cumple g (b) # g (a) x) # 0; Va € Ja, b] entonces podemos poner

y g (
f®)—f(a) _ (&)
g(®)—g(a) g (&)
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30 Capitulo 10. Cailculo diferencial de funciones de una variable

La demostracién hace uso del teorema de Rolle y de la funcién

como G (a) = G (b) entonces 3¢ € Ja, b] tal que G’ (£) = 0.

Teorema 10.12 (de Lagrange o de los incrementos finitos) Sea f : [a,0] CR — R, con f €
C (la, b)) y derivable en el intervalo abierto |a,b[, se cumple

3¢ €a,b[: £ (b) = f(a) = f(§) (b—a)

Para la demostracion de este teorema se hace uso del teorema del valor medio de Cauchy tomando
g(z) =z

Ejemplo 10.9 Utilizando el teorema de Lagrange, prueba que se cumple la siguiente desigualdad

s <lh(l+z)<z V>0

Solucién: Aplicamos el teorema de Lagrange a la funcién In (1 + z) en el intervalo [0, z], el teorema
nos dice que 3¢ € |0, z] tal que

fO) =fla)=f©)b-a)=f@)-fO)=f()@-0=f()=f (O

ycomo f(z)=In(1+z)y f (z) = 14%957 obtenemos

1n(1+:1:):1—}r£x Vz € (0,z)

Como € € (0, z), entonces

1
S0=14+¢¢>1— —<1
3 ¢ 1+¢

de forma que

In(1+z)= r<l-zx

1
1+¢

Como € € (0,z), entonces

1 1
=1 1 - ——
E<zx +éE<1l+z 1+§>1+m
como ademés = > 0
In(1+2z) = > =
n T) = T T
1+¢ 1+
Ejemplo 10.10 Prueba que se cumple la siguiente desigualdad
sinx < x V>0
Solucién: Definimos la funcién f(z) = z — sinz cuya derivada es f'(z) = 1 — cosz. Como

f'(x) > 0; Y > 0, la funcién es creciente si > 0, por tanto

f(x)> f(0) <=z —sin(z) > 0 <= z > sin(x)
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Ejemplo 10.11 Utilizando el teorema de Lagrange, prueba que se cumple la siguiente desigualdad

x2 T
0<1—cosx<? Va:e}(),i[

Solucién: La primera parte es trivial puesto que cosx < 1. Para la segunda parte aplicamos el
teorema de Lagrange a la funcién

x? T
f(:p):?—i—cosx—l Vx6[0,5}

usando el teorema de Lagrange para la funcién f (z) y el intervalo [0,z], z € ]0, g [, teniendo en
cuenta que f'(z) = x — sin (x), debe existir £ € ]0, z[ tal que
f@)=f0)=f (&) @—-0)=f(z)—f(0)=f((@—-0)=f(z)=(—sin(§))=

como £ € }O, g[ = £ > 0 y usando el problema anterior

£ —sin(€) >0

7 .
como ademds x € [O, 5}, entonces también z > 0 y por tanto

(§—sin(§)z =0

y se prueba que
2 2

f(a:)20:>%+cosx—120:>%21—cosw

Ejemplo 10.12 Utilizando el teorema de Lagrange, prueba que se cumple la siguiente desigualdad
e*>1+zx Vr e R

Solucién: Tomamos = > 0y f (x) = e® y aplicamos el teorema de Lagrange a f (z) y al intervalo
[0, z] = debe existir £ € |0, z[ tal que

f@)=fO) =, (-0)=e -1=cu
Como £ € ]0,z[ y e” es una funcién creciente
e —l=aet >zl =r=—=¢e"-1>2=¢">2+1

Si tomamos x < 0, aplicamos el teorema de Lagrange a f(x) y el intervalo [z,0] = debe existir
¢ € ]x,0[ tal que
FO) —f@)=F(©0-2)=>1—¢ = —ca

como ademds = < 0, entonces —z > 0, como e* es creciente y £ € |z, 0[, se cumple et < €Y, por tanto

(—z)e* < (—x)
y por tanto se cumple
1—e®=—¢efz < —z
y reagrupando, se prueba que
l+z<e”
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32 Capitulo 10. Cailculo diferencial de funciones de una variable

10.6.1. Aplicaciones al cédlculo de limites: reglas de L’Hopital

Teorema 10.13 (Primera regla de I’'Hépital) Sean f, g derivables en]a — 6,a + 8[* conlim,_, f (z) =
lim, g (x) =0, cong(xz)#0 y g (x) #0 enla—d,a+ 8[*, entonces
f' (@) f(z)

Si existe el limite lim ; =L eR=—Ilim =1L
z—a g’ () z—a g ()

Teorema 10.14 (Segunda regla de I’Hoépital) Sean f, g derivables en]a — 6,a + 6[* conlim,_, f (x) =
lim,_qg(x) =00, cong(z) #0 y g () #0 enla—d,a+ 0[", entonces
[ (x) f(z)

Si existe el limite lim =LeR=—Ilim =L
z—a g’ () z—a g (z)

Ejemplo 10.13 Calcula los siguientes limites

1) lim,_o Sn32) 2) lim, o §on) 3) limg_co xe™"
2_
4) limg oo 1“(;)”_301) 5) limy,_ (cos (3z)) =

Solucién: Utilizaremos las reglas de L’Hopital en cada caso.

1. Se comprueba facilmente que sustituir directamente la variable x por el valor 0 conduce a una
indeterminacién del tipo %, ademads el denominador no se anula en ningin punto, salvo en el que
estamos calculando el limite, por tanto podemos aplicar la primera regla de L’Hoépital

sin (3z sin (3z)] 3 cos (3x
(o) . [in@a)] | 3cos(30)

im = =3
z—0 e — 1 z—0 [em — 1] z—0 e’

2. Es el mismo caso que el apartado anterior, el limite es del tipo % y aplicamos la primera regla
de L’Hopital
. . !/
—s -5 1 —cos
i LS00 e osin@l g 1= cosa
z—0 313 + 2z x—0 [3.7;3 —+ 2.%'4} 70 912 + 823

El resultado sigue siendo %, por tanto podemos seguir aplicando la regla de L’Hopital

. 1l—coszx . [1—cosz] ) sinx
lim ———a = lim ———— = lim —————
2—0 922 + 823 2—0 [922 4 823])"  2—0 18z + 24z

y volver a aplicarla

sinz | [sin z]’ ) cosz 1

lIm———— =1lm —————— = lim ————— =
20 187 + 2422 20 (18 + 2422] 220 18 + 482 18

3. Al sustituir directamente vemos que se trata de una indeterminacion del tipo oo - 0 y hay que
transformarla en cociente para poder aplicar la regla de L’Hopital. Podemos expresar la funcién

como -
re ¥ = —
ex

que darfa una indeterminacién del tipo 22, o bien de la forma

e*LE

- 1/x

ze ”*
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que nos darfa una indeterminacién del tipo %.

En el primer caso

lIim ze™® = lim — = lim — =0
T—00 T—00 € r—o00 e¥
pero en el segundo
—x T
lim ze * = lim = I 5 = lim 2%¢*

el proceso se complica, por tanto hay que elegir adecuadamente,

4. Directamente obtendremos una indeterminacién de la forma 22, asf que aplicamos directamente
la regla de L’Hopital

) ln(mz—l)_ i [ln(wQ—l)]/_ i %_ i 2x
e L B—af = Jim = s =0

5. Directamente obtendremos la indeterminacién 1°°, asi que primero aplicamos la funcién expo-
nencial y logaritmica
; 1 limg o - (In cos(3z))
lim (cos (3x))=Z =e 7022

z—0

que la convierte en una indeterminacién de la forma % y podemos aplicar la primera regla de

L’Hopital
3sin(3x) .
; 1 Y [ln (COS (333))]/ oy cos(3z) 4. 3sin (3x)

iy S (ncos (3 = ding, = = i o = i 2zcos (30)

que es una indeterminacién % y volvemos a aplicar L’Hopital
. . /

i — 3sin (3z) L [3sin (3x)] - lm - 9 cos (3:13) _ 9

e—0 2xcos(3xz) «—0 [2xcos(3x)] a—0 2cos(3x)— 6z sin (3x) 2
por tanto

lim (cos (3x))%2 = ¢79/2

z—0
Ejemplo 10.14 Teniendo en cuenta que P, (x) y Qm, (z) son polinomios de grados n y m, respectivamente con

lim P, (z) = lim Q. (z) = o0

T—00 T—00

Comprueba que se cumple

, P, (-’15) o
a) lim ooy = 0
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34 Capitulo 10. Cailculo diferencial de funciones de una variable

10.7. Foérmula de Taylor para funciones de una variable
La idea de esta seccién es aproximar una funcién derivable mediante un polinomio.

Definicién 10.8 Sea f (z) una funcion que admite derivadas hasta el ordenn en un entorno, [xo — €, z9 + €|,
centrado en el punto xy € R. Se llama polinomio de Taylor de f (x) de orden n en el punto xy al
polinomio definido como

S (o)

(m—xo)2+--'+T(m—xo)n

#" (z0)
2!

Pnf (IE,CE()) = f (:EO) + f/ (:170) (33' — ZL‘(]) +
Ejemplo 10.15 Calcula el polinomio de Taylor de orden 4 en xo =1 para la funcién In (z).

Solucién: Como se pide el grado 4, necesitamos calcular la derivada de f (x) hasta ese orden y
evaluar dichas derivadas en el punto xg = 1

. . f(n)x
n| £ (@) | £ (@) | T
0 In(z) | In(1)=0 %:0
1 1
1 - S=1|==1
T 1 1!
1 1 -1 1
e e e T S TR
2 2 2 2 1
3 S| B2 3763
6 6 —6 —6 1
S =T BT R TR YR
y el polinomio solicitado es
"(q "1 “) (1
Pifet) = fO+ P00+ 5 @1 T o g LWy
N DI B Y S Y
= (z-1) 2(3: 1)—1—3(33 1) 4(:5 1)

En general el polinomio y la funcién solo coincidirdn en el punto xg

[ (zo) = Pof (z,20)

pero no en otro puntoP, f (z, xg) , consideramos por tanto la diferencia entre la funcién y el polinomio,
que llamaremos resto de Taylor

R, f (JE,JI()) = f(iB) - Pof (l‘,:Eo)

Proposicién 10.15 Si f (x) es una funcion que admite derivadas hasta el orden n+1 en un intervalo
centrado en el punto ryg € R = Para cada x en dicho intervalo, existe un punto & entre dicho valor
rya (sizx<a=§{€lx,aysiz>a=Eela,x]) tal que

FI©)
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10.7. Férmula de Taylor para funciones de una variable 35

con R
lim nf (iL‘, :L‘())

z—zo (x — x0)"

=0
esta expresion es el llamado forma de Lagrange del resto de Taylor.

En la proposicién anterior hay que tener en cuenta que el punto £ depende del valor x elegido, es

decir, £ = £ ().
Definicién 10.9 Llamamos férmula de Taylor de orden n para f (x) en zq a:

f(x) = Puf(z,m0) + Rnf (z,0)

£ ()

= f@o)+ f'(wo) (z —m0) + == (= — @)’ 4+ o (@ = 20)" + Raf (2, 20)
Si xg = 0, tenemos la formula de McLaurin
" (n)
F@) = Puf (@,0)+ R 2,0) = £ 0 + £ @2+ L0002 4 T2 Oy o

Ejemplo 10.16 Calcula el polinomio de Taylor de orden n en xqg = 0 para las siguientes funciones
indicando su resto de Lagrange

a) f(x) =e’ b) f(x) =In(1+ )

¢) f(@)=cos(z)  d) f(x) =sin ()

e) f(z) =15 1) @) =5
Solucién: Necesitamos calcular la derivadas de f (z) hasta el orden n

1. En la tabla siguiente expresamos las derivadas hasta el orden n y en la iltima fila incluimos la
derivada (n + 1)-ésima evaluada en el punto &

f(n) o
w1 | o) | FE
1
0 _ -
0 et | ef=1 ol
1 e’ el =1 l
1!
2 e | =1
1
0 _ -
3 et | ef=1 al
n e? | V=1 i
n!
3
e
1 3
n—+ e 1)
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36 Capitulo 10. Cailculo diferencial de funciones de una variable

y la férmula de Taylor es

IR T U 1
f(:v)—l—l—ﬁmjLE:L‘ —i-gx —I—---—i-ﬁzv +(n—|—1)!

2. En la tabla siguiente expresamos las derivadas hasta el orden n y en la tdltima fila incluimos la
derivada (n + 1)—ésima evaluada en el punto &

n | (@) 7 (0) e
0 In (1 +x) 0 % =0
! e Rl ERON -
? (- (1 +a) 1 —T} _
2
3 (-1 (-2) (1 +2)7 (—1)%2 <—13>! 21
- —1)33! 1
4 (—1)(=2) (=3) (1 + 2) ™ (—1)%a1 | { 4>! -2
n (1) (=2) (=3) - (—n+ D) (1 +2)™" | (=1)" (n — 1)! <—;>”
D (=2)(=3)---(=n _n )L (—1)7”r1 n! (_1)"+1
n+1|(=1)(=2)(=3)---(—n+1)(=n) (1 + ) o e
y la férmula de Taylor es
r) =x — a? 11:3 — 1$4 ... (_ann (_1)n+1 2+
f(z)= B L e A e Ty

3. En la tabla siguiente expresamos las derivadas de la funcién cos (). Como se puede apreciar las
derivadas pares son funciones cos (z) y van alterndndose en signo, mientras que las derivadas
pares son funciones de tipo sin (z) y también van alternédndose en signo. Al evaluar las primeras
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10.7. Férmula de Taylor para funciones de una variable 37

en el punto xy = 0, obtendremos el valor (—1)", mientras que las segundas serén siempre 0.

n n f(n) ($0)
n ™ (z) £ (0) i
0 cos (x) cos(0) =1 é =1
1 —sin () —sin(0) =0 % =0
—1 1
2 —cos () —cos (0) = —1 o=y
3 sin (x) sin (0) =0 % =0
4 cos (x) cos(0) =1 %
_1\n _1\n _(_1\" (_1)71
2n (=1)"cosz | (—1)"cos0 = (—1) )]
on+1| (=1)"sinz (=1)"sin0=10 0
_qyntl _qyntl (=)™ cos¢
2n+2 | (=1)"" cosx (=1)""" cos& n )

y la férmula de Taylor serfa

1 x2n (_1)n+1 COS£$2n+2
(2n)! (2n + 2)!

1 1 1
ﬂ@:1—§ﬁ+ﬁﬁ+aﬁ+~4%4ﬁ
4. Para calcular la férmula de Taylor de la funcién sin (z), haremos uso de la que ya hemos calculado
para cos () puesto que la derivada del cosz es el —sinz, de modo que si tomamos la férmula
de Taylor de cos (z) y calculamos su derivada obtendremos — sin x

!
1 1 1 1 (=1)" cos ¢
UG ( TR TR N St A 7o A o e T
li
_ 1 1 5 1. 34 n 1 2n—1 (‘UnﬂCOSf 2n+2

/
1 1 1 1 _ (=1)"" cos ¢
= (00— =g+ 23— —2%°+ ...+ (=" 2n—1 2n+2
( TR T St o e s TR Bl B e T

y si ahora cambiamos el signo tendremos

: _ ad 2P (=)™ o1 (—1)n+1 CoSE onyo /
Sln($)—x—7+7++7 — wl’

3 5l (2n —1)!
El resto no tiene la misma expresién que se obtendria de forma directa y que seria

(‘UnHSinﬁ 2n+1
(2n+1)!
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38 Capitulo 10. Cailculo diferencial de funciones de una variable

5. Construimos la tabla correspondiente

n £ (2) £ (0) o (fm)
T
T ) T
=(1- 1| = =1
0 T I 0!
_ 1
1 (1—x)2 L g=1
_ 2!
2 2(1—xz)7° 2| 5 =1
_ 3!
3 2.31—z)"* 31| 5 =1
|
4 2.3-4(1—x)° I =
Al
e n!
n 2-3----- n(l—z) "1 n! mzl
o (n+1)! 1
n+1|2-3-n-(n+1)(1—z)"? -~ —
(1—9™* [ @+

y la férmula de Taylor es

1 n+1

x
—— =14zt 423+
1—2x (1+§)n+2

6. Para la férmula de Taylor de H% expresaremos la funcién de como ﬁ y hacemos uso de la

féormula anterior

(—z)"*!
(1 + 5)71—}—2

- ~ 1+ (=2) + (-2)’ + (~a)

TR e s Pl

(_1)n+1 1Un+1

= l-g+a? -3+ (-1)"2"+ —L—
( ) (1+£)n+2

10.7.1. Aplicacién de la férmula de Taylor para aproximaciéon de funciones

Ejemplo 10.17 Calcula cos (1), aproximando la funcion f (x) = cos(x) por su polinomio de Taylor
de grado 4 en el punto xg = 0 y acota el error obtenido. Aunque la tabla para el polinomio de Taylor
se ha realizado en el apartado anterior, procederemos desde el principio construyendo el polinomio de
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grado 4 y el término del error

(n)
n| f™(2) oo | L nf‘%)
1
0 cos () cos(0) =1 o= 1
1| —sin(x) —sin(0) =0 %:0
—1 1
2| —cos(z) | —cos(0)=—1 or = T
. . 0
3 sin (x) sin (0) =0 3= 0
1
4 cos (x) cos(0) =1 1
5 —sinz —sin (&) — Sl; ©
el polinomio de Taylor seria
2?2zt
P4f($,0) = 1—54‘?
y la expresion del error es
sin&
Ryf (2,0) = —TUCB

El valor del polinomio en el punto 1 es
1 1
Pyf(1,0)=1-— 2 + n- 0,541 67
mientras que el error cometido en ese punto seria
sin &
T

como no conocemos el valor de &, no conoceremos el verdadero valor del error, pero si podemos encon-
trar una cota que nos indique el mdximo error que vamos a obtener, como el error se puede cometer
por exceso o por defecto tomaremos su valor absoluto

R4f (17 0) =

sin &
-5

Ruf (1,0)] = \

y st recordamos que la funcidn sin x toma valores entre —1 y 1, es decir, estd acotada por 1, obtendremos

1 1
— =8.3333x 1073

_sin§ 1
=5 120

5!

Para comprobar si esta cota de error es correcta, calcularemos el valor de cos (1)
cos (1) = 0,5403023058681398
y comparando con el valor obtenido mediante el polinomio
|cos (1) — Pyf (1,0)] = |0,5403023058681398 — 0,541 67| = 1.3677 x 1073

que como vemos es menor que la cota de error dada.
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Ejemplo 10.18 Calcula In(1,2), aproximando la funcion f(x) = In(x) por su polinomio de Taylor
de grado 4 en el punto xg = 1 y acota el error obtenido. Aunque la tabla para el polinomio de Taylor
se ha realizado anteriormente, procederemos desde el principio construyendo el polinomio de grado 4
y el término del error

. . £ (2
n|fo@| o)
0| In(x)| In(1)=0 %:0
1 1 1
1 — -=1|==1
x 1 1!
-1 1 -1 1
2 — | -—==-1| ==—-=
x? 12 2! 2
2 2 1
3 — —==2| ===
x3 13 31 3
—6 6 —6 1
4 gl =2=_Z
x4 14 0 4! 4
5 =24 24724 -1
x5 55 555| - 555
el polinomio de Taylor seria
(2-1%  (z-1° (2-1)°
P, 0O)=(z—-1)— —
y la expresion del error es
1 5
Ryf (2,1) = 56 (x—1)

El valor del logaritmo en el punto 1,2 se obtiene al evaluar el polinomio en el punto 1,2

(1,2 —1)? N (12-1° (@12-1)°

Pyf(1,2 =(12-1)— =0,1822
4f( ) aO) ( ’ ) 2 3 4 05 8227
mientras que el error cometido en ese punto seria
1 5 1 /2\° 32 1
Rif(120)=—(12—-1V=——|—) =———

como de nuevo no conocemos el valor de £, no sabremos el verdadero valor del error, pero si podemos
encontrar una cota que nos indique el maximo error que vamos a obtener, como el error se puede
cometer por exceso o por defecto tomaremos su valor absoluto

32 1
500000 £5

Ruf (1,2,0)] = \

En este caso la funcion x% es decreciente puesto que su derivada es —% < 0, como ademds & es un

punto que estd entre xg = 1 y 1,2, el valor mds grande se obtendrd en el extremo inferior del intervalo
[1,1,2] por tanto podemos poner

32 1
500000 ¢5

32

=6.4%x107°
500000 -4 10

<

Ruf (1,2,0)] = \
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De nuevo vamos a comprobar que la cota de error es correcta, calcularemos el valor de In (1,2)
In(1,2) = 0,182 32
y st comparamos con el valor obtenido mediante el polinomio
In (1,2) — Pyf (1,20)] = |0,18232 — 0,18227| = 0,00005 = 5 x 107>

que como vemos es menor que la cota de error dada.

10.7.2. Aplicacién de la féormula de Taylor al cdlculo de limites

Definicién 10.10 Diremos que una funcion f: I C R — R, admite desarrollos limitados de orden
n en xg € I <= FExiste un polinomio de grado n tal que Vo € I

f(z) =ao+ a1 (x—20) +az (z —20)> + -+ + +an (v — z0)"

derivadas hasta el orden n en el punto xy € R. Se llama polinomio de Taylor de f (z) de orden n en
el punto zqy al polinomio definido como

() (
(m—xo)2+~-+fn(!0)(rc—:vo)”JrO((x—wo)n)

f// (1130)

Puf (,20) = f (z0) + f' (20) (z = x0) + =,

siendo el término o ((x — z9)") una funcion que cumple

lim o((z —29)") =0

T—T0

tfm 2@ = 20))

=0
a—zo  (x —x0)"

La funcion o ((x — z9)") es llamado un infinitésimo de orden superior a (x — zo)".

Proposicién 10.16 Si f,g admiten desarrollos limitados de orden n en el punto x¢ con p(x) y q ()
sus respectivos polinomios, entonces

1. La funcion f + g admite desarrollos limitados de orden n con polinomio p (x) + q (z) .
2. La funcion f — g admite desarrollos limitados de orden n con polinomio p (x) — q(x).

3. La funcion f-g admite desarrollos limitados de orden n con polinomio r (x) obtenido al obtener
p(x)-q(z) y eliminando aquellos términos con grado > n.

4. Si g(zg) # 0, entonces i admite desarrollo limitados en 0 de orden n, obtenida al dividir

p () /q(x) ordenados segin potencias crecientes de x hasta el grado n.

Ejemplo 10.19 Calcula el siguiente limite mediante L’Hopital y mediante desarrollos limitados

1
lim z <cos — 62/”“")
T—00 x
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Solucién: Para usar L’Hopital tenemos que expresar el limite en forma de cociente, puesto que
directamente obtrenemos

1
lim x(cos—ez/””) =o0(l-1)=00-0
x

T—00

que es una indeterminacién. Tomamos el factor x y lo pasamos al denominador dividiendo, de este

modo

1 1_ 2/ 0
lim x (cos — 62/m> = lim M

Tr— 00 T

Podemos aplicar L’Hépital

T = lim
r— 00 = T— 00

1_ 2/ 1l 2 2/
COS e Sin + e 1
h’m y ($2 z a? ) = lim <— sinf —262/z> = —2
X
x X

Si usamos desarrollos limitados, en primer lugar haremos el cambio

< | =

de modo que si y — oo, entonces x — 0

r—00 €T y—0y

1 1
lim z (cos - — 62/"’“") = lim — (cosy — e2y)

y a continuacién utilizamos los desarrollos de Taylor de las funciones implicadas

2 4 6
_ Y Y Y
cosy—l—a—i—ﬂ—a—i—---

=3 (29)" 2, (2y)°

T TR

y por tanto

2 4 6 2
2 2 5 1 1

1 2 2 24 720

y sustituyendo en el limite

_Qy_§y2+ 1y4_ 1 ya) 1 1

lim = 2y — i ( 2 24 720 =1 _9_ =% 3 5__2
Jiim, ~ (cosy — ™) = lim y e L Ve Ok

como antes.

Ejemplo 10.20 Calcula el siguiente limite

. 3
smx—$+?

00 2 (2 — 2cosx — z2e®)
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10.7. Férmula de Taylor para funciones de una variable 43

Solucién: El problema habitual de los problemas de cdlculo de limites con desarrollos limitados es
decidir en qué termino cortar, ya que algunas veces puede impedir la resolucién del problema por falta
de términos y otras hay un exceso de términos que puede implicar un cédlculo excesivo. Por ejemplo,
supongamos que elegimos los desarrollos limitados de las funciones que aparecen en el limite anterior
hasta el tercer orden. Es decir

3
) x
sm(a:):x—a
2
x
cos(z) = 1—5
1 1
T _ -2 - .3
e’ = 1—|—:1:+2!1‘ —1—3!:17

y si sustituimos en la funcién

(x—"g—?)—x—k%

= lim =

lim
z—o0 22 (2 — 2cos x — x2e®) T—00 ;.2 <2_2< _%) _p2 (1+x+%x2+%x3)>

. :l:3
s1nx—:c+@

3

oo

se necesitan términos de orden superior, tomaremos el siguiente n =5

3 b
sin () =2 = 50+ 5
2 4
T X
cos(xz) = 1_§+E
e’ = 1+x+lx2+lm3+fx4
B 2! 3! 4!

y si ahora sustituimos

. 3
smx—x—i-g

lim
z—o0 2 (2 — 2cosx — x2e®)

x° x® x°
) (l-_7!_|_ﬁ —x+
= lim

T g2 (2—2(1—%—1—%)—x2(1+x+%m2+%x3+%x4))

1.5
4
= lm —5— 1122 7.6 _ .5
1
57 1
~ lim 120 ==
1,3 1,2 7.
P20 —5pa® — gx° — v — 1 120

Ejemplo 10.21 Encuentra el polinomio de Taylor de grado 2 para

voodt
f(x):/o 143

utiliza dicho pollinomio para calcular el valor aprorimado de la siguiente integral

0,5 dt

o V141t
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44 Capitulo 10. Cailculo diferencial de funciones de una variable

Solucién: En la tabla siguiente expresamos las derivadas de f (x) hasta el orden 2, incluimos la
derivada tercera para encontrar el error cometido

™ (g
n | ™ (x) £ (0) fn§0>
[odt
0 / 00
143
0
1 1
1 T - e 1)1
i 32 (1+a%) 00
3\~ 3 27,4 3N—5 31(530374) 35(5&3,4) 35(55374) )
3| =3z (142%) 2+ Zat (142%) 72 = S | ey | et

y el polinomio de Taylor serd
Trf (z;0) ==

mientras que el término del error o resto seria

§ (553 — 4) 23

|R4f”’ (%0){ = 8(1 +£3)5/2

FEn el caso de x = 0,5 el valor que arroja el polinomio de Taylor es

1ot (3:0) = 5

mientras que una cota del error cometido vendria dada por la expresién

1
i (39)) -

En todos estos ejemplos se conocia el grado del polinomio, y por tanto la derivada, que se tiene
que utilizar. Otro tipo de problemas que se plantea es cuando sélo conocemos el error méximo que se
debe cometer y por tanto en este caso no conocemos dénde truncar la serie de Taylor.

1

64

£ (5¢° — 4)

£ (56 — 4)
64 (1+ ¢3)°?

¢(56%—4) 1
(1+6%)?

8 (1+¢%)722°

Ejemplo 10.22 Calcula In (1,2) con un error menor que 102

Soluci6én: Tendremos que calcular el polinomio de Taylor de In (1 + x) necesario para tener ese
error. Si el polinomio es

" (n)
log (1+2) = £(0)+ f' (0)z + fz('o)x2+...+ / n'(o)x"—I—Rnf(a:,wo)
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10.7. Férmula de Taylor para funciones de una variable 45

tenemos que saber en que valor de n tenemos que truncar. Para ello usaremos el resto de Lagrange,
primero calculamos la derivada n—ésima de f

n n ™ (z0)
n | f (x) £ (0) Omo
0 In(1+ ) 0 0= 0
1 (1+2)™ 1)1
2 —(1+a)7 —1] -1
3 2(1+2)"" (—1)%2 %
4 314 a)t (—1)°3! %
;L G x)in 1" T (n— 1), '(_1)n+1 %

por tanto el resto serfa
(_1)n+2 1 n+1

n+1 (1+£)n+1

(n+1)(1+&"

Ry f (:C,O) = 2"t = |Rnf (33, 0)‘ =

y para x = 0,2 = 1% tendriamos

2 2t
R, —,0)| =
’ f(lo )’ 0 (nt D) (LF e

con
0<¢<0,2
por tanto
1+§z1<:>(1+§)"“21<:>(1+1€)n+1§1
por tanto

) 2n+1 2n+1
Rof ([ —,0])| = <
‘ / <10 ) ' 107+ (n 4+ 1) (1 + &)™ = 107+ (n 4 1)

Si tomamos
2n+1

1071 (n + 1)

garantizaremos que el error en el polinomio de Taylor es menor que el solicitado. Para obtener el valor

<1072

de n, le vamos dando valores

2n+l
n 10771 (n+1)
1 3257 =002>10"2
5255 =2.6667 x 1073 < 1072
luego n = 2 y el polinomio serd
1 1,
In(14+z)~In(1)+ 7%~ 3%
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46 Capitulo 10. Cailculo diferencial de funciones de una variable

y calcularemos
1
In(1,2) =02 -7 (0,2)>=0,2—-10,02 =0,18

Ejemplo 10.23 Calcula e=%3 con un error menor que 1073

Solucién: Tendremos que calcular el polinomio de Taylor de e® necesario para tener ese error. Si
el polinomio es

O CI0)

ol oy " + Rnf (J:v -750)

e" =f(0)+ f(0)z+

tenemos que saber en que valor de n tenemos que truncar. Para ello usaremos el resto de Lagrange,
primero calculamos la derivada n—ésima de f

(n)
n | 0 @) | £ (0) fi('xo)
1.
0 e’ 1]1
1 e’ 1)1
1
2 ex 1 E
1
3 e’ 1 30
1
4 er 1 E
n | er 1 %
por tanto el resto seria
R, f (x,0) = et 2" = R, f (z,0)] = a gt
mETT (1) e (n+1)!
y para x = —0,3 = —1% tendriamos
3 13 3n+1
Rof[——=,0)| = e 9
10 (n+ 1) 107+1
con
-0,3<€£<0
por tanto
et <el =
por tanto

3 ¢ gt 1 3t
Rnf —TA 0 - ¢ S
10 (n+ 11107+ = (n+ 1)1 107+

1 3n+1

Si tomamos

-3
(1)l 107 = 10
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10.7. Férmula de Taylor para funciones de una variable 47

garantizaremos que el error en el polinomio de Taylor es menor que el solicitado. Para obtener el valor
de n, le vamos dando valores

1 3ntd

(n+1)! 107FT
I

mw - 0,045 > 10_3
1 32+l

WW = 20’% . 0,0045 > 1073

Gy e = sogs ¢ 3375 x 1074 < 1073

w N =3

luego n = 3 y el polinomio serd
1 1 1
T~ - 2 .3
e _1—1—1!36—1—2!3: +3!x

y calcularemos

1 1
e =103+ 5 (-03)" + 5 (=0,3)" = 0,7405
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