Capitulo 7

Diagonalizaciéon de matrices

7.1. Valores y vectores propios

Definicién 7.1 Sea A € M,, (K) y V' un K-espacio vectorial. Si para A € Ky v € V, con ¢ # 0, se
cumple

AV = M7
entonces, se dice que A es un valor propio o autovalor (eigenvalue) de A y que ¥ es un vector propio
o autovector (eigenvector) de A. En este caso A es un valor propio de A asociado al vector propio U y
viceversa.

Definicién 7.2 Sea V un K-espacio vectorial y f : V. — V un endomorfismo. Sipara A e Kyv eV,
con 7 # 0, se cumple

F@) =X

entonces,se dice que A es un valor propio o autovalor (eigenvalue) de f y que ¥ es un vector propio
o autovector (eigenvector) de f. En este caso \ es un valor propio de f asociado al vector propio U y
viceversa.

Notar que en la definicién de vector propio se indica expresamente que el vector ¥ es no nulo, el
escalar A s puede tomar el valor 0.

Proposicién 7.1 Sea A € M,, (K) y V un K-espacio vectorial

1. Cada vector propio de A estd asociado a un y sélo un valor propio.

2. Si U es un vector propio asociado al valor propio A, entonces el vector av’ con o € K también es
un vector propto asociado a \.

3. Si {vh,Va,...,Un} son vectores propios asociados al valor propio X, entonces el vector U =
Yoy Uy con ag, € K también es un vector propio asociado a A.

Demostracion:

1. Si A1 y Ao fueran dos valores propios asociados al vector propio ¥, entonces se cumplird:

AV = U 5
:>)\117—)\217:O:>()\1—/\2)17:0:7é>()\1—)\2):0:>)\1:/\2

St

AU = AU



2 Capitulo 7. Diagonalizacién de matrices

2. Sea ¥ vector propio asociado al valor propio A, con AU = AU, entonces:
A (at) = a (A7) = a (A\F) = A (ad),
y por tanto a¥ es un vector propio asociado al valor propio A.

3. Sean{v1, ¥, ..., Uy} vectores propios asociados al valor propio A = Av; = AU, entonces si
— m —
T=D> pq a0

m m m

AT=A (i akﬁk> = iA (k) = > o (ATp) = > Al = A > gl = A7,
k=1 k=1

k=1 k=1 k=1

luego ¥ es un vector propio asociado al valor propio A.

Ejemplo 7.1 Comprueba que el vector v = (1,1) es un vector propio de la matriz

-(32)
(3 3)(1)-(2)-+(1)-

En este caso el valor propio asociado a ¥ es A = 5.

Solucién:

Ejemplo 7.2 Comprueba que el vector v = (1,0, 1) es un vector propio de la aplicacion lineal f (z,y, z)
definida por
f<$7yaz) = (.’L‘+2y— 273%4:3 - y—42’)

Solucién:
f(1707 1) = (07070) =0- (15031)

En este caso el valor propio asociado a ¥ es A = 0.

Proposicién 7.2 Sea f : R" — R™ un endomorfismo. Si A = Mc, —c, (f) es la matriz asociada a
f respecto de las bases candnicas de R™, entonces A y [ tienen los mismos valores y vectores propios.

Demostracién: Recordemos que si A = Mg, ¢, (f) es la matriz respecto a las bases canénicas
de R™ entonces f(¥) = M¢, ¢, (f) ¥, luego el resultado se cumple de forma directa.

7.2. Subespacios vectoriales propios. Polinomio caracteristico.

Definicién 7.3 Sea A € M, (K), definimos su nicleo como
ker (A) ={v eV | Av =0}

En el caso en el que A = M, ¢, (f) sea la matriz asociada a f : R” — R™ respecto a las bases
canonicas Cy,, podemos comprobar de forma trivial que ker (f) = ker (A), sin mds que utilizar que, en
este caso, f(V) = M¢,—c, (f)U. Por tanto, ker (A) es un subespacio vectorial de V' cuya dimensién
viene dada por el teorema de Rouché-Frobenius

dim (ker (A)) =n —1r(A).
donde r (A) es el rango de A.
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7.2. Subespacios vectoriales propios. Polinomio caracteristico. 3

Proposicién 7.3 Sea A € M, (K), V un K-espacio vectorial y A € K, entonces
A es un valor propio de A <= ker (A — \I,) # {6}

Demostraciéon: Sea I,, € M, (K) la matriz identidad. Si A es un valor propio de A asociado al
vector propio U # 0, entonces

AV =M <= AT = A\[,,U <= (AU — A\[[,§) =0 <= (A— \,,) U=0 <= U € ker (A — \I,,)
Como ¥ es un vector propio, entonces ¥ # 0 y por tanto se demuestra que ker (A — A\I,,) # {6}

Proposicién 7.4 Sea A € M,, (K), V un K-espacio vectorial y A € K, entonces
A es un valor propio de A <= det (A — \I,,) =0

Demostracién: Como A es un valor propio de A, por la proposicién 7.3, tendremos ker (A — AI,) #
{6} y por tanto dim (ker (A — A\I,)) >0

dim (ker (A —A,)) =n—r(A—=X,) >0=r(A— ) <n<=det(A—- A, =0.

Definicién 7.4 Sea A € M, (K), V un K-espacio vectorial y A € K un valor propio de A, llamamos
subespacio propio de la matriz A asociado al valor propio A al conjunto:

Ny=ker(A—M)={TeV |(A-X)T=0}= {7 €V | A = A7}

Como Ny es el nicleo de una matriz, es un subespacio vectorial de V que contiene los vectores propios
asociados al valor propio \ y ademds, aunque no sea vdlido como vector propio, también ocurre 0 € Ny.

Proposicién 7.5 Sea A € M, (K), V un K-espacio vectorial, entonces la suma de subespacios propios
es directa, es decir, si \j # \j son dos valores propios distintos de A, entonces

N)\i ﬂNAj = {6}

FEsto implica que dos vectores propios asociados a dos valores propios distintos son linealmente
independientes

Demostracién: Por la proposicién 7.1, cada vector propio estd en un y sélo un subespacio propio
y al ser vectores propios, ninguno de los dos es nulo..

Definicién 7.5 Sea A € M, (K), definimos el polinomio caracteristico de A al polinomio de grado n
definido por
PN) = 64 () = det (A — AI).

Observacién 7.1 Las raices del polinomio p (\) son los valores propios de la matriz A.

Definicién 7.6 Sea A € M, (K) y sea A € K un valor propio de A. Se llama multiplicidad de A como
valor propio de la matriz A a la multiplicidad de A\ como raiz del polinomio caracteristico p () y la
denotamos por m (\).

La suma de las multiplicidades de todos los valores propios de A es el grado del polinomio carac-
teristico, es decir, la dimensidn de la matriz.
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4 Capitulo 7. Diagonalizacién de matrices

Proposicién 7.6 Sea A € M, (K), V un K-espacio vectorial y sea A € K un wvalor propio de A,
entonces
dim (ker (A — AI,,)) < m(A)

Observacién 7.2 Notar que si X\ es un valor propio de A, entonces como debe existir v # 0 con
U € ker (A — Al,), entonces dim (ker (A — A\I,)) > 1, asi junto con la proposicidn anterior se debe
cumplir

1 < dim (ker (A — AI,)) < m ()

Ejemplo 7.3 FEcuentra el polinomio caracteristico p (\) y los valores y vectores propios de

55
v=(37)

Solucién: Calculamos su polinomio caracteristico

B s 5N (Ao _|/5-x 5 \|_,_
a3 2) - (3 ) |(75 55, )~

Obtenemos los valores propios igualando a 0
g, (AN) =0 A —120+20 =0 <= A\; = 10; Ay = 2.

Vamos a encontrar los vectores propios asociados a cada valor propio. Supongamos que 91 = (z,y) es
un vector propio asociado al valor propio A\; = 2, entonces

171€ker(A2[2):>(A212)171:0<:><5;2 752)<‘;):<8)<:><§ §><‘;>=<8>

y por tanto
3z +5y=0
= 3z + 5y =0,
3z +5y =0

ecuacién que tiene por solucién paramétrica

T =0 yz—%a:ﬁlz <a,—§a> = Ny, :<{<1,—§)}>.

Supongamos ahora que o = (z,y) es el vector propio asociado al valor propio Ay = 10, entonces

retarta 2t (4ot =0 o (55105 Y ()2 (O (T8 (2 (0)

de donde
-5+ 5y =0
< zx—y=0,
3z —3y =20

ecuacién que tiene por solucién paramétrica

r=a;y=a=vy=(a,a) = Ny, = {(1,1)}).
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7.2. Subespacios vectoriales propios. Polinomio caracteristico. 5
Ejemplo 7.4 Encuentra el polinomio caracteristico p (\) y los valores y vectores propios de
2 01
A= 4 2 5
0 0 6
Solucién:
2 0 1 A0 O 2—A 0 1
ba,(N) =det (A —A3)=[| 4 2 5 |- 0 X 0 4 2-X 5 (2-2)%(6-2))
0 0 6 0 0 A 0 0 6— A

Obtenemos los valores propios igualando a 0

puy V) =0 (2-1)7(6-)) =0 A1 =2 =2; \3 =6.

Si U7 = (x,y, 2) es el valor propio asociado a A; = Ag, entonces

0 0 1 x 0 T 0
(A-20)t1 =0<= [ 4 0 5 Yy 0] <= | 4o+52 0
0 0 4 z 0 4z 0
sistema que tiene por solucién
r=z=0,y=a=19=(0,a,0) = Ny, = ({(0,1,0)}).
Mientras que si U5 = (z,y, 2) es un vector propio asociado al valor propio Az = 6, entonces:
-4 0 1 x 0 —4dx + = 0
(A—613)7U3 = 4 -4 5 y | =0 < | 4v—-4y+5z | =] O
0 0 O z 0 0 0
Por tanto
-4z +2=0

dr — 4y +5z2=0
que tiene por solucién

r =,y =6a,z =4a = U3 = (a, b6a,4a) = Ny,

{(1,6,4)})

Ejemplo 7.5 Encuentra el polinomio caracteristico p(A) y los valores y vectores propios de

3 =2
w=(5 5 )
Solucion:

oon-smin-=[(33)-(3 DI )

Obtenemos los valores propios igualando a 0

ba, N)=0<= (3-A)>+4=0<= A\ =3+2i; o =3~ 2i.

Como los valores propios son complejos, sobre R? no hay valores propios asociados.
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6 Capitulo 7. Diagonalizacién de matrices

Observacién 7.3 Si en el ejercicio anterior consideramos A € My (C) entonces si v = (21, 29) € C?
es el vector propio asociado a A1 = 3 + 2i, entonces se cumple:

. L -2 =2 21y _ (0 —1221 — 229 =0
(A3 — (34+2i)5) T =0 <= < 5 2i> <22> = (0> — 921 — 22 = 0
que tiene por solucion
21 = iZQ,
de este modo si zo = o+ 13, entonces los valores propios asociados a A1 son de la forma

U1 = (=B +ia,a+if).
De forma completamente andloga se procede para el valor propio Ao = 3 — 21
. i221 — 222 =0
. . 2t =2
(A3 — (3—2i)[,) T =0 < <2Z 21.) <21> = <8> —
2 221 + 122 = 0

sistema que tiene por solucion
29 = iZl,

de este modo si z1 = o+ 183, entonces los valores propios asociados a Aa son de la forma
Uy = (a4 if, —f +ia).

Ejemplo 7.6 Encuentra el polinomio caracteristico p (\) y los valores y vectores propios de

-1 0 2

Aq = 0o -1 3

0 0 -1

Solucion:
-1 0 2 A0 O
¢A4(A):det(A4—)\Ig): o -1 3 - 0 N O
0 0o -1 0 0 A
—1-A 0 2
= 0 —-1-A 3 =(—1-\)>3
0 0 —-1-A

Obtenemos los valores propios igualando a 0
b, N =0=(-1-XN’=0<= N == N3 =L

Vamos a encontrar los vectores propios asociados al inico valor propio. Tomamos ¥ = (z,y, z)

0 0 2 T 2z 0
(A+Is)v=|( 0 0 3 y |=|(3 =10
0 0O z 0 0

La solucién tiene z = 0, mientras que = « e y = (8 son libres, los vectores propios son de la forma
U= (a,3,0) y Nx, = ({(1,0,0);(0,1,0)}).
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7.2. Subespacios vectoriales propios. Polinomio caracteristico. 7

Ejemplo 7.7 Encuentra el polinomio caracteristico p (\) y los valores y vectores propios de

4; 0 0
As = 4 -7 0
8 0 6-—2¢
Solucién:
4 0 0 A0 O
¢A5(A):det(A5—)\Ig): 4 -7 0 — 0 X 0
8 0 6-—21 0 0 X
45 — )\ 0 0
= 4 -7T—A 0
8 0 6 —2i—\

=Ai—AN)(=T—=XN)(6-2i—]))
Obtenemos los valores propios igualando a 0
$a, (M) =0= (4= A)(-T=XN)(6-2i—A)=0<= A\ =4i; 0 = —T; A3 =6 — 2i.

Vamos a encontrar los vectores propios asociados para cada valor propio encontrado. Para el valor
propio A\; = 44, tomamos ¥ = (z,y,2) con z,y,z € Cy

0
(A—4il3)v = 0 | =
0
0 0 0 x 0
4 —T7—4 0 Y = 0 |
8 0 6 — 67 z 0
0 0
4o — (T4 4d)y = 0
8z +6(1—1i)z 0
De la segunda ecuacién se obtiene
4
Yo ra”
y de la tercera
z= 8 x
=1+

siendo los vectores propios asociados a A1 de la forma

4 8 N A 8
Tyt Tt M= Ty i —1+1i
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8 Capitulo 7. Diagonalizacién de matrices

Para el valor propio Ay = —7, tomamos ¥ = (z,y,z) con z,y,z € Cy
0
(A+7Hv = 0 | =
0
4947 0 0 T 0
4 0 0 Y = 0 | <<
8 0 13—2 z 0
(T+4i)x 0
4x = 0
8z + (13 — 2i) 2 0

Claramente
r=2z=0

y los vectores propios asociados a Az son de la forma

(073/70) = Ny, = <{(07 170)}>

Finalmente para A3 =6 — 2¢

4i — (6 — 21) 0 0
4 —7— (6 — 2i) 0
8 0 6 —2i— A\
0
(A+(6-2)))v = 0 | =
0
—6 4+ 62 0 0 T 0
4 —-13+2¢ 0 Y = 0 | =
8 0 0 z 0
(=6 +6i)x 0
do + (=13 +2i) y = 0
8x 0
claramente
r=y=0

mientras que z serd libre, luego los vectores propios asociados serdn
(0,0,2) = Ny, = ({(0,0,1)}).

Observacién 7.4 Si A es una matriz triangular inferior o superior, entonces los valores propios son
los elementos de la diagonal principal
Ak = akk

Proposicién 7.7 Dos matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico y por tanto, los
mismos valores propios y multiplicidad.
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7.2. Subespacios vectoriales propios. Polinomio caracteristico. 9

Demostracién: Supongamos que A, B € M, (K) son dos matrices semejantes, entonces sabemos
que 3Q € M, (K) invertible tal que A = Q~'BQ. El polinomio caracteristico de A es

P4 (N) =det (A—AL)

o en funcién de B
¢4 (N) =det (Q7'BQ — \I,)
como @ es invertible, entonces Q'Q = I y podemos poner

¢4 (N) = det (QT'BQ —A\Q™'Q)

Sacando factor comtin Q! a la izquierda y @ a la derecha (recordemos que el producto de matrices
es distributivo a izquierda y derecha)

¢4 (A) = det (71 (B —A1,) Q)
El determinante de un producto de matrices es el producto de determinantes, luego

d4 (N) =det (Q1) det (B — A, det (Q)

y teniendo en cuenta que det (Q‘l) = detl(Q)

¢4 () =det (B —Aln) = g5 (})

Si bien los vectores propios coinciden para dos matrices semejantes, para los vectorees propios no
ocurre lo mismo, si bien hay una relacién directa. Si ¥ € V' es un vector propio asociado a valor propio
A, entonces

AT = \U

o en funcién de B
Q 'BQT = \0

y multiplicando a la izquierda por @)
QQ'BQT = Q)

o simplificando y teniendo en cuenta que A € K y por tanto se cumple la propiedad pseudoconmutativa
1, BQU = \QU — BQU = \QvU

y en este caso comprobamos que QU es un vector propio de B
Finalmente como todas las matrices asociadas a un endomorfismo son semejantes, podemos hablar
de polinomio caracteristico asociado al endomorfismo.

Definicién 7.7 Sea f:V — V un endomorfismo, B una base de V' y sea A la matriz asociada o B
de f, definimos el polinomio caracteristico de f al polinomio de grado n definido por

pP(A)=0r(A) =0da(N).
Ejemplo 7.8 Calcula los valores propios del endomorfismo f : R3 — R3, definido por

f(x,y,2) = (=2z+ 3y + 2, —2y + 62,42)
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10 Capitulo 7. Diagonalizacién de matrices

Solucién: Calculamos la matriz de f asociada a las bases candnicas
f(1,0,0) = (—2,0,0)

—2
f (07 170) = (3a _2?0) = MCn (f) =

o O

£(0,0,1) =(1,6,4)

y el polinomio caracteristico serd
3
¢p(A) =04 (A) = det 0 —2—2A
0
que tiene valores propios

)\1:)\2:—2}7)\3:4

Proposicién 7.8 Sea A € M,, (K), V un K-espacio vectorial.

7.3. Matrices diagonalizables

Definicién 7.8 Diremos que A € M, (K) es diagonalizable, si y sdlo si, AD € M, (K), D matriz
diagonal, semejante a la matriz A, es decir, AP € M, (K), llamada matriz de paso o matriz de cambio

de base, tal que
A=P'DP

Definicién 7.9 Diremos que f : V — V', endomorfismo con V un K-espacio vectorial, es diagonal-
izable, si y sdlo si, B, base de V', tal que la matriz asociada a f en la base B (Mp_p(f)) es una
matriz diagonal.

En ambos casos, la matriz diagonal estara formada por los valores propios de la matriz A.
Las matrices D y P no tienen porque ser unicas, ya que depende del orden en el que se elijan los
valores propios.

Teorema 7.9 Sea f: R" — R", endomorfismo sobren R", un K-espacio vectorial:
f es diagonalizable <= M¢, —.c, (f) es diagonalizable
Siendo Cy, la base candnica de R™.

Si A= Mc, ¢, (f) entonces

M O - 0
0 X -+ 0

p=|. "7 | v P=(0...5)
0 0 - A\

siendo \; valor propio de A y ¥; el vector propio asociado.
Proposicién 7.10 Sea f : V — V, endomorfismo sobre V', un K-espacio vectorial:

f es diagonalizable <= 3 B; base de V, formada por vectores propios
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7.3. Matrices diagonalizables 11

Observacién 7.5 Para V =R", con A = Mc, ¢, (f) la matriz asociada a f respecto de las bases
canonicas, entonces:

1. P~Y = Mp_.c,, es decir, las columnas de P son los vectores de la base B.
2. A=P7'DP = Mg, ¢, (f) = Mp—c,Mp_5 (f) Mc,—p = Mp_.c,Mp_p (f) (Mp_c,) "
Proposicién 7.11 Sea A € M, (R), entonces
A es diagonalizable <= R" = Ny, & --- & Ny,

siendo A; valor propio de A y Ny, el subespacio propio correspondiente.
Este resultado es equivalente a decir que

n=dim (Ny,) + - -+ dim (NVy,,)
Proposicién 7.12 Sea A € M, (R). A es diagonalizable si y sdlo si:
1. El polinomio caracteristico, p 4 (\) sdlo tiene raices reales.
2. dim (N,\j) =m (Aj) para cada \j, valor propio de A.

Corolario 7.13 Sea A € M, (R). A, si A tiene n valores propios reales y distintos, entonces A es
diagonalizable.

Ejemplo 7.9 Determina si las siguientes matrices son o no diagonalizables sobre R, en caso afirma-
tivo encuentra una matriz diagonal semejante y una matriz de paso.

0 -1 8 0 1 2
As=1| 0 0 2 Ag=1| -1 0 3
0 0 3 0 0 4
1 -2 0 100 2 0 0
A= 0 0 -5 Ag=1| 0 1 0 Ag=| 0 2 0
0o 0 3 8 0 1 4 2 —4
Solucién: Buscaremos el polinomio caracteristico de cada matriz.
1.
01 2 A0 O 6— A 1 0
Ga, (A) = det(As — A3) = 003 |—-10XDO = 3 8—A 0 :(5—>\)‘(
0 0 4 0 0 A 2 2 5—A

= 5-N(6-XN (=X —3)=(5-1) (A — 14\ + 45)

Obtenemos los valores propios igualando a 0

14 4+ /196 — 180 14 + /16
pa, (M) =0 (B-XN) (AN 14\ +45) 0 A =5y N> —14A\+45 =0 \ = 5 = : -

Hay 3 valores propios reales, pero hay dos iguales, asi que no podemos determinar a primera
vista si la matriz es o no diagonalizable. Para comprobarlo tendremos que ver la dimensién de los
subespacios propios que deben coincidir con la multiplicidad del valor propio correspondiente.
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Capitulo 7. Diagonalizacién de matrices

Vamos a encontrar los vectores propios asociados a cada valor propio. Supongamos que 77 =
(z,y,2) es un vector propio asociado al valor propio A\; = A2 = 5, entonces

6—5 1 0 x 0 11
171Eker(A4—)\Ig)<:>(A4—)\Ig)171:0<=> 3 8—5 0 Yy = 0 = 3 3
2 2 5-5 z 0 2 2
y por tanto
r+y=0
3x+3y=0 » <~ m—i—y:O}
2042y =0
que tiene por solucién y = —z, siendo z, luego la solucién del sistema es de la forma (o, —«, 3)
y por tanto Ny, = ({(1,-1,0);(0,0,1)}), subespacio de dimensién 2, que coincide con la multi-
plicidad de A\; =5 que es m (A1) = 2.
Vamos a encontrar los vectores propios asociados al valor propio A3 = 9. Supongamos que
U = (x,y, z) es un vector propio asociado al valor propio A3 = 9, entonces
6-—9 1 0 x 0 -3
173Eker(A4—)\3[3)<:>(A4—9[3)173:()<:> 3 8—9 0 Yy = 0 <~ 3
2 2 5-9 z 0 2
y por tanto

—3r+y=0 (1)
3r—y=20 (2)

20 +2y—42=0 (3)

Sumando (1) y (2) obtenemos y = 3z, y sustuimos en la ecuacion (3) 2z + 2 (3z) — 4z = 0 <=
8r — 4z = 0 <= z = 2z, la solucién paramétrica es

r=oa; y=3a;2=2a= 7 = (a,3a,20) = Ny, = ({(1,3,2)}) .

La matriz diagonal y la matriz de paso son

50 0 1 01
Dy=|0 50 Pl=|-10 3
009 0 1 2

podemos comprobar que

1 01 50 0 1o 1\ "
P'DyPy = -1 0 050 -1 0 3
0 1 2 009 0 1 2
1 01 50 0 3120
= | -10 3 050 -1 -1 1
0 1 2 009 i 10
6 10
= | 380 |=A
2 25
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