Capitulo 6

Aplicaciones lineales

6.1. Definicién y propiedades

Definicién 6.1 Sean V y W dos K-espacios vectoriales. Una aplicacién lineal entre V- y W es una
aplicacion f
f:Vv—w

que cumple con los siguientes requisitos:

1. Suma:

2. Producto por escalares:
VieV,ae K= f(at) = af ()

Una aplicacion lineal también se denomina homomorfismo y si V. = W entonces f es un endo-
morfismo.

Definicién 6.2 Si f : R"— R™ es una aplicacion lineal, a la expresion f(x1,...,x2,) € R™ se
denomina expresion analitica de f.

Ejemplo 6.1 La aplicacion
f:R®— R?
definida como
f(z,y,2) = (22 4 3y, 2y — 32)

es una aplicacion lineal.
Solucién: Veamos que cumple las dos propiedades

1. Suma: Tomamos i@, 7 € R® = @ = (21,91, 21),7 = (T2, Y2, 22). Por una parte sumaremos los dos
vectores

U+ 7= (x1,y1,21) + (T2, Y2, 22) = (1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22)

y por otra calculamos la imagen de cada uno de los vectores @, U, 4 + ¥
f (ﬁ) = (2:E1 + 3y1, 2y1 — 321)
[ (V) = (222 + 3y2, 2y2 — 322)
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100 Capitulo 6. Aplicaciones lineales

f@+0) = (2w +22) +3(y1 +y2),2 (Y1 +y2) — 3 (21 + 22))

Las coordenadas son nimeros reales, por tanto podemos utilizar la propiedad distributiva
f (@ +70) = ((221 + 272) + (3y1 + 3y2) , (21 + 2y2) — (321 + 322))

y reordenando

fi+79) = (2z1 4 3y1 + 222 + 3y2,2y1 — 321 + 2y2 — 322)
= (221 4+ 3y1,2y1 — 321) + (222 + 3y2, 2y2 — 322)

= fla)+f(©).
2. Producto por un escalar: Tomamos @ = (x,7,2) € R® y a € R, por una parte
at = a(z,y,2) = (ax, ay, az)
y si ahora calculamos la imagen de u y de ail
fd) = f(z,y,2) = (22 + 3y, 2y — 3z)

f(at) = f (az,ay, az) = (2az + 3ay, 2ay — 3az)

teniendo en cuenta que las componentes son nimeros reales y podemos aplicar la propiedad
distributiva (factor comin)

flat) = (a(2x+3y),a(2y —3z))
= a2z + 3y,2y — 3z2)

= af (4).

Proposiciéon 6.1 Sean V y W dos K—-espacios vectoriales y f : V. — W una aplicacion cualquiera,
entonces

f es una aplicacion lineal <= Vu, v €V yVa,p € K= f(atd+ V) = af (@) + Bf (V)

Demostracién: La demostracién de la implicacién directa ” = ”es muy sencilla usando la defini-
cién de aplicacién lineal y que V' es un espacio vectorial.

La demostracién del reciproco ” <= 7 se hace tomando los valores a = 1 y § = 1 para demostrar
la primera propiedad y los valores o = 1 y 8 = 0 para la segunda.

Ejemplo 6.2 La aplicacion f : R? — R3 definida por f (z,y) = (—x + 5y, 22,0) es lineal.
Solucién: Tomemos @, 7 € R?, o, 3 € R = @ = (21,v1),,7 = (22,%2), entonces

flai+pv) = f(a(z,y1)+B(z2,92)) = f(az1 + Br2, ay1 + By2) = f (v3,y3)

= (=3 +5y3,223,0) = (— (w1 + Bx2) + 5 (ay1 + By2) , 2 (axy + Bx2),0)
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6.1. Definicién y propiedades 101

y agrupando términos en cada coordenada sacando factor comun el escalar correspondiente tendremos
fat+ pv) = (a(—z1 + 5y1) + B (—z2 + by2) , a2x1 + [2x2,0)
que puede ponerse como

(a(—z1 4+ 5y1) + B (—x2 + by2) , a2z1 + f2x2) = «(—z1+ 5y1,2x1,0) + 5 (—z2 + 5y2, 222, 0)

= af(z1,y) + Bf (z2,92) -
Ejemplo 6.3 La aplicacion f : R? — R? definida por f (x,y) = (2,2 — y) no es lineal puesto que
f(0,0) =(2,0) # (0,0)

Ejemplo 6.4 La aplicacién f : R? — R? definida por f (z,y) = (zy,2x) no es lineal puesto que
aunque

f£(0,0) = (0,0)
si tomamos, por ejemplo, 4 = (2,3) y v = (1,1) entonces

FE+9) = F((2:3) +(L1) = £(3,4) = (3-4,2-3) = (12,6)

pero

y por tanto no se cumple la primera propiedad de la linealidad ya que
f@+70)# f )+ f(9)

Ejemplo 6.5 La aplicacién f : R? — R definida por f (z,y) = —2x + 3y es lineal puesto que si
0,7 ER?, a,BER =@ = (x1,y1),7 = (x2,y2) y tenemos

flau+pv) = f(a(z,y1)+B(z2,92)) = f (az1 + Br2, ay1 + By2) = f (v3,y3)

= —2x3+3yz = —2(ax1 + fr2) + 3 (ay1 + By2)

agrupando términos y sacando factor comin el escalar correspondiente obtenemos
[ (et + BY) = a (=221 + 3y1) + B (=222 + 3y2) = af (z1,91) + Bf (2, y2) -

Ejemplo 6.6 Sea el conjunto V- = {f : [a,b] = R | f es continua en [a,b]} = C([a,b]), entonces la
aplicacion I : V — R definida como

b
uﬂ:/fwm

es una aplicacion lineal.

Solucién: Utilizaremos la caracterizacién de funciones lineales de la proposicién 6.1. En este caso
los vectores de V' son funciones continuas, por tanto, consideremos f,g € V' y o, 5 € R y calculamos
la imagen de af + (g

b
I(af +Bg) = / af (z) + Bg () dx

a
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102 Capitulo 6. Aplicaciones lineales

como sabemos de las propiedades de la integral

b b b b b
[at@+pg@de= [ af@do+ [ sg@)dr=a [ f@ds+s [ ga)de=al(5)+51()
luego I es lineal sobre de V' en R.

Teorema 6.2 Sea f:V — W una aplicacion lineal, se cumplen las siguientes propiedades:

1. Elemento neutro:

2. Subespacios vectoriales:

SiS<V = f(S)<W

3. Composicion de aplicaciones: Si g : W — U, es otra aplicacidon lineal, siendo U otro K—espacio
vectorial, entonces la composicion
gof:V—U

también es una aplicacion lineal.

4. Aplicacion inversa:
SIT<SW = f1(T)<V

5. Biyeccion: Si f es biyectiva, entonces f~1: W — V es una aplicacion lineal biyectiva.

Demostraciéon: Las demostraciones hacen uso de las propiedades de las aplicaciones lineal. En la
primera propiedad se ha utilizado el subindice de forma puntual, para indicar que el primer elemento
neutro corresponde al espacio vectorial inicial V', mientras que el segundo corresponde al elemento
neutro del espacio vectorial final .

1. Para v € V y 0 € K sabemos que

utilizando ahora que f es lineal

por ser W un espacio vectorial.

2. Supongamos que S < V, hay que demostrar que el conjunto f (S) es un subespacio vectorial de
W. Sean Wy, Wy € f(S) y sean «, 5 € K. Por la definicién de f (S), existirdn ¢ y U2 € S tal que

Como S es un subespacio vectorial de V', entonces
avy + B € S

y por tanto
f(at + p12) € f(9)
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6.1. Definicién y propiedades 103

pero como f es lineal
f (ot + o) = af (v1) + Bf (v2) € f(S)

es decir
aw + fur € f(S5)

lo que prueba que f (S) es un subespacio vectorial de W.

3. Hay que comprobar que la aplicacién h = go f es lineal. Sean @, v € V y sean «, € K, entonces
usando la definicién de funcién compuesta

h (@il + B0) = (g o f) (aii + BT) = g (f (il + B7))
pero como f es una aplicacién lineal

f (et + B0) = af (@) + Bf (V)
y por tanto
9 (f (eii + Bv)) = g (ouf (1) + Bf (V)
Pero g también es lineal entonces
g(af (@) +Bf (V) = ag (f (@) + By (f (¥)) = a((ge f) (@) + B((g o f) (¥)) = ah (@) + Bh (V)
luego h también es lineal.

4. Supongamos que T' < W, hay que demostrar que el conjunto f~!(T) es subespacio vectorial
de V. Para ello tenemos en cuenta que 1" es subespacio vectorial de W y por ello contiene el
elemento nulo, es decir Oy € T'. Usando el apartado 1 sabemos que

f (6v> = Ow
luego
Oy € f71(T)

Si f71(T) s6lo contuviera al elemento Oy, entonces por definicién, f~* (T') seria el subespacio
vectorial nulo y por tanto un subespacio vectorial de V. Si f~! (T') tuviera mds de un elemento,
es decir, si existieran ¥7,75 € V tal que f(9), f (2) € T, entonces si «, 8 € K y calculando
f (at + B¥s), teniendo en cuenta que f es lineal

f(aty + o) = af (01) + B (02)
Ahora bien, como f (¢1), f(v2) € T y T es subespacio vectorial de W, entonces
flaty + Bv) = af (01) + BF (02) € T

y por tanto
oty + Btz € f7H(T)

lo que prueba que f~! (T') es un subespacio vectorial de V.
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104 Capitulo 6. Aplicaciones lineales

5. Supongamos que f : V — W es lineal y biyectiva. Vamos a comprobar que f~1: W — V es
lineal, para ello tomamos w1, ws € W, como f es sobreyectiva, deben existir o1, vo € V', de modo
que

W o= f(Wh) = =f"(dh)

Wy = f(to)=to=f"" ()

Tomemos ahora dos escalares del cuerpo a, 8 € K. Como W es un espacio vectorial y w1, Wy € W,
entonces
aw + Pwe € W

Al ser f sobreyectiva existird U3 € V' tal que

[ (U3) = aaldy + Pida.
Por otra parte como f es lineal

[ (ot + B2) = af (01) + Bf (V2) = awy + Sy,

es decir, se cumple

f(U3) = f (ath + Bi2)
pero como f también es inyectiva, entonces

U3 = at + B
o de forma equivalente
FH oy + i) = aof 7H (i) + B ()

Luego f es lineal.

Proposiciéon 6.3 Sean V y W dos K—espacios vectoriales de dimensiones finitas n y m, respectiva-
mente. Sea B = {U,Ua,...,U,} una base de V' y sea S = {w,Ws,...,W,} € W un sistema de vectores
de W, entonces existe una unica aplicacion lineal f:V — W que cumple

Demostracién: Definimos f de la siguiente forma. Dado ¥ € V, al ser B una base, este vector
se podrd poner como combinacién lineal de los vectores de B, es decir, deben existir aq,...,q, € K,
tales que
U=oqt + -+ apty,

definimos f (¥) como
f(0) = a1y + -+ + iy

Esté claro que f (¥) € W, ya que es combinacién lineal de los vectores de S que estdn en W. Vamos
a comprobar ahora que f, definida de esta forma es lineal. Para ello consideremos @, v € V, como B
es una base entonces existen escalares 3, y ay tales que

@ = B4+ b

U = aqth + -+ aply
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6.1. Definicién y propiedades 105

Si A, € K, calcularemos la imagen del vector \u + ut, para ello tenemos que expresar este vector
como combinacién lineal de los elementos de B

M4 pt = XN (B0 + - -+ Bptn) + 1 (aqth + -+ + anty)
agrupando cada vector
M4 pt = (N8 + pag) 01 4 -+ + (A8, + pay,) Uy,
luego por la definicién de f
f G+ p) = (ABy + pan) Wh + -+ (ABy, + pa,) Wy
o usando las propiedades asociativa y distributiva
(ABy + pon) Wit - +(ABy, + pan) Wy, = A (B + -+ + Bdhy)+p (a Wy + -+ - - + ) = Af (@) +pf (V)

luego f es lineal.

Demostraremos ahora su unicidad. Supongamos que la aplicacién no es tnica, es decir, existe
otra aplicacién lineal g : V. — W que cumple ¢ (0}) = Wy para k = 1,...,n. Dado cualquier
U= a1t + -+ a,U, € V, por linealidad de g se verifica

g(@) = glaalyi+ -+ anty)
= aig(Uh) + -+ ang (th)

= oW+ + W,

pero este valor coincide con f (7), luego g (V) = f (V) Vo € V.
Del teorema 6.3 se deduce que una aplicacién lineal f estd completamente determinada por las
imdgenes de los vectores de una base del conjunto inicial.

Ejemplo 6.7 Sea f:R? — R? una aplicacion que cumple:
1. f es lineal
2. f(1L,1)=(1,-1) y f(1,0) =(3,2).
Calcula el valor de f (5,2).

Solucién: Por una parte, el teorema 6.3 indica que cualquier aplicacién lineal estd caracterizada
por las imdgenes de los vectores de una base y podemos comprobar que B = {(1,1);(1,0)} es una
base de R2. Si expresamos el vector (5,2) en la base B, es decir, encontramos las coordenadas del
vector en la base B

(2)=e(i)ola) = ()"0 )= 1358

por tanto como f es lineal, podemos poner

F(5,2)=f(2(1,1) +3(1,0)) = 2f (1,1)+3f (1,0) = 2- (1, —1) +3-(3,2) = (2, —-2) + (9,6) = (11,4).
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106 Capitulo 6. Aplicaciones lineales

Ejemplo 6.8 Sea f:R? — R3 una aplicacion que cumple

f(=2,1) = (1,0,1)
Yy
f(=1,0) = (2,-1,1)

Determina la expresion analitica de f.

Solucién: El objetivo del ejemplo es encontrar f (z,y) para cualquier vector (x,y) € R2. Como
B ={(-2,1),(—1,0)} es una base, cualquier vector (z,y) € R? tendrd coordenadas respecto de ella

r=—2a—p[
(‘Tvy)20‘4(7271)4>6(7]-70):(720[7570[)<:>
y=a
por tanto
a =y
g = —x—2a=—-x—2y

y calculamos f (x,y) teniendo en cuenta que f es lineal
f (ﬂj’y) = f (Oé (_25 1) + /8 (_17 0)) = Oéf (_25 1) + ﬁf (_17 0) =« (1707 1) + B (27 _17 1)
y en términos de = e y obtenemos la expresiéon buscada

f(zy) =y (1,0,1)+(-2 —2y) (2,-1,1) = (y,0,y)+ (22 — 4y, v + 2y, —x — 2y) = (—22 — 3y, v + 2y, —x —y) .

6.2. Niicleo e Imagen

Definicién 6.3 Sean V y W dos K-espacios vectoriales y sea f : V. — W wuna aplicacion lineal,
definimos el nicleo de f (kernel), ker (f) al conjunto de V' definido por

ker (f) = {7 V| f(®) =0}
Recordemos que la imagen de una aplicacion f, Im (f), es el subconjunto de W definido por
Im(f)={deW |IeV: f({@)=u}

Teorema 6.4 SeanV y W dos K-espacios vectoriales y f : V. — W una aplicacion lineal = ker ( f)
e Im (f) son subespacios vectoriales de V- y W, respectivamente, es decir

ker (f) < V

Im(f) < W
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6.2. Niicleo e Imagen 107

Demostraciéon: Sean @, 7 € ker (f) v «, 5 € K, vamos a comprobar que ot + 57 € ker (f)
@,7 € ker (f) = f (@) = f (@) =0
al ser f una aplicacion lineal
flad+p7) =af (@) +Bf(@) =a-0+3-0=0= ai + A7 € ker (f)

Teniendo en cuenta que V es un subespacio vectorial en si mismo y aplicando la propiedad 2 del
teorema 6.2, se deduce directamente que f (V') = Im (f) es subespacio vectorial de W.

Observacion 6.1 A la dimensién de Im (f) se le denomina rango de la aplicacién lineal f.

Teorema 6.5 Sean V y W dos K-espacios vectoriales y f : V. — W una aplicacion lineal. Si
B = {¥h,Va,...,0,} es un sistema generador de V' entonces f (B) = {f (01), f(¥2),...,f(0n)} es un
sistema generador de Im (f).

Notar que se cumple dim (Im (f)) < dim (V).

Demostracion: Sea @ € Im (f) = 37 € V tal que f (¢) = .
Comov €V = 3F ay,...,a, € K, tales que v = a1 + - - - + a,¥,. Como f es lineal

W= f(0) = f(at+ -+ apth) = oy f (V1) + - + anf (Tn)

y cada @ € Im (f) se puede poner como combinacién lineal de los {f (¥h), f (¥a),..., f(U,)}, tal y
como se queria demostrar.

Proposiciéon 6.6 Sean V y W dos K-espacios vectoriales de dimension finita n y m, respectivamente,
y f:V — W una aplicacion lineal. Entonces

1. f es inyectiva <= ker (f) = {6}
2. f es sobreyectiva <= dim (Im (f)) = dim W

3. Se cumple la llamada ecuacién de las dimensiones para aplicaciones lineales

dim (ker (f)) + dim (Im (f)) = dim (V)
Demostracion:

1. Supongamos que f es inyectiva. Si ¥ € ker (f) = f (7) = 0, pero al ser f es lineal también se

cumplird f (6) = 0, por tanto f (7) = f 0), pero al ser inyectiva ¢ = 0.

De forma reciproca, supongamos que ker (f) = {6} Si f(@) = f(¥) = f(@)—f@) =0

pero como f es lineal podemos poner f (@ —@) = 0, es decir @ — ¥ € ker(f) y por tanto

—

U—v=0= 4=, que demustra que la aplicacién es inyectiva.

2. Si f es sobreyectiva entonces Im (f) = W'y por tanto dim (Im (f)) = dim W.

Supongamos ahora que dim (Im (f)) = dim W. Por el teorema 6.4 sabemos que Im (f) < W,
como ambos tienen la misma dimensién Im (f) = W y la funcién es sobreyectiva.
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3.

Por el teorema 6.4
ker (f) < V = dim (ker (f)) < dim (V)

Sea B = {7}, ¥, ..., Un} una base de V', por el teorema 6.5, el conjunto f (B) = {f (v1), f (¥2),...
es un sistema generador de Im (f) y de esta forma, también se cumple

dim (Im (f)) < dim (V)

Sea r = dim (ker (f)). Si r = n = dim (V), entonces ker (f) = V y f es la aplicacién nula,
f =0, puesto que es la tnica aplicacién lineal tal que f (¢) = 0, V&' € V, pero esto implica que

Im (f) = {6} y por tanto dim (Im (f)) = 0, confirmando la ecuacién para este caso.

Supongamos que r = 0, entonces comprobaremos f(B) = {f (1), f(¥2),...,f(U,)} es una
base, para ello solamente hay que probar que f (B) es un sistema libre. Supongamos pues que
existen escalares aq, ..., a, € K tal que

a1 f (01) + asf (Ta) + -+ anf (T,) =0
como f es lineal podemos poner
ar f (1) + aaf (U2) + -+ anf (Un) = f (0101 + otz + - - + an¥p)
y por tanto
flon® + aoly 4 -+ anty) =0 = on @ + oy + - - - + anty € ker f

como r =0= ker f = {6}, es decir

o1y + oty + -+ -+ ap¥, =0

Obtenemos una combinacion lineal nula de los vectores {7, ¥s,...,9,}, pero como B es una
base estos coeficientes deben ser nulos

ag = 0; k=1,2,...,n

y hemos demostrado que f(B) es un sistema de vectores linealmente independientes, como
ademds es un sistema generador de Im (f), serd una base de este subespacio y por tanto

dim (Im () = n,

siendo la ecuacién de dimensiones cierta también en este caso.

Finalmente, supongamos que 0 < r < n. Sea By = {07, ¥s,...,9,} una base de ker (f). Como
By es un sistelam libre, podemos extenderlo con vectores {¥,41,...,0,} para obtener una base
de V, B = By U{¥r41,...,U,}. Por el teorema 6.5 f (B) serd un sistema generador de Im (f),
es decir

Vu?GIm(f) iaalv-"aanEK:717:alf(ﬁl)+"'+arf(77r)+ar+1f(ﬁr+1)"'+anf(77n)
como {v,Va,...,0,} € ker f = f(Uy) =0; k=1,...,r y por tanto
W= ar+1f(17r+1) +anf (ﬁn>
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es decir, cada vector @ € Im (f) se puede poner como combinacién lineal de { f (U,41),..., f (Un)}
que serd un sistema generador de Im (f). Sélo falta por comprobar que {f (¥y4+1),..., f (¥,)} son
linealmente independientes. Si por el contrario, suponemos que existen escalares a,y1,...,an €
K, con

i1 f (Urg1) o+ anf (Un) = 0

entonces por la linealidad de f

arq1f (177“—4-1) et anf (6n) =f (0‘7"+177r+1 i anﬁn) =0

y se deduce que
ar+1777‘+1 st apt, € kerf

y siendo Bj una base de ker f, existirdn 5,,..., 05, € K, tal que
Qr1Up41 -+ + Qply = B101 -+ + B0
o de forma equivalente
—B1 01—+ — By + Qg1 Tpg1 -+ by =0
pero B es una base de V, asf que se deberfa cumplir que todos los escalares deben ser 0
Br=0k=1,...,rya;=0j=r+1,...,n

lo que indica que {f (¥y41),...,f (¥,)} son linealmente independientes y por tanto al ser un
sistema generador de Im f, serd una base de donde se deduce:

dim (Im (f)) =n —r.

Definicién 6.4 Si f : V — W es una aplicacion lineal inyectiva se dice que es un monomorfismo,
mientras que si es sobreyectiva es un epimorfismo. Si f es biyectiva entonces se denomina isomorfismo
st V # W o automorfismo si V =W.

Ejemplo 6.9 Clasifica la aplicacion lineal f : R? — R3, definida como
Solucién: Clasificar f es indicar si es inyectiva y/o sobreyectiva. Calculamos su nicleo

ker (f) = {(z,y) e R?| f(z,y) = (0,0,0)}
= {(z,y) € R*| (—z + 5y, 22,0) = (0,0,0)}
= {(z,y) eR? |~z +5y=0;22=0;0=0}

= {(0,0)}

luego la aplicacién f es inyectiva.
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110 Capitulo 6. Aplicaciones lineales

Si ahora tomamos la base canénica de R?, Cy = {1 = (1,0);é& = (0,1)}, obtenemos un sistema
generador de Im (f)

f(gl) = f(l,O) = (*1a270)

f(52) = f(ov 1) = (5707 0)
El sistema f (C2) = {(—1,2,0);(5,0,0)} es libre, por tanto serd una base para Im (f), de este modo
Im (f) = ({(-1,2,0);(5,0,0)}) = dim (Im) = 2 # 3 = dim (W)

y por tanto no es sobreyectiva.
También podriamos demostrar que no es sobreyectiva usando la ecuacién de las dimensiones para
aplicaciones lineales, en este caso V = R2, por tanto dim (V) = 2

dim (V) = dim (ker f) + dim (Im (f)) < 2 = 0 + dim (Im)
de donde se deduce directamente que
dim (Im (f)) = 2 # 3.
Ejemplo 6.10 Clasifica la aplicacion lineal f : R? — R*, definida como
f(x1, 22, 3,24, x5) = (221 — x4, 323,0, 521 + T5)
Solucién: Calculamos su nicleo

ker (f) = {(z1,%9,23,24,25) € R* | f (21,32, 23, 24,25) = (0,0,0,0)}
= {($1,$2,$3,$4,$5) S R® ‘ (2.%'1 — X4,323,0, 521 +IB5) = (0,0,0,0)}

= {($17x2,$3,$4,l’5) S RS | 201 — x4 = 0;3x3 = 0;521 + x5 = 0}

Esta claro que
xr3 = 0

Yy que

T4 = 211

ry = —5ZE1

no habiendo ninguna restriccién para la coordenada zo, asi que si tomamos 1 = a y x2 = [, los
vectores de ker f pueden definirse como

(xla T2,T3,T4, 275) = (aa Ba Oa 2@, —505) =« (17 Oa Oa 27 _5) + 5 (07 17 07 07 O)

y por tanto
ker f = ({(1,0,0,2,-5);(0,1,0,0,0)}) = dim (ker f) = 2 # 0

la aplicacién no es inyectiva.
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Usando la ecuacién de dimensiones con V =R? y W = R*
dim (Im (f)) = dim (V) —dim (ker f) =5 —-2=3#4

luego tampoco es sobreyectiva. Para encontrar un sistema generador de Im (f), usaremos la base
canénica de R®

Cs = {é1,é3,63,é4,65} = f(C5) = {(2,0,0,5);(0,0,0,0);5(0,3,0,0);(0,0,0,1)}

eliminando el vector nulo obtenemos una base de Im (f) ya que el resto de vectores son linealmente
independientes entre si:
({(2,0,0,5);(0,3,0,0);(0,0,0,1)}) = Im f

Ejemplo 6.11 Clasifica la aplicacion lineal f : R?> — R definida como
f(@,y) =2z - 3y.
Solucién: Calculamos su nucleo y su imagen

ker f = {($,y)€R2’f(x,y):0}

{:Uy €R2|2m—3y—0}

- {xy ERQ\yzgx}
_ {( >\$€R}

= ()= a1

mientras que la imagen

m (f) = ({f(1,0); £(0,1)}) = ({2, -3}) = R = dim (Im (f)) = 1 = dim W

La aplicacién es sobreyectiva, pero no inyectiva.

es decir

Ejemplo 6.12 Clasifica la aplicacion lineal f : R* — R* definida como
f(z,y,2,t) = (x,22 — y, 3z + 2y + 2z,4x + y + 5z + Tt)

Solucién: En este caso vamos a calcular primero la imagen de f, usando la base canénica de R*
para encontrar un sistema generador de Im (f)

£(1,0,0,0) = (1,2,3,4)
f(O,l,0,0) = (07_1>2> 1)
£(0,0,1,0) = (0,0,2,5)

f£(0,0,0,1) = (0,0,0,7)
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112 Capitulo 6. Aplicaciones lineales

como vemos forman un sistema escalonado, asi que podemos asegurar que
dim (Im (f)) =4

y por tanto
dim (ker f) = dim (V) —dim (Im (f)) =4—-4=0

La aplicacion es biyectiva y como el espacio inicial y final es el mismo, la funcién f es un automorfismo.
Ejemplo 6.13 Clasifica la aplicacion lineal f : C2 — C? definida como
f(z1,22,23) = (2iz1 — 23, (3 — 1) 21 + 22)
Solucién: Calcularemos el nicleo de f
ker f = {(z1, 22, 23) € C? | f (21, 22,23) = 0}
de este modo las ecuaciones implicitas del ker f son

2z'z1 — Z3 =0 Z3=2i21
=
(3—1)21—‘:—22:0 ZQZ(i—3)Zl

de forma que si ponemos z1 = a € C
(21,22, 23) = (@, 2icv, (1 — 3) @) = (1,24, (i — 3))
luego dimker f = 1 y no es inyectiva. Utilizando la ecuacién de dimensiones
dimIm f = dimC3 — dimker f =3 —1=2
que es la dimensién de C2, luego f es sobreyectiva y una base de Im f = C2, serd por ejemplo la base
canoénica.
6.3. Matriz asociada a una aplicacion lineal

Consideremos una aplicacién lineal f : V. — W entre V' y W, dos K—espacios vectoriales de dimen-
sién finita, con dim (V) = n y dim (W) = m, respectivamente. Supongamos que B = {071, 02,...,U,}
es una base de V' y que B’ = {Wy,Ws, ..., Wy} es una base de W. Sea ¥ € V' y sean (z1,...,zy)p con
x; € K sus coordenadas en la base B, es decir

U=x10U1 + -+ TpUn

Como f (U) € W, este vector tendra unas coordenadas (yi,...,Ym)p en la base B, con y; € K, es
decir

de modo que podemos escribir
f@) = [ (@1t + -+ 2nlp) = W1 + -+ + YW
Al ser f lineal, la igualdad anterior nos conduce a poner
o f (0) + -+ anf (Un) = 1@ + -+ + Ym Wi
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Finalmente como para cada j = 1,...,n, f (¥;) € W, este vector tendrdn una expresién en coordenadas
respecto a la base B’, es decir, existiran a; € K, de modo que

[ (W) = a1jwh + -+ + amjWp,, j=1,...,n,
y sustituyendo ahora en la expresién de f (7)
z1 (a11W1 + -+ + Gp1l) + - + T (@101 + -+ G W) = Y101 + -+ + YWy
reagrupando
(1011 + -+ + Tpain) W1 + -+ + (T1am1 + -+ + Tpamn) W = Y101 + -+ + + YW
como las coordenadas en una base son unicas, podemos afirmar que
(x1ak1 + - - + TnGkn) = Yg; k=1,...,m

y en forma matricial podemos poner

Y1 ail a2 A1n T
Y2 a21 Az - Q2p x2
Ym aml am2 - Qmn Tn

La matriz en la expresién anterior es llamada matriz asociada a f respecto de las bases B y B’ y sus
columnas serfan las coordenadas de las imégenes de los vectores de la base B expresadas en la base
B’. Esta matriz se expresa como

ail ai2 o A1n
a1 a2 e a2n

Mp—m (D= | T S g oS )) € M ()
aGml Am2 " Omn

de forma que podemos poner
(f () =Mp—p (f) VB

Observacioén 6.2 Si V =W y B = B’ entonces podemos simplificar la expresion y poner
Mp—p (f) = Mg (f)
SiV =W y f(¥) =7 es la aplicacion identidad, entonces Mp__. g (f) es la matriz de cambio de base
Mp—.p (f) = Mp—p
StV =R" W=R"y B=C,, B =C,, son las respectivas bases candnicas, entonces
(f (@) g = Mp—.p (f) U & (f (0))¢,, = Mo,—ac, (f) Vo, & f(0) = Mc,—c,, ()T
en este caso si V= (x1,...,xy,) obtenemos la expresion analitica para f

T
f (331, s 7mn) = MCnHCm (f)

Tn
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Ejemplo 6.14 Sea f : R> — R*, definida como
flay) = (z—y,0,3z + 5y, Ty)
Obtened la matriz asociada o f respecto de las bases candnicas.

Solucién: En este caso sélo es necesario calcular las imdgenes de la base canénica de R? mediante

f
£(1,0) = (1,0,3,0)

f (07 1) = (_17 07 57 7)
de donde:

MCQ—>C4 (f) =

S w o =
N ot o =

Ejemplo 6.15 Sea f : R? — R? definida como
f(xayvz) = ($—4y—2,3$—y)

Sean B = {(1,2,3);(0,—-1,0);(3,—1,—2)} una base de R® y Cy la base candnica de R?. Se pide
obtener la matriz asociada a f respecto estas bases: Mp__.c, (f).

Solucién: En este caso sélo es necesario calcular las imdgenes de la base B mediante f

f(1,2,3) = (-10,1)
f(0,-1,00 = (4,1)

f(3,-1,-2) = (9,10)

de donde:
-10 4 9
MB—’C2(f):< 11 10)

Ejemplo 6.16 Sea f: R? — R3 cuya matriz respecto a C3 es

-1
MC3—>C3 (f) - 2
1

w O =
S~ N

se pide obtener la expresion analitica para f.

Solucién: Directamente, como la matriz estd asociada a las bases candnicas de los espacios vec-
toriales

1 -1 2 T T —y+2z
flz,y,z) =1 0 2 1 y | = 2y + 2
3 1 0 z 3z +vy
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Ejemplo 6.17 Sea f : R> — R? definida como
Se pide hallar la matriz asociada a f respecto de las bases B = {(3,1);(—1,2)} y B’ = {(0,1);(1,-1)}.

Solucién: Se pide el cdlculo de Mg,/ (f), para ello calculamos en primer lugar la imagen de B

f(371) = (275)

f(_1’2) = (_3’3)

y ahora expresamos las imdgenes en coordenadas respecto a B’

=7
(2,5) = a11(0,1) + a2 (1, -1) & (2,5) = (az1,a11 — az1) & { Z;i =2

=0
(—3, 3) = a19 (0, 1) —+ a9 (1, —1) = (—3,3) = (agg,alg — a22) <~ { 412

agy = -3
de modo que
7T 0
MBHB' (f) = ( 2 )

-3
Ejemplo 6.18 Sea f : R? — R? definida como
f(a,y) = (x —y,2y,3¢ = 3y).
1. Calcula Mp__,p/ (f) con B=1{(2,1);(1,3)} y B"= {(0,0,1);(1,0,1);(1,—1,0)}.
. Calcula (f (V) siendo vp = (—4,1).

\S

Solucion:

1. Se pide el calculo de Mp__. 5 (f), para ello calculamos en primer lugar la imagen de B

f(2,1) = (1,2,3)

f(1,3) = (-2,6,—6)
y ahora expresamos las imdgenes en coordenadas respecto a B’

(1,2,3) = a11(0,0,1) + a1 (1,0,1) + a31 (1,—-1,0) & (1,2,3) = (a21 + az1, —az1, a11 + a21)

ag1 +az =1 a1 =0
<~ —as3] = 2 & as =3
a1 + a1 =3 agr = —2
(=2,6,—6) = a12(0,0,1)+az (1,0,1)+asz2 (1,—1,0) & (—2,6,—6) = (ag2 + asz, —asz, a1z + ag2)
aze + agz = —2 a1p = —10
~ —azs =6 & agsg =4
a2 + aze = —6 agz = —6
de modo que
0 —10
Mp _.p (f) = 3 4
-2 -6
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2. Usamos directamente la matriz

0 —10 ~10
3 4 < _14 ) = -8
-2 -6 2

luego

(f ('UB))B’ = (_107 _872)
Vamos a comprobar el resultado utilizando la expresién analitica de f. En primer lugar como
v = (—4,1)p, entonces el vector serd

v=—4-(2,1)+1-(1,3)=(-8,-4)+ (1,3) = (-7,-1)
Utilizamos ahora la expresién analitica de f
f) = f(=7,-1) = (=6,-2,-18)
y finalmente expresamos este vector en la base B’

(_67 _27 _18) = Oé(0,0, 1) + B (17()) 1) + Y (17 _170) And (_67 _27 _18) = (/8 + Y, =7, & + B)

de donde

B+y = -6

a+p = —18
De la segunda ecuacién obtenemos v = 2, que sustituimos en la primera para obtener § = —8 y
finalmente de la dltima ecuacién a = —10, es decir, (f (v)) g = (=10, —8,2) 5 como antes.

Proposicién 6.7 La matriz Mp__.p (f) tiene las siguientes propiedades:

1. Dada una matriz A € Myxn (K) y sean B y B’ bases de R™ y R™, respectivamente, entonces,
existe una unica aplicacion lineal f : R™ — R™ tal que

Mp_.p (f)=A
2. El rango de la matriz Mp__,p/ (f) coincide con la dimension de Im (f)
r(Mp—p (f)) = dim (Im)

3. Sean f:V — W yg: W — U, dos aplicaciones lineales con U,V y W, K—espacios vectoriales.
Sean B, B’ y B” bases de V,W y U ,respectivamente, entonces se cumple

Mp_.pr(gof)=Mp . (9) M5 (f)

4. Sea f:V — W, con V y W, K-espacios vectoriales. Sean By y Ba dos bases de V' y B} y B}
dos bases de W, entonces se cumple

Mp, g, (f)=Mp; _.p,-Mp, g, (f)  Mp,—p,

en particular si By = C,, y B} = Cp,

—1
MB2—>Bé (f) = MCm—’Bé 'Mcn—’cm <f) 'MBZ—>C7L - <MBé-’Cm) .Mcn—’cm (f)'MB2—’Cn
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5. Sea f:V — V, con V un K-espacios vectoriales. Sean By y By dos bases de V', entonces se
cumple

Mp,—.p, (f) = Mp,—.p, - Mp,—p, (f) - Mp,—.p, = (Mp,—.p,) " - Mp,—.p, (f) - Mp,—.p,
en particular si By =C,, y By =B

Mp_.p(f) = Mc,—5 Mc,—c, (f) Mp—c, = (Mp_—.c,)”" Mc,—c, (f) - Mp—.c,
o de forma mdas simplificada

Mp (f) = (MBHCn)il : MCn (f) : MBHCW,

Definicién 6.5 Sean A, B € My, (R), diremos que A y B son matrices semejantes, si y solo si,
existe una matriz Q € My x, (R), invertible, tal que

Q'AQ =B
Notar que se si mutiplicamos a la izquierda por @ y a la derecha por Q~! obtenemos

A=QBQ!

6.4. Endomorfismos con significado geométrico

Definicién 6.6 Una homotecia o cambio de escala de pardmetro o en K" sobre un espacio vectorial
V', es una aplicacion de V en V definida como

ha (v) = av

Definicién 6.7 Dado V = W1 @ Ws. Una proyeccion de base Wy y direccion Wa es una aplicacion
de V en V definida como
p(v) =u

en particular si Wi = W y Wy = W, la proyeccion se denomina ortogonal.

Definicién 6.8 Dado V = Wy & Wy. Una simetria de base Wy y direccion Wy es una aplicacion de
V en V definida como
p(v) =v1 — vo

en particular si Wi =W y Wa = W, la simetria se denomina ortogonal.
Definicion 6.9 Una rotacidn en el plano
cosf) —sinf
Ry = .
0 < sinf  cosd )
Una rotacion en el espacio, dado u = (x,y, z)

cosf + 2% (1 —cosf) xy(1—cosf) —zsinf wz(1—cosh) +ysinf
Ro=| zy(1—cosf)+zsinf cosf+y?(1—cosh) yz(1l—cosf)— xsind
zz (1 —cosf) —ysinh yz (1l —cosh) +xsinf cosd + 22 (1 — cosh)

notar que RT = R™1
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