Capitulo 3

Matrices. Determinantes. Sistemas de
ecuaciones lineales

3.1. Matrices

En lo que sigue, K serd un cuerpo, que puede ser R o C y sus elementos son los escalares..

Definicién 3.1 Se llama matriz m x n sobre K a una aplicacion del tipo
A:{L,2,....,m} x{1,2,...,n} — K,

de forma que a cada pareja de numeros naturales (i,j) con i € {1,2,...,m} yj € {1,2,...,n}, se
le asocia un elemento del cuerpo, esto es, la imagen del par (i,j) mediante la aplicacion A es un
elemento de K, por simplicidad, denominaremos a esta imagen a;;.

Mediante la notacion usual para aplicaciones diremos que A (i,j) = a;; y se dice que a;j es el
elemento (i,7) de la matriz A Representaremos a dicha matriz como

A = (ai) -

La forma usual de representar matrices es ordenando las imdgenes en filas y columnas de la siguiente
forma:

ail a2 e A1n

a1 a2 o a2n
A=

aml Am2 - Omn

y diremos que la matriz A tiene m filas y n columnas o que es de dimensié m X n.

La fila i estd formada por las imdgenes de los elementos A (i, k), k € {1,...,n} y se expresa como
Al

La columna j estd formada por las imdgenes de los elementos A (k,j), k € {1,...,m} y se expresa
como Aj;.

Los elementos del cuerpo K, se denominan escalares.

Definicién 3.2 Definimos M, xn (K) como el conjunto de todas las matrices m x n sobre K.
Sim=1= A€ Mix, (K), se dice que A es una matriz fila.
Sin=1= A€ Mpx1 (K), se dice que A es una matriz columna.
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38 Capitulo 3. Matrices. Determinantes. Sistemas de ecuaciones lineales

Sim=n= A€ Myx1 (K), se dice que A es una matriz Cuadrada. En este caso el conjunto de
las matrices cuadradas se expresard como

Myxn (K) = M, (K).

Ejemplo 3.1 Son ejemplos de matrices las siguientes, se indica en cada caso la dimension y el cuerpo
donde estdn definidas

1 2 3
A= 0 —1 2 Engg(R)
3 2 4
2+ 3 3—1
B = 44 3 —4 — 9 € Ms3yo ((C)
2—21 —243

Definicién 3.3 Dada A € My,xrn (K), definimos los siguientes conceptos:

» Diagonal principal: Son los elementos de la forma a;; coni € {1,...,min{m,n}}.

En el caso de una matriz cuadrada, donde m = n, la diagonal principal estd definida por
{ai1, a2, ... ann} .

s Traza de una matriz: Es por definicion la suma de los elementos de la diagonal principal, es
decir,
min{m,n}

Tr (A) = Z (077

i=1
y para una matriz cuadrada

Tr (A) = i (0778
=1

Definicién 3.4 La Matriz identidad estd definida como

10 --- 0
0 1 0
In = .
0 0 1
Esta matriz se puede definir como
I, = (di5)

usando la llamada funcion delta de Kronecker 0;;

(Sz'j:
0 si i#j

Con esta caracterizacion es posible definir la matriz identidad para cualquier dimension, por ejemplo

1 0 0
IM"(O 1 0)
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3.1. Matrices 39

mientras que
10
00
La matriz identidad es un ejemplo de las llamadas matrices diagonales que definimos a continuacién.
Definicién 3.5 Una matriz es diagonal si cumple
a;j = 0; Vi #j

Es decir los elementos de la matriz que no estdn en la diagonal principal son 0, a veces se suele
expresar como,
diag (a1,...,an) .

Definicién 3.6 La matriz nula es la que tiene todos sus valores iguales al elemento neutro del cuerpo

0=

Definicién 3.7 Una matriz triangular superior T' es aquella que cumple
T:(tij)itij:(); Vi > j

es decir, tiene la forma

ajy a2 -+ Gy
0 ag -+ a2

T pa—
0 0 - amm

Definicién 3.8 Una matriz triangular inferior T' es aquella que cumple
T:(tij):>tij:(); Vi<j

es decir, tiene la forma

aill 0 0

as  a 0
T = .

aml Aam2 " Omn

Ejemplo 3.2 Calcularemos la traza de cada una de las siguientes matrices:

1 2 3
A= 0 —1 2 Engg(R)
3 2 4
2+ 3 3—1
B = 44 31 —4 — 4 € M3y ((C)
2—21 =243
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40 Capitulo 3. Matrices. Determinantes. Sistemas de ecuaciones lineales

1 i 4
C = -1 1+ 3 € Msys ((C)
0 0 4

Se indica en cada caso la diagonal principal
(1,-1,4)=Tr(A)=14(-1)+4=4

(2+3i,—4—i) = Tr(B) = (243i) + (-4 —i) = -2+ 2i
(1,1+4i,4) = Tr(C) =1+ (1+i)+4=6+1i

Definicién 3.9 Sea A = (a;j) € Myxn (K), definimos su opuesta que representamos por —A = (b;;)
a una matriz de My, «n (K) cuyos elementos estan definidos como

bij = —ay;

Es decir, los elementos de —A, se obtienen cambiando el signo a todos los elementos de A.

1 — -1 1
A‘(2 3+4i > — A= ( 2 —3—i>
Definicién 3.10 Sea A = (a;j) € Myxn (K), definimos su transpuesta que representamos por AT =
(bij) a una matriz de Myxm (K) cuyos elementos son estin definidos como

Ejemplo 3.3

bij = aji

Se intercambian filas y columnas: las filas de AT son las columnas de A.

ail ai2 e A1n aii a1 e am1

a1 a2 o a2n ai2 a2 o Am?2
A= . . , = AT =

aml Am2 " Omn Qln Aa2m " OGmn

notar que
diag (A) = diag (AT)

Definicién 3.11 Una matriz se dice simétrica < AT = A, es decir, la matriz coincide con su
transpuesta.

Ejemplo 3.4
A:(; 3+Z‘>:>AT:<—1 3+2z')
Ejemplo 3.5
P R
0 4
Definicién 3.12 Una matriz A se dice antisimétrica <= AT = — A, es decir, la opuesta de la matriz

coincide con su transpuesta.
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3.1. Matrices 41

Ejemplo 3.6 La matriz A definida por

1 0 4
A= 0 3 -3
4 -3 5
es simétrica, mientras que B definida por
0 2 4
B=| -2 0 -3
-4 3 0

es antisimétrica.

Definicién 3.13 Sea A = (ai;j) € Mpmxn (K), una submatriz es una aplicacion

B:{mi,ma,...,mp} x {ny,ng,...,ng} — K
donde
{mi,ma,....mp} C {1,2,...,m}
{ni,ne,...,nq} < {1,2,...,n}
y con

B (mi7 n]) = aminj

De donde se deduce que una submatriz B de una matriz A, es una matriz que se obtiene al obtener
los elementos de p filas de A y q columnas de A.

Ejemplo 3.7 Sea la matriz A € My (R)
5 7 =3
6 -5 0
-3 8 5
-5 0 7
que como recordamos, es una aplicacion de la forma
A:{1,2,3,4} x {1,2,3} — R
Definimos una submatriz A1 como la aplicacion

A1 :{1,3,4} x{1,3} — K

en este caso

5 =3
Air=| -3 5
-5 7
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42 Capitulo 3. Matrices. Determinantes. Sistemas de ecuaciones lineales

3.2. Operaciones con matrices

Definicién 3.14 Sea A = (a;j), B = (bij) € Mpyxn (K), definimos su suma, C = A+ B = (¢;;) €
Mpxn (K), como la matriz cuyos elementos c;j estan definidos como

Cij = Q45 + bl‘j.
Notar que todas las matrices tienen las mismas dimensiones.

Ejemplo 3.8 Vamos a calcular A+ B, donde

1 -3 -2 1
a=(5 7)== (5)
Sumando elemento a elemento

B C(1-2 =341\ [ -1 =2
C_A+B_(2+3 7+1>_( 5 8)
Teorema 3.1 (My,xn (K),+) es un grupo abeliano.

Proposicién 3.2 (Propiedades de la suma de con matrices) La suma de matrices tiene las sigu-
ientes propiedades:

1. Asociativa: YA, B,C € Mysn(K) = (A+B)+C =A+ (B+C).

2. Conmutativa: YA, B € Mpyxn(K) = A4+ B = B+ A.

3. Elemento neutro: Es la matriz nula O = (c;j) con ¢;; = 0;Vi, j.

4. Elemento opuesto: VA = (aij) € Mpmxn(K) = —A = (—ay;) es su opuesta.

Definicién 3.15 (Producto por un escalar) Sean A = (a;;) € My xn(K) y o € K, definimos el
producto A como la matriz
aA = (aa;;)

Ejemplo 3.9
1 3 3-1 3-3 3 9
A= ( 4 5>’O‘_3:>O‘A_ < 3-4 35 ) - < 12 15)
Proposicién 3.3 (Propiedades del producto de matrices y escalares) : El producto de matri-
ces por un escalar tiene las siguientes propiedades

1. Pseudodistributiva:
VA, B € Mpxn(K);VA € K= A(A+ B) = AA + AB)
VA € Mpyun(K); VA, p e K= A+ p)A =X A+ pA

2. Pseudoasociativa: VA € My, xn(K); VA, = (Apn)A = A(pA)

3. Pseudoelemento neutro: YA € Mpyxn(K)=1-A=A
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3.2. Operaciones con matrices 43

Definicién 3.16 (Producto de Matrices) Sean A = (a;j) € Myuxn(K); B = (bij) € Mpxp(K),
definimos el producto A - B = C' € My,xp(K) como la matriz

C = (cij) = (Z az‘k%)
k=1

Ejemplo 3.10 Calcularemos el producto de las siguientes matrices

1 -1 3 1 3
A= 2 0 4 € ngg(R> B = -1 0 S ngg(R)
1 2 -1 0 2

La fila (i,7) se obtiene multiplicando los elementos de la fila i de A por los elementos de la columna
j de B

1 -1 3 1 3 1-14(=1)-(=1)+3-0 9
A-B=[2 0o 4| -10]= 2 14
1 2 -1 0 2 1 1

2 9

A-B=| 2 14

-1 1

Ejemplo 3.11 Dadas las siguientes matrices

A:(é _;)eMM(R) B:<§ _i)engg(R)

Calculamos los productos A-B y B - A
1 -1 2 —1 -1 -2
A'B_<o 2)'(3 1>_< 6 2>
2 -1 1 -1 2 —4
pa=( )G )= (5 5)

Con este ejemplo se comprueba que el producto de matrices no es conmutativo.

Proposicién 3.4 (Propiedades del producto de matrices) El producto de matrices tiene las sigu-
ientes propiedades:

1. Asociativa: VA € Myyn(K), B € Myxp(K);C € Mpyy(K) = (A-B)-C=A-(B-C).
2. Producto por escalares: VA € My xn(K), B € Mpxp(K); € K= o(A-B) = (0A)-B = A-(aB).
3. Distributivas: VA, B € Mpyxn(K),C € Mypxp(K), D € Mgxm(K);

(A+B)-C=A-C+B-C

D (A+B)=D-A+D-B
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44 Capitulo 3. Matrices. Determinantes. Sistemas de ecuaciones lineales

4. Elemento nulo: YA € Mp,xn(K);

0p><m : Amxn = Op><n

Amxn ' On><q = 0m><q
5. Elemento neutro: YA € My, wn(K);

Im><m : Amxn = Amxn

Aan : [n><n = Aan

Definicién 3.17 (Producto escalar de Matrices) Sean A, B € My,«n(K), definimos el producto
escalar de dos matrices como

A:B= Zn:aijbij
k=1

Se puede demostrar que

A:B="Tr(A".B)

Teorema 3.5 El conjunto (M, x,(K),+,) de las matrices cuadradas de dimension n es un anillo no
conmutativo.

3.3. Rango. Matrices inversas

Definicién 3.18 (Matrices escalonadas) Una matriz A se dice escalonada si cada fila tiene mds
ceros de izquierda a derecha que la fila anterior.

Ejemplo 3.12

1 -3 03 7
0 045 0
A= 0 001 -4
0 0 0O0 O

Observacién 3.1 (Método de escalonamiento de Gauss) Consiste en hacer tres tipos diferentes
de operaciones, llamadas operaciones elementales, sobre las filas de una matriz para consequir transfor-
marla en una matriz escalonada. Suponiendo que F; representa la fila i—ésima de A, estas operaciones
son:

1. Cambiar el orden de 2 filas F; «— F}.
2. Multiplicar una fila por una escalar no nulo o € K; a # 0: F; «— oFj.

3. Sumar a una fila, otra fila multiplicada por un escalar o € K: F; «—— F; 4+ oFj.

Ejemplo 3.13 Vamos a escalonar la matriz

2 1 -1 0
A= 1 0 -3 1
-1 -1 -2 1
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3.3. Rango. Matrices inversas

Se indican en cada paso las operaciones elementales empleadas:

2 1 -1 0 Fl=F 0 -3 1 F/' = F]
1 0 31 ]|&ed F=F & 2 1 -1 0 | F=F-2F ;<
-1 -1 -2 1 F; = F3 -1 -1 -2 1 Fi=F{+ F]
1 0 -3 1 F" = F/ 10 =3 1
0 1 5 =2 |&e F/=F) <1 01 5 =2
0 -1 -5 2 Fy' = F] + Fy 00 0 O
Ejemplo 3.14 Vamos a escalonar la matriz
1 2 5 3
B=|3 6 14 9
0 -2 1 —4
Se indican en cada paso las operaciones elementales empleadas:
1 2 5 3 Fl=F 1 2 5 3 F" = F]
3 614 9| FB=FK-3F ;|0 0 -1 0 |& F/=F, ;&
0 -2 1 —4 F; = F3 0 -2 1 —4 F! =F,
1 2 5 3
0 -2 1 —4
0o 0 -1 0

Definicién 3.19 (Rango) Sea A € Mp,xn (K), se llama rango de A y expresamos por r (A), al

numero de filas no nulas que resultan después de escalonar la matriz.

Ejemplo 3.15 Vamos a calcular el rango de la matriz

2 23 2 0
112 0 -1
A= 11 2 0 -1
2 2 21 0
para ello usamos operaciones elementales para obtener la matriz escalonada correspondiente.
22 3 2 0 Fl=F, 11 2 0 -1 F' = F]
11 2 0 -1 - F,=F - 2 2 3 2 0 o F}y = F} —2F] -
11 2 0 -1 F;=F3 11 2 0 -1 Fl' = F; — F|
22 21 0 F;=F, 2 2 21 O F} = F;—2F]
11 2 0 -1 F"=F/ 11 2 0 -1 iv -
" 1" FY = F}
00 -1 2 2 - F' = F; - 00 -1 2 2 o ) piv_
00 00 O FY'"=F} 00 -2 1 2 F%”:F2—|—F
00 -2 1 2 F)' = FY 00 00 0 3 T hs Al
11 2 0 -1
o0 -1 2 2
00 0 -3 -2
00 0o 0 o0
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46 Capitulo 3. Matrices. Determinantes. Sistemas de ecuaciones lineales

Hay tres filas no nulas, luego r(A) = 3.

Ejemplo 3.16 Hallar el rango de la matriz A

10 3 - 0 (F| — I 103 -2 0 F «—— F|
-13 0 2 3 F)e— P+ F 033 0 3 Fy «— F}
-~ / <~ /! / ~
-11 -2 -2 1 Fj+— F3+F 01 1 —4 1 F} «—— F}
1 1 0 -1 Fj «— Fy 011 0 -1 Ff «— F}
103 -2 0 F/" — F/ 103 -2 0 F¥ — FY"
0 1 1 —4 1| F}) «— FY I U T T I Fiv —— FY
033 0 3 FY' «—— FY — 3F} 000 12 0 FP e LY
011 0 -1 F} «— F{ —F} 000 4 -2 Fpv —— S F)
103 -2 0 ((FP «— F° 103 -2 0
01 1 —4 1 FY «— FYV 01 1 —4 1
-~ : =
000 1 0 FY «— F¥ 000 1 0
000 1 -1 FY «— Fiv — Fiv 000 0 -1

por tanto, podemos decir que
r(A)=4

Definicién 3.20 (Inversa de una matriz) La matriz A € M, x, (K) se dice invertible, inversible

0 que liene inversa <
B € Myyn (K): AB=BA=1,

La matriz B, que es tnica, y es la llamada matriz inversa de A y la representamos como A™L.
Proposicién 3.6 A € M, ., (K) es invertible <= r(A) =n
Observacién 3.2 (Método para el cdlculo de la inversa) Consiste en escribir
(A | Inxn)

y hacer operaciones elementales hasta obtener la matriz identidad a la izquierda, entonces a la derecha
se obtendrda A~ es decir

(A Inxn) = (Inxn | 4).

Para ello realizamos los siguientes pasos:

1. Hacemos 0 debajo de la diagonal principal de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo.
2. Convertimos los elementos de la diagonal principal en valores unitarios (1).

3. Hacemos 0, por encima de la diagonal principal, de derecha a izquierda y de abajo a arriba.

Ejemplo 3.17 Vamos a calcular la inversa de la matriz A definida por
1 01
A= 2 -1 0
3 26
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3.4. Determinantes 47

Para ello construimos la matriz extendida, incluyendo la matriz identidad

1 0 1[1 00 Fl=F 1 0 1] 100
2 -1 0[0 10 | FF=FRKR-2FK ;[0 -1 -2|-210 |&
3 26|00 1 F}=F;—3F 0 2 3/-30 1
F' =F] 1 0 1] 100 F" = FYy
F) =F} (0 -1 —2|-210 | F=-F ;&
Fj = F} +2F)} 0 0 —1|-7 21 FY' = —FY
1 01/1 0 0 Fiv=F" - F} 101 -6 2 1
01 2|2 -1 0 |& Fo=F-2F) > |[010-12 3 2
00 1|7 -2 —1 Fiv = FY 001 7T -2 -1
De este modo
-6 2 1
A= —12 3 2
7 -2 -1

3.4. Determinantes

Definicién 3.21 Dada A € Myxy (K), sin € {1,2,3}, se llama determinante de A, y expresamos
como |A| = det (A) al escalar definido como

1. Paran=1
A= (Cbll) = det (A) = al,
es decir, es el unico valor que tiene la matriz.
2. Sin=2

a a
A= 1 12 = det (A) = a11G22 — A12021.-
a1 a2

3. Sin=3

ail a2 a3
A= a1 a2 a | = (a11a22a33 + a12a23a31 + a13asza21)—(a11a23a32 + a22a13a31 + a33012a021) -
a3;r a32 ass

., Qué ocurre para n > 47 Para estos valores vamos a dar una definicién recursiva del valor del
determinante y para ello necesitamos dar una serie de definiciones.

Definicién 3.22 Dada A € My« (K), n € N, se llama menor de A, al determinante de cualquier
submatriz cuadrada de A.

Definicién 3.23 Dada A € My, (K), n € N, se llama menor complementario del elemento a;; de
la matriz A, al determinante de la submatriz que se obtiene quitando la fila i y la columna j de A.

Definicién 3.24 Dada A € My, (K), n € N, se llama adjunto del elemento ai; de la' matriz A,y
lo expresamos como A;j, al menor complementario de a;; multiplicado por el valor (—1)”3.
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48 Capitulo 3. Matrices. Determinantes. Sistemas de ecuaciones lineales

Ejemplo 3.18 Dada la matriz

1 0 -3
A= 1 5 0
3 =3 2

Calcula el menor complementario y el adjunto de los elementos as; y as1. Calculamos en primer lugar
el menor complementario de a3y, para ello tenemos que eliminar la fila 3 y la columna 1 de la matriz

1 0 -3 0 -3
A=(1 5 0 |= 5 0 |= ( g _3 >
3 -3 2
y calculamos el determinante de la matriz resultante utilizando la definicion dada para el caso n = 2

det<(5) _g>=0.0—(5).(—3):15

mientras que el adjunto seria
Az = (—1)*H det( g _g > =(-1D*-15=15
Para el elemento asy, repetimos el mismo proceso, en este caso tenemos que eliminar la fila 2 y la
columna 1
1
A= 1 5 _‘; >
3

por tanto el menor serd

y el adjunto

Agy = (—1)*H det< _g _g ) =(-13*(=9) =9

Definicién 3.25 (Definicién recursiva de determinantes) Dada A € My, (K), n € N, en-
tonces

n
det (A) = Z airAix
k=1
para cualquier fila i o también

det (A) = Z aijkj
k=1

para cualquier columna k.
E's decir, se fija la fila o columna y se utilizan los adjuntos de los elementos de esa fila o columna.

Podemos comprobar como esta definicién es coeherente con los valores indicados para los casos
n =2 y n = 3. Tomamos para ello una matriz 3 x 3 de forma general

ainl a2 a3
A=\ a1 a2 a3
as1 asy ass
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3.4. Determinantes 49

Si queremos calcular su determinante mediante este método, vamos a elegir, por ejemplo, la primera
fila, entonces, por la definicion que hemos dado

’ air a2 a3 \
det (A) = | az1 a2 a3
asz; az2 ass

1+1 a2 Aa23 1+2 az; a3 143 a1 a2
= (=1)"an +(—-1) a2 +(—=1)"" a3
a3z a3s3 a3y as3 asl  as2
2 a2 Aa23 3 a1 aszs 4 a21 a2
= (—1) ail + (—1) ai9 + (—1) a3
asz ass as] ass asr as2
. az Q23 a1 Qg3 a1 a2
= a1 —a12 + a3
a3z a33 a3l ass3 asy  as2
y usando la definicién de determinante para una matriz 2 x 2
det (A) = a11 (ag2a33 — azzazz) — a2 (a21a33 — aziazy) + a3 (az1a32 — aziazr)

= 11022033 — 11023632 — Q12021033 + 412031023 + 413021432 — 1363122
y reagrupando términos obtenemos el mismo valor que el dado en la definicién de determinante.

Ejemplo 3.19 En la siguiente matriz elegimos la sequnda columna puesto que como tenemos que
multiplicar por el elemento correspondiente anulard el correspondiente sumando

3 0] -4

3 —4 3 —4 -2 1
2| 0| 1| = (-2 +(0) +(0)
ol ol 4 -2 1 ~5 —4 ~5 —4

= 231 (-4)(-2)=-2-(3-8) = —10.

Proposicién 3.7 Sea A € M, (K) vy sean Fi,...,F, sus filas, el determinante de A cumple las
stguientes propiedades:

1. 8i Fj = Fj+ F! = det (F},..., Fj,... Fy) = det (Fl,...,Fj'.,...Fn>+det (Fl,...,F]f’,...Fn).

VaEK:>det(F1,...,aFj,...Fn):adet(Fl,... F},Fn)

)

det(Fl,...,Fi,...,Fj,...Fn):—det(Fl,...,Fj,...,Fi,...Fn)

Va € K= det (Fi,...,F; +aFj,... F,) =det (F1,..., F;,... F,) coni#j.

A es invertible <= det (A) # 0 y en este caso det (A1) = #(A)
6. Si A es triangular superior o inferior = det (4) =[]}, ai

7. det (AT) = det (A)

8. det (A- B) =det (A)-det (B)

Las propiedades 1 al 4 correspondientes a operaciones en filas, también se cumplen para columnas.
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50 Capitulo 3. Matrices. Determinantes. Sistemas de ecuaciones lineales

3.4.1. Caélculo de la inversa y el rango usando determinantes.

Proposicién 3.8 Sea A € M, (K) , entonces:

1. El rango de A es el orden del mayor menor no nulo.

2. A es invertible <= det (A) # 0 y en este caso

-1

det (A)

1

(AdjA)"

siendo Adj A, la matriz adjunta formada por los adjuntos de cada elemento, es decir,

Adj A = (bj) = (—1)"7 Ay

Ejemplo 3.20 Calcula el determinante de la matriz

— O N =

-3

N NN DN

primero vamos a simplificar los cdlculos, escalonando la matriz

1 02 3 Fl=F
2 32 5| _ ) FB=-R-2R
0 2 2 -3 Fi=F;
1 12 4 Fi=F —F
1 0 2 3 FI" = FV
0 1 0 1 FY = FY
Dlo 9 2 3| T\ mr—my—omy
0 -3 -2 -1 | F" = FI' + 3F!
102 3
o1 o0 1
00 2 -5
000 -3

que es una matriz triangular inferior

=

= —

det (A) = — (1) - (1)~ (2) - (~3) = 6

Si lo hacemos por adjuntos, en este caso elegimos la primera columna

1jo 2 3
2—325__;’3_
02 2 =3 -
11 2 4

5
3
4

0 2
-2 2 2
1 2

= —54—2(—16) — (—28) =6.

1 0 2 3
0 -3 -2 -1
0o 2 2 -3
0o 1 0 1
10 2 3
01 0 1
00 2 =5
00 -2 2
3 0 2
-3 |+0| =3 2
4 1 2

= Ot W

P = F|
By =F |
FI/I — FI/
3 3
Fll _ F/
4 — +2
Fliv — F{"
Fiv — F
2 2
Fiv _ F///
3 — 2

Fi’v — Fi” 4 Fé"
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3.5. Sistemas de ecuaciones lineales 51

3.5. Sistemas de ecuaciones lineales

Definicién 3.26 En forma matricial, un sistema de ecuaciones lineal es de la forma
Az =10

donde A es una matriz A = (a;;) € Myxn (K), llamada matriz de coeficientes

ail ai2 te Aln

a1 a2 e a2n
A=

aml Am2 - Omn

x € R™ es un vector columna llamado vector de incégnitas

I
T2

Tn
y b€ R™ es un vector columna, llamada término independiente

b1

x2

b=
bm
En forma de ecuaciones, un sistema seria

a11x1 + -+ + appxy, = by

Am1T1 + -+ AGpn®n = by,

Resolver un sistema de ecuaciones lineal como el anterior consiste en encontrar los valores del cuerpo K
por los que podemos sustituir las incégnitas de forma que las ecuaciones se transformen en identidades.

Definicion 3.27 Dado el sistema

a1121 + -+ apTy = b1

Am1T1 + -+ QG Ty = by,

Diremos que el sistema es compatible determinado (SCD) <= El sistema tiene una tinica solucion.

Diremos que el sistema se dice compatible indeterminado (SCI) <= El sistema tiene infinitas
soluciones. Estas soluciones dependen de pardmetros.

El sistema se dice que incompatible (SI) <= El sistema no tiene solucion.

El sistema se dice que es homogéneo <= b=0<=b; =0;Vi=1,...,m.

a1121 + -+ a1y =0

Am1T1 + -+ + amp®y =0

Notar que un sistema homogéneo siempre tiene como solucion el vector nulo.
Dos sistemas son equivalente si y solo si tienen el mismo conjunto de soluciones.
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Proposicién 3.9 Consideremos el sistema Az = b, con A € My, «n (K), entonces

= S0 sustituimos una ecuacion del sistema por el resultado de multiplicar dicha ecuacion por un
escalar de K no nulo, el sistema obtenido es equivalente al primero.

= 57 sustituimos una ecuacion del sistema por el resultado de sumar a esta ecuacidn otra ecuacion
multiplicada por un escalar, el sistema obtenido es equivalente al primero.

Teorema 3.10 (Rouché-Frobenius) Consideremos el sistema Az = b, con A € Mpxn (K) con

x €K" ybe K™ ysea (A|b) la matriz ampliada que se obtiene anadiendo el vector columna b como
nueva columna de la matriz A. Entonces:

1. El sistema es SCD <=1 (A)=r(A|b) =n.
2. El sistema es SCI <=1 (A) =1 (A |b) <n, en este caso el nimero de parametros esn—r(A).

3. El sistema es incompatible <=1 (A) #r(A|b).

3.5.1. Meétodos de Resolucion

Meétodo de Gauss

El método de Gauss consiste en escribir la matriz ampliada (A | b) y hacer operaciones elementales
hasta conseguir un sistema escalonado equivalente al anterior, que se resuelve ficilmente.

Ejemplo 3.21 Dado el sistema

r—y+3z=1
oz — 3y + 102 = 2
2y — 5z =3
Tomamos la matriz ampliada
1 -1 311
(Alp)= 5 -3 102
0 2 =53

Procedemos a realizar su escalonamiento por el método de Gauss

1 -1 3]1 1 -1 3] 1
5 =3 10(2 | & {Bm=RK-5A}s| 0 2 —5|-3|s{K=RK-FKl&
0 2 -5|3 0 2 -5| 3

De la iltima ecuacion obtenemos una contradiccion ya que 0 - z = 6, implicaria que 0 = 6. El sistema
es incompatible y no tiene solucion.
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Meétodo de Cramer

Consideremos el sistema Az = b de orden n, es decir, A € M, (K), entonces

» Sir(A) =n, el sistema es compatible determinado y cada solucién viene dada por la siguiente

expresién
ain a2 - b - am
a1 azx - by --- agy
det (MZ) anl Qp2 -+ by 0 apy
-’L'i pry pr
det (A) a1 a2 - ay ot Qip
a1 Q2 - a - Q2p
Apl Ap2 -+ Qpg - QOpp

donde M; es la matriz obtenida a partir de la matriz A cambiando la columna i—ésima por el
término independiente.

» Sir(A) =k < n, entonces elegimos un menor no nulo de orden k cualquiera. Las incégnitas que
no forman parte de este menor pasan al término independiente y se procede como en el caso
anterior.

Ejemplo 3.22 Resuelve por Cramer el siguiente sistema

T+y—z=2
3r —y+22=2
—r—y—3z=-2

En este caso tendremos la matriz de coeficientes

1 1 -1
A= 3 -1 2
-1 -1 -3
y el término independiente
2
b= 2
-2
Calculamos el determinante de A
1 1 -1
det (A) = 3 -1 2|1 =B3-2+43)—(-1-2-9)=4+12=16
-1 -1 -3

El determinante es no nulo y por tanto tiene rango mdximo 3, los valores para las variables serian

2 1 -1 2 1 -1
2 -1 2 2 -1 2
_det(my) | -2 -1 -3 -2 -1 3|
det (A) 1 1 -1 16
3 -1 2
-1 -1 -3
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1 2 -1 1 2 -1
3 2 2 3 2 2
_det(My) | -1 -2 =3] | -1 -2 3| )
Y70t ] 1 1 -1 16 -
3 -1 2
-1 -1 -3
1 1 2 1 1 2
3 -1 2 3 -1 2
det (M) -1 -1 =2 -1 -1 =2 0
z = = = =
det (A) 1 1 -1 16
3 -1 2
~1 -1 -3
La solucion es por tanto (1,1,0).
Resuelve por Cramer el siguiente sistema
r—z=-—1
—2z+y+z=-5
de —y—32=3
En este caso tendremos la matriz de coeficientes
1 0 -1
A= -2 1 1
4 -1 -3
y el término independiente
-1
b=\ -5
3
Calculamos el determinante de A
1 0 -1
det(A)=|-2 1 1|=(-340-2)—(-4—1)=-5+5=0.
4 -1 -3

Luego el sistema no serd compatible determinado. Si ahora tomamos la matriz ampliada

1 0 —-1] -1
-2 1 1] -5
4 -1 =3 3

Para comprobar que tiene rango dos, tomamos un menor de orden 2 de la matriz

10 10
(2 1)=] s ]=1-0=1

y s6lo tendremos que comprobar si el menor de orden 3 que se forman con la columna de términos
independientes tiene determinante nulo

1 0 —1
2 1 =5 |=(B40-2)—(-4+5+0)=1—(1)=0
4 -1 3
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y por tanto
r(Alb)=r(b)=2<3

y el sistema serd compatible indeterminado. Como r (A) = r (A | b) = 2, entonces la solucién dependerd
de un pardmetro. Tomamos el menor no nulo anterior y el sistema serd equivalente a

rT—z=-—1
2 ytz=—5 p = x_'z:_l}@ I:Z_l}
dv—y— 32 =3 —2r+y+z=-5 —2r+y=—(2+5)

Y utilizaremos Cramer para resolverlo

‘ (z—1) 0 ’
— 5 1 —1)—
o det (M) _ (2 +5) _G-p-0__
det (A) 10 1
-2 1
1 (z—1)
_det(M;) | =2 —(2+5) _—(z+5)+2(z—1)_z_7
Y7 et (A) 10 - 1 -
-2 1
tomando z = A, la solucién del sistema serd
A=1,A=-T7,))
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