Curso 2021/2022

Grado en Ingenieria en Tecnologias Industriales
Calculo Numérico

Problemas Temas 2

'i n d u St r‘ia IE g Resolucion de Sistemas Lineales

etsii UPCT

1. Resuelve el sistema

1 1 01| 4
(Alb)=1 2 0 2| 4
0 3 3|4
por el método de Gauss:
a) Sin pivotaje.
1104 Fl=F
2 0 2|4 = Fy=F-2F ;=
0 3 3|4 F} =F;
1 1 0] 4 F?=F}
0 -2 2| —4 = F} =Fy
0 3 3| 4 F} = F3 + 2F}
1 1 0 4
-2 2| —4
0 0 4| -3
La solucién del sistem triangular resultante es
4 1
dz2=—-=>2=—C
fTT3T T3
1 5
—2y+2z = —4©—y+z:—2©y:z+2:—§+2:§
5 7
= deor=4-y=4—-=-
rT+y T Y 373
b) Con pivotaje maximal por columnas.
1 1 01| 4
2 0 2|4
0 3 3|4

Para el pivote inicial elegimos la primera columna y elegimos el elemento con mayor valor,
es decir el 2, por tanto intercambiamos filas 1 y 2



1 10]4 Fl=F
2 0 2| 4 = Fl=F ;=
03 3|4 F}l =F;
2 0 24 F? = F}
1104 = { Fi=F—3F ;=
0 3 3|4 F? =F}
2 0 2 |4
01 —1]|2
03 3 |4

Pasamos a la siguiente columna y elegimos el valor 3, por ser el més alto (no se cuenta la
fila 1 que se ha utilizado en el primer paso), intercambiamos por tanto fila 2 y fila 3

2 0 2 |4 F} = F?
01 —11|2 = F$=F} 3=
0 3 4 F} =F2
2 0 2 |4 Fl=r}
03 3 [4] = F} =F3 =
01 —1]2 F{=F3} - iF}
2 0 2 |4
03 3|4
00 —2| 2

y resolvemos el sistema triangular resultante

2 1
_2 = - = — _
FT3TTS
1 1 5
3y+3z = 4@33/:4—32@3/:7(4—3,2):5(4—(—1)):5

3

1 7
2 2 = 4 r=2—2=2—-——=) ==
xr + 2z T z (3> 3

c¢) Con pivotaje completo.
1 1 0
2 0 2114
0 3 3|4
Para el pivote inicial podemos elegir tanto el elemento A (3,2) como el elemento A (3, 3)
ya que ambos tienen el mismo valor absoluto, 3, que es el mayor de todos los elementos.

Elegiremos el A (3,2), por tanto hay que hacer una permutacién en la fila y también en la
columna. Por claridad, se incluye una fila adicional con el nombre de la variable



z y z| b zy x| b 1
L1ofd| |01 14| g%:?
2 0 2|4 2.0 2|4 Fﬁ:;
0 3 3|4 33014 3 — 1
z y x| b 2 1
33 0|4 Al
F2= 1
01 1] 4 3 3
z y x| b
_ 3 3 0] 4
0 -2 2| 3%
0 1 114

Podemos pivotar sobre el elemento correspondiente, puesto que es el de mayor valor absoluto
de las filas 2 a 3

z Yy x| b 3 o
3 3 0] 4 Bo=1
- 3 1
o D) ln-mam
z y x| b
3 3 0| 4
0 -2 2| 3
i4
0o 0 2| %
y resolvemos el sistema triangular resultante, teniendo en cuenta el cambio de variable
reflejado
5 14 N 7
T=—=c==
3 3
29+ 2 = 1 =Y = 2 =Y = ’ 2 = >
T - A T
1 1 5 1
3 3y = 4 2=-4-3yY)==(4—-3-)=-=
2. Realiza la factorizacién LU de la matriz
1100
1 210
A= 01 3 1
0 01 4
Solucién: Las matrices L y U serfan
1 0O 0 O U1l U12 U3 Ul4 1 1 00
l21 1 0 0 0 U292 U223 U4 . 1 2 1 0
131 l32 1 0 0 0 UuUs33 U34 a 01 3 1
l41 l42 l43 1 0 0 0 Ug4 0 01 4



es decir

U1 U2 u13
lojuir w22 + lo1uia ug3 + la1u13
[31u1r  I31u12 + l32uge w33z + I31u13 + l32u923
laurr  lawie + laguga  laruis + laouss + lazuss
Resolvemos:

a) Primera fila de U

Ui4
Uoq + lo1U14
u34 + l31u14 + l32U24

uyp = 1
Ui = 1
uis = 0
U114 = 0

b) Primera columna de L, usando los datos anteriores

la1u11
l31u11

la1u11

¢) Segunda fila de U

loruiz + w22
l21u13 + u23

loru1a + u24
d) Segunda columna de L

l31u12 + l32u22

lgruro + lyouoo

e) Tercera fila de U

31113 + I32u23 + u33

[31u14 + l32U24 + U34

f) Tercera columna de L

1
l41U13+l4QUQ3+l43U33:1?0‘0+0'1+l43'2:1:>l43:5

1:>l21'1:1:>l21:1
0=131-1=0=131=0
0$l41‘1:0=>l41:0

2=1-14up=2=up=1
1=1-04us=1=wu9g3 =1
0=1-04+upy =0=1u4 =0

1=0-141l3-1=1=lI3=1
0=0-1+l9-1=0=14o=0

3=0-0+1-14+uzs3=3=1u33=2
1=0-041-04uzg=1=wu3zs =1

g) Cuarta fila de U y cuarta columna de L

1 7
l41U14+l4QU24+l43u34+u44:4:>0-0—|-0-0—|—§-1+u44:4:>U44:5

S O ==

Ugq + lg1u14 + lgotiog + l43usyg

S = DN =

_— W = O

- = O O



La descomposicion es

10 00
11 00
L = 01 1 0
00 1 1
110 0
0110
v = 00 2 1
7
000 5
1100
1 210
01 31
0 01 4
podemos comprobar que LU = A
10 0 0 1100 110 0
1 1.0 0 01 10| _ 1210
01 10 002 1| 0131
0041 000 % 0014
. Resuelve el sistema
2 4 61 4
(Alp)y=1| 4 11 9| 3
6 9 227

obteniendo primeramente una factorizaciéon A = LDLT con L triangular inferior con unos en la
diagonal y D diagonal. A partir de la factorizacién anterior, encuentra la factorizacién de Cholesky

de A.
Solucién: La descomposicién propuesta para la matriz A es de la forma

T

1 0 O A 0 0 1 0 O 1 0 O A 0 O 1
lor 1 O 0 X O lor 1 0 = lor 1 O 0 X O 0
l31 3o 1 0 0 A3 l31 Il39 1 l31 3o 1 0 0 X3 0
es decir
1 0 0 A1 Arlor Alsg A1 A1loy A1l31
=\ 1lay 1 0 0 A2 Xz | = Ml M3+ e Aals2 + Ailailsy
31 I3g 1 0 0 A3 Mlgt Aglsa + Milarlst Ml 4 Xaldy + s
e igualando a la matriz A
)\1 )\1121 )\1[31 2 4 6
Alo1 A3+ Ao Aal32 + Alails =4 11 9
Als1 Aalgo + Ala1ls /\1l§1 + )\2[%2 + A3 6 9 22



de donde

A
A1la1

A1l31

M2+ Ao
Aalsg + Alols:
M2+ Nal3y 4+ A3

y por tanto

= 2
4

= 4:>l21:§:2
6

= 6:>131:§=3

11=2-224 X =11=X=3
9=3139+2-2-3=9=135=-1
22=2-32 43 (-1} +\3=22=> X3 =1

1 0 0
L=12 1 0
3 -1 1
2 00
D=|03 0
0 01

La descomposicion Cholesky se puede obtener expresando D como

por los métodos iterativos de

a) Jacobi: Manual (2 pasos).

2 0 0 V2 0 0 V2 0 0
030 |= 0 V3 0 0 V3 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
y por tanto
A=LcLE
donde
1 0 0 V2 0 0 V2. 0 0
Le=LD=|2 1 0 0 V3 0 )]=12V2 V3 0
3 -1 1 0 0 1 3v2 =3 1
Notar que
V2 0 0 1 2 3 V2 2V2 32
LD =DTL"= 0 V3 0 01 -1 ]=[ 0 VvV3 -3
0 0 1 00 1 0 0 1
que es precisamente Lg.
. Resuelve el sistema
ox1 + 3z 4+ x5 = 3
2r1 4+ 6x9 + 223 + x4 = -3
ry — 2x9 — 8x3 — 2x4 = -3
—3r1 + To + 2x3 — Txy = 5

b) Gauss-Seidel: Manual (2 pasos).



c) Comprueba el error cometido en cada uno de los apartados anteriores, sabiendo que la solucién

exactaes x = (1,—1,1,—1).

d) Usa OCTAVE para encontrar la solucién por los dos métodos iterativos: Jacobi y Gauss-Seidel.

Solucidn: El sistema en forma matricial es

5 3 1 0 1 3
2 6 2 1 e | | -3
1 -2 -8 -2 zz | | -3

-3 1 2 -7 24 5

Podemos comprobar que A es diagonal dominante
a11| =5 > |aia| + [axs| + |a1a| =3 +14+0=4

laga| = 6 > |ag1| + |ags| + |aza| =2+2+1=5
lazs| = 8 > |az1| + |age| + |az4| =1 +2+2=5
|aga] = 7 > |ag1| + |asz| + |asz| =3+ 1+2=6

por tanto los métodos iterativos convergen para cualquier punto de partida que elijamos.

a) Para el método de Jacobi se construye la sucesién
DzFtl = (D — A)z* +b

donde D es la diagonal de A

50 0 0 0 3
06 0 0 2 0
D=19o s o |TP 4= 1 =
00 0 -7 -3 1
es decir
50 0 0 it 0 3 1 0
06 0 0 sl 2 0 201
00 -8 0 o 1 -2 0 -2
00 0 -7 it -3 1 2 0
es decir
5yt 3 — ok — 32k
6:17’2ngl _ —228 — 22k — ok 3
8kt | | 22k — af + 22 -3
—7m§+1 3k — 2k — 225 4+ 5

Tomamos por ejemplo el origen como punto de partida, es decir

8
[Nl=)
o O O O

10

2 1

0 -2

2 0

zk 3
k

T5 -3

zk + -3

xk 5



sustituyendo en la ecuacién obtendremos el punto !

5xi 3 — a9 — 32 3 ri
671 | 229228 -a28-3 | | -3 z3
8zt | | 22Y-2%+229-3 | | -3 ~ zi
—Tx} 329 — 29 — 229+ 5 5 ]

y con la segunda iteracién, calculamos z2

b} 3 — 2§ — 3u) 3-(5) ~3(=3)
622 _ —2xk —22) — 2} -3 | 2 (%) -2 (%) — (—%)
—8z% | | 22k -ai+22f-3 [ | 2(-3)—-(2)+2(-2)-3
— 73 3ak — i — 221 +5 3(3)-(-3)—-2(2)+5
es decir ) |33 -
. i 5o s 8 3355 95
Fl= A | = we =]
. ghn I 06795355771
$4 7720 140 — Y,
Para el método de Gauss-Seidel se construye la sucesién
La*™ = (L — A)a* +b
donde L es la matriz triangular inferior
5 0 0 0 031 0
2 6 0 0 0 02 1
=11 2 8 o |7 A= 00 0 2
-3 1 2 =7 000 O
es decir
5 0 0 0 it 03 1 k
2 6 0 0 sl o0 2 1 ak
1 -2 -8 0 ahttof 000 -2 ak
-3 1 2 -7 zhtl 000 0 o
: es decir
Syt 3 — ok — 32k
228 4 6ah T | 22k -2k -3
mlfﬂ — 2w§+1 — 8x§+1 N 22k — 3
ah T — 3gh T gkt 7kt 5

Volvemos a tomar el origen como punto de partida, es decir

8
[N T=)
o O O O

(S

00|
D=

ot

131

w

3
93

‘w»—t U100
s
=

()
(S

20



sustituyendo en la ecuacién obtendremos el punto !

Sxi 3

2x1 + 623 | -3

r] — 22 — 82l -3

— 31 + 22} — Tx} 5

Resolvemos el sistema triangular

3
1 .
Ty =¢

1 1 3 7
2x%+6x%:3:>x%:6(32x%):6<32<5)> :—E

1 1 7 3 5
$%—2£B%—8£Bé:—3:>$§:—§(—3+21'%—:E%):—g (—3+2<—> —> ==

1 3
m%—Sx%—l—Zwé—?;n}i =5=1;= — (5 — a2 + 3z) — 21‘%) =z <5 — <—> +3 <5> -2 <

y con la segunda iteracién, calculamos 2

2590% , 3 —Ix§ —1395% 3 _S(g) _ 35_110) 1%297

21 4 672 | 2w -3 | 2QR)- ()-8 | —u

af — 2a3 — 813 2z} — 3 2(-2)=3 6
— 323 + 223 — 723 5 5 5

Resolvemos el nuevo sistema triangular

47
202 462 = —— =2

47 o\ L[ 4T (179 _ 1201
14 14 ) 76e\T1a 200) ) = 1400

1
G
. L/ 6 1/ 67 (179 1201
R R T (‘1 ~etva) =5 (-5~ () 2 (i) ) -

1 1 1201 179
233034203 -T2l =5 =23 = — (5 — x5+ 32% — 21‘%) =z <5 - (—) +3 () -2 <

1400 200
z? 179 0,895

x% B 2102?5 | -0,85786

z3 | 22150 — | 092455

x5 =3 —0,956 25

¢) Como se indica en el enunciado, la solucién del problema es z* = (1,—1,1,—1), por tanto
en dos iteraciones del método Jacobi tenemos un error cuadréatico

0,825 1 —0,175
¢ — H$2 B 75*” _ =0,70595 | [ -1 _ 0,294 05 II
0,753 57 1 —0,246 43
—0,93571 -1 0,064 29

= \/(—0,175)2 +(0,29405)2 + (—0,24643)? + (0,06429)% = 0,426 56

2071
2240

2071

2240

25

))



Mientras que para el método de Gauss-Seidel

0,895 1 ~0,105

cas = |- o= || 085786 | _ | 1 0,142 14
0,924 55 1 ~0,07545

~0,956 25 -1 0,043 75

= \/(—0,105)2 + (0,142 14)% + (—0,07545) + (0,043 75)2 = 0,197 07

Con lo que podemos comprobar que se comete un error menor que con el método de Jacobi.

d) Précticas

5. iCoémo se pueden utilizar los métodos de resolucién de sistemas de ecuaciones lineales para determinar
la inversa de una matriz?. Aplicalo al cdculo de la matriz inversa de

4 2 3
A=11 21
2 =25

Solucién: Por definicién A~ la inversa de una matriz 4, cumple
AAT =1

Teniendo en cuenta la definicién del producto de matrices, si A = (a;;) y A~ = (b;;), entonces

estd claro que
n
Sij = > ainbr
k=1

siendo d;; la funcién delta de Kronecker, definida por
1 i=3j
5ij =
0 i#]

Si fijamos una columna, por ejemplo 7 = 1, entonces los elementos de esa columna serfan

n
0= aixbp
k=1

que nos proporciona un sistema de n ecuaciones en las n incégnitas biq, k = 1,...,n, que ademds
serfa la columna 1 de la matriz inversa. Explicado de otro modo, podemos obtener las n columnas
de A~ resolviendo los n sistemas

b

para cada j = 1,...n. Para calcular la inversa de la matriz A, tenemos que resolver los tres
sistemas siguientes

4 2 3 b11 1
1 2 1 bor | =1 0
2 -2 5 bs1 0

10



N—— ~~—
S S
= I\
w I\
| Il
/N —
= o O O = O

o
Do
w

|

/N —
N = N =
[\
ot = W Tt =W

Cuyas soluciones son (%, —é, —i

SN—
|
ol
ol
N[ =
SN—
<
|
=
|
M"

, %) y por tanto

2
12 1
3 6
e 2 P
- % 12 24
I
4 2 4

Podemos comprobarlo, haciendo el producto de A por A~1

4 2 3 3 —2 -3 100
1 7 1 | =

1 21 5 1 " |=(010

2 -2 5 -1 5 7 001

. Halla la factorizacion LU de la matriz A, y explica el resultado.

=(01)

Solucién: La descomposicién LU, si existiera, seria de la forma
1 0 U111 U112 o 0 1
loy 1 0 wp / 11
(i )21
la1u11 w22 + l21u12 11

U11=0

es decir

Sin embargo, por una parte

pero por otra
lorurn =1

y no hay solucién. Eso quiere decir que A no puede descomponerse en producto LU, jpor qué?
Si nos fijamos en los elementos de la diagonal, uno de ellos es nulo.

Si premultiplicamos por una matriz que cambie el orden de las filas

(o) (V)= (0 0)

entonces podemos realizar la descomposicién de la nueva matriz

( U1l U12 > _ < 11 >
lorurr w22 + lo1ur2 0 1

11



En este caso

uyp = 1
up = 1
loiuinr = 0=1091=0
U2 +lotuz = 1= up=1

se puede por tanto hacer la descomposicién LU de PA

Pe(3 -G

y multiplicando por

obtenemos la descomposicién

0 1 11
a=(10)(0 1)
que puede ser interesante para resolver sistemas, calcular determinantes, etc.

7. Considera las matrices

2 -1 0 2 -1 -1
Ky=| -1 2 -1 Cs=[ -1 2 -1
0 -1 2 -1 -1 2
1 -1 0 1 -1 0
Ts=( -1 2 -1 |, By=| -1 2 -1
0 -1 2 0 -1 1

a) Calcula sus determinantes y concluye cuéles de ellas son invertibles.

b) Calcula sus valores propios y concluye cuales de ellas son definidas positivas y cuales semi-
definidas positivas.

c¢) Calcula, cuando sea posible, sus descomposiciones LU y Cholesky. Cuando no sea posible, explica
por qué no es posible calcular dichas composiciones.

Solucion:

a)

det (K3) = 4
det (C3) = 0
det (T3) 1

) 0

12



K = V2 +2,2 - 2,2 — Definida positiva

¢) Descomposiciéon LU

Descomposicién Cholesky

2 -1 0
Ks=| -1 2 -1
0 -1 2

1

= -1

0

La descomposicién Cholesky no es posible para C3 y B3 puesto que no son definidas posi-

tivas.

C = 0,3,3 — Semidefinida positiva
T = 0,198062264195162, 1,554958132087371, 3,246979603717467 — Definida positiva

B =1,0,3 — Semidefinida positiva

-1
2
-1

0 2 -1 0
0 0 3 -1
4

1 0 0 3

0 2 -1 -1

oo & -3

1 00 0

0 1 -1 0

0 0 1 -1

1 0 0 1

0 1 -1 0

0 0 1 -1

1 0 0 0
0 V2 —3V2 0
0 0 V23 -1v2v3

0 0 2V3

0 1 -1 0

0 0 1 -1

1 0 0 1

8. Calcula los autovalores y autovectores de las matrices K,,, Cy, B, y Th.

Solucién: Para cada matriz, se debe cumplir

2 -1
-1 2
0 -1
K, = . .
0 O
0 0

13

z1 T1
€2 Z2
x3 xs3
) = A .
Tn—1 Tn—1
L, Tn



2 -1 0 -0 - -1 1 1

-1 2 -1 0 ce 0 T2 T2
0 -1 2 -1 ... 0 I3 T3
o o0 o0 -1 2 -1 Tn—1 Tp—1
-1 0 0 0o -1 2 T Tn
1 -1 0 0 1 1
-1 2 -1 0 0 €T T
0 -1 2 -1 0 I3 I3
T, = ) ) =A
0 0 0 -1 2 -1 Tn—1 Tn—1
o o0 o0 0 -1 2 T, Tn
1 -1 0 0 1 1
—1 2 -1 0 0 xI9 T
0 -1 2 -1 0 I3 I3
B, = , =)
0 0 0 -1 2 —1 Tn—1 Tn—1
0o 0 0 0 -1 1 T, Tn

En los cuatro casos las ecuaciones 2 a n — 1, son iguales y serian de la forma
—$j71+2$j—1’j+1:>\l‘j j=2,....n—1

Por ser una ecuacién en diferencias finitas con coeficientes constantes se prueba con soluciones
de la forma z; = ¢?  entonces

—tG=1)0 4 9pid0 _ Gi(i+1)0 — ) id0

¥ se obtiene

dividiendo por etd
—e W42l =\= — <6i9—|—€7i9) +2=A

y usando la definicién de cos
—2cosf+2=X\

luego lo valores propios de todas las matrices deben ser de la forma
A=2-—2cosf
y los vectores propios deben ser de la forma
xj =cosjl o x; =senjl

Para encontrar los valores propios para cada matriz, asi como sus vectores propios, estudiaremos
cada matriz por separado, estudiado las dos ecuaciones que faltan: la primera y la tdltima de
cada matriz.

14



» Para K, y soluciones de la forma z; = cos j0, la primera ecuacién es
2:61 — T2 = )\.CCl

y sustituyendo z1 = cosf, x5 = cos20 y A =2 — 2cosf

2cosf —cos20 = (2—2cosf)cost <
2cosf — (cos?@ —sen®f) = (2—2cosf)cost <
2cosf —cos?f +sen’ = 2cosf —2cos? 6 &
—cos?0 +sen?f = —2cos’h o
cos?f +sen? 0 = 0

que obviamente es falsa. Eso quiere decir que las soluciones deben ser de la forma x; =
sen j0; vamos a comprobarlo sustituyendo ahora z; = senf, xo = sen20 y A = 2 — 2cosf
en la primera ecuacién

2senf) —sen20 = (2—2cosf)send <

2senf — 2senfcosfd = 2senf — 2senfcosd

lo que es cierto para cualquier 6.

Para determinar el valor de #, utilizaremos la tdltima de las ecuaciones, usando ahora que
xj =senjf y que A = 2 — 2cos . Dicha ecuacién es

—Tp—1 + 2, = A\xp,

por tanto
—sen(n—1)0+ 2sennf = (2 — 2cos ) sennd

desarrollando el primer sumando como el seno de una diferencia sen (n — 1) § = sen (nf — 0),
se obtiene

— (sennb cosf —senfcosnf) +2sennf = 2sennb — 2cosfsennb <
—sennfcosf +senfcosnf = —2cosblsennb <
cosf@sennf +senfcosnd = 0

El miembro de la izquierda es el seno de una suma
sen(n+1)0=0

luego
km

n—+1

m+1)0=kr<0=

15



En resumen, los autovalores de K, son

km
+1

A, =2—2cost =2 — 2cos
n
y los autovectores

zF = (xlf,azg,,:vﬁ) = (senf,sen 26, ... sennf) = (sen

7k 2k nkm
, sen e
n+1 n+1

» Para (), y soluciones de la forma x; = cos jf, la primera ecuacién es ahora
2r1 — Tg — Ty, = AT

y sustituyendo x1, X2, xp ¥ A

2cosf —cos20 —cosnf = (2 —2cosf)cosb &
2cosf — (0032 6 — sen? 0) —cosnf = (2—2cosf)cosf <
2cosf — cos?f +sen?f — cosnf = 2cosf —2cos’h <
cos?f +sen?f —cosnf = 0<
1 = cosnf
ng = 2kr&
g — Z2km

Utilizaremos la tltima de las ecuaciones, usando que z; = cos j0 y que A = 2 —2cos 0, para
este valor de 6 :

—X1 — Tp—1 + 22, = Az => cos@ —cos (n — 1) 0 + 2cosnf = (2 — 2 cos ) cos nb
desarrollando

—cosf — (cosnf cosf +sennfsenf) +2cosnf = 2cosnf — 2cosbcosnb <

—cosf —cosnbcosd —sennfsenld = —2cosfcosnd &
—cosf +cosnfcosd —sennfsenfd = 0&
—cosf+cos(n+1)0 = 0«

cos(n+1)0 = cosf

16



— 2km
para 6 = =7

2k k k
cos(n+1)0 =cos(n+1) =T~ cos <2l<;7r+ 7r> = cos <7T> = cos @
n

n n

por tanto la igualdad es cierta y tenemos como valores propios

2k
)\k:2—2c,os—7T
n

y como valores propios

rrn

2k 4k 2nk
zF = (wlf,:c’g, xk) = (cosf,cos20,...,cosnb) = <COS7T,COS7T,...,COS n ﬂ)
n n

vectores propios asociados a cada Ag.
Probemos ahora con soluciones de la forma z; = sen jf. Para la primera ecuacién

201 — X9 — Xy, = A2

vamos a comprobarlo sustituyendo z1 = senf, zo = sen20 y A =2 — 2cosf

2senf —sen20 —sennf = (2 —2cosf)senfd <
2senf —sen20 —sennfl = 2senf —2senfcosl <
—sennf = 0&
nd = kn&
g — k7
n

Y para la idltima de las ecuaciones —x1 — x,—1 + 22, = Az,
—senf —sen(n—1)0+ 2sennf = (2 — 2cos @) sennf
desarrollando

—senf — (sennfcosf — cosnfsenf) +2sennf = 2sennf — 2cosfsennfd <

—senf —sennfcosf + cosnfsenf) = —2cosfsennd &
—senf +sennfcos + cosnflsentd = 0
—senfl+sen(n+1)0 = 0&
sen(n+1)§ = send
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Para el valor de § = % encontrado

sen(n+1)‘7—7r:se]a]—7r
n n

pero
K 7w K 0 j j
sen (n+ 1) IT _ sen (jﬂ' + ]) = sen jm cos IT 4 sen?” cosjm = (—1)? sen I
n n n n n

que solo coincide con el anterior cuando j es un nimero par, es decir, de la forma j = 2k y

por tanto 6 = %TW como antes. Por tanto para el valor propio A\, = 2 — 2cos %TW? también
tenemos como vectores propios
2k 4km 2nkm
b = (a:'f,wg,,xfl) = (senf,sen26, ... sennf) = <sen,sen,...,sen
n n n

= Para T}, y soluciones de la forma z; = cos 50, la primera ecuacién es
r1 — T = )\$1

y sustituyendo x1 = cosf, xo = cos20 y A =2 — 2cosf

cosf —cos20 = (2—2cosf)cosl <
cosf — (cos> —sen?@) = (2—2cosf)cost <
cosf —cos?f +sen’f = 2cosf —2cos’f <
—cosf —cos? 0 +sen’f = —2cos’f
cos? +sen’f —cosf = 0<
l1—cosf = 0&
2 sen? g = 0&
g = kr&
0 = 2km

que obviamente es falsa. Eso quiere decir que las soluciones deben ser de la forma x; =
sen j#; vamos a comprobarlo sustituyendo ahora x1 = senf, xo = sen20 y A = 2 — 2cos
en la primera ecuacién

2senf —sen20 = (2—2cosf)senf &

2senf — 2senfcosfd = 2senf — 2senfcosl
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10.

11.

12.

lo que es cierto para cualquier 6.

Para determinar el valor de #, utilizaremos la tltima de las ecuaciones, usando ahora que
xj =senjf y que A = 2 — 2cos . Dicha ecuacién es

—Xn—1 + 22, = A\xp,

por tanto
—sen(n—1)0+ 2sennd = (2 — 2 cos ) sennd

desarrollando el primer sumando como el seno de una diferencia sen (n — 1) § = sen (nf — 6),

se obtiene
— (sennfcosf —senfcosnf) +2sennf = 2sennbf —2cosfsennd <
—sennfcosf +senfcosnfd = —2cosbsennb <
cosfsennb +senfcosnfd = 0

El miembro de la izquierda es el seno de una suma
sen(n+1)0 =0

luego
km

n—+1

m+1)0=kr<0=

En resumen, los autovalores de K, son

k
A =2—2cosf =2 — 2cos T
n+1

y los autovectores

wk 27k nkm
mk:(:c'f,xg,...,xﬁ) = (senf,sen26,...,sennf) = ( sen ,sen ye .., S€n
n+1 n+1 n+1
. Teniendo en cuenta que los autovalores de la matriz K, son A\, = 2 — 2cos n’% deduce que el

. .. . . 2
nimero de condicionamiento de K, es aproximadamente % (n+ 1)~

Explica cémo, a partir de la factorizacion A = LU, se calcula el determinante de A. Como aplicacién,
calcula el determinante de K, (*).

Sea A una matriz con ndmero de condicionamiento ¢(A) = 100. Supongamos que el error porcentual
cometido al calcular el término independiente b en el sistema Az = b es del 10%. Calcula una
estimacion

del error porcentual en la solucién x.
Consideremos la matriz
2 -1
K pu—
-1 2
Calcula las matrices de iteracion My y Mgg, respectivamente de los métodos de Jacobi y Gauss-
Seidel. Calcula los radios espectrales de dichas matrices y comprueba que pgg = sz.
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13.

14.

Calcula una estimacién del radio espectral de la matriz M,, = I, — %Kn que aparece al aplicar el
método de Jacobi a la matriz K.

(OCTAVE) Consideremos la matriz

== O
O ==

1
A=10
1

Ejecuta en Octave las siguientes instrucciones: x=rand(3,1); z = x/norm(x); que genera un vec-
tor aleatorio unitario y de 3 componentes. Finalmente repetimos 15 veces las siguientes dérdenes:
y=A*z; [zm, j] = max(abs(z)); lambda=y(j)/z(j); z=y/norm(y); lambda

Comprueba que lo calculado es una aproximacién al autovalor dominante (el mayor) de A y de su

autovector asociado.

Este método, que se ha de describir en forma algoritmica, se conoce con el nombre de Método de la
Potencia. Es el método que usa (o usaba) el algoritmo PageRank de Google para ordenar las paginas
web de una bidsqueda por internet.
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