Apéndice B

Fundamentos Matematicos

B.1. Resultados elementales sobre funciones reales

Se recuerdan en este capitulo una serie de conceptos matemaéticos bésicos necesarios para el desarrollo de los
métodos numeéricos posteriores. En lo siguiente todas las funciones serdn reales y en la mayoria de las ocasiones
de una sola variable real, es decir, seran aplicaciones de la forma

f:ICR—R
donde I es un subconjunto de R, que por regla general serd un intervalo.

Definicién B.1 Dada f (x), funcién real de variable real y x, € R, diremos que f (x) tiene por limite a A € R,
cuando x tiende a xqg, y lo representamos por lim f(x) = X si
T—Tg

Ve>0; 30 >0 t.q si [xt—zo| <0=|f(z) =\ <e

Definicién B.2 Dada f (x), funcion real de variable real, x, € R, entonces

i) 3f (zo)
f(z) continua en xg & i) 3,,1220 f (=)

i) lHm f(z) = f (zo)

T—T0
Definiciéon B.3 Dada f: I CR — R, entonces
f(x) es continua en I < f(x) es continua YV € T

Definicién B.4 Dado I C R, entonces definimos C (I) como el conjunto de todas las funciones continuas en

I, es decir
CI)y={f:I—TR| f(x) es continua en I}

Teorema B.1 (Teorema de Bolzano) Sea f: [a,b] — R, si f € C([a,b]) entonces
Si f(a)-f(b) <0=3¢€[ab] t.q. f(§)=0
Nota 1 Este teorema tiene su aplicacion en la busqueda de soluciones de ecuaciones de la forma
flx)=0

Teorema B.2 (Teorema de los Valores Intermedios) Sea f: I CR — R, siendo f € C(I), sean y1,y2 €
R, con y1 < ya y tales que y1 = f (x1) e y2 = f (x2), para x1,29 € I =

Vy <ys<ys=3TJxg €I, conys=f(x3)
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Nota 2 El teorema implica que si la funcion f(x) es continua y toma dos valores cualesquiera, entonces toma
todos los valores intermedios entre estos dos.

Definicién B.5 Dada f (), funcion real de variable real, x, € R, entonces

f(z) es derivable en xy < 3 lim fl@) = f (@)
T—TQ r — X

= f" (wo)
Nota 3 Si hacemos el cambio x — xg = h, el limite también puede expresarse como

lim f(wo+h) = f(x0)
h

h—0

= f' (o)

Teorema B.3 Sea f (z) una funcion real de variable real y sea x, € R, entonces
f(x) es derivable en xy = f (x) es continua en xg

Como sabemos, el reciproco de este teorema no es cierto, f(x) = |x| es una funcion continua, pero que no es
derivable en x = 0.

Definicién B.6 Dada f : (a,b) CR — R, entonces
f(x) es derivable en (a,b) < f(x) es derivable Vz € (a,b)
En este caso podemos definir la funcion derivada f' (z) Vz € (a,b).

Definicién B.7 Definimos C' (R) como el conjunto de todas las funciones definidas sobre R, que son derivables
y con derivada continua, es decir

C'(R)={f:R—R| f(z) es derivable en R, f'(z) es continua en R}

Podemos generalizar esta definicion V n € N
C"R) = {f ‘R — R| f(z) es n veces derivable en Ry f(™) (z) es continua en R}

siendo f(™ (z) la derivada n—ésima de la funcién f (z).
Para funciones infinitamente derivables, por ejemplo como los polinomios o la funcién exponencial e®, defin-
imos el conjunto
C* (R) = {f ‘R —R| VneN, f("(z) existe y es continua en R }
Si en lugar de R, consideramos un intervalo [a, b], podemos definir las familias

C" (la,b]) = {f . [a,b] — R | f () es n veces derivable en (a,b) y f™ (z) es continua en [a, b]}

Teorema B.4 (Teorema de Taylor) Sea f(z) € C" ([a,b]), con n > 0 y supongamos que también existe
fOHD () en (a,b), entonces

n 1
Vo, x, € [a,b] = 3 € entre xg y x tal que f (z) = Z yf(k) (z0) (z — x0)" + E, (x)
k=0 """

siendo

E, (33) =

el llamado resto de Lagrange y nos da un error aprorimacion.

O @)™
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Nota 4 Si tomamos © = xg + h, el teorema de taylor se expresard como

_ = l (k) k 1 (n+1) n
f(xo+h)—kzzok!f (@) B + g/ O R

conzyg < €< xzg+ h.

Nota 5 Este teorema representa uno de los primero métodos numéricos, ya que es posible utilizarlo para obtener
una aproximacion del valor de una funcidn, mediante polinomios. El sumatorio es el llamado polinomio de Taylor
de grado n centrado en xg.

El valor del error (resto de Lagrange) es desconocido, pero es posible encontrar una cota que nos indique
una medida del error cometido.

Ejemplo B.1 Sea
fx)=In(1+x) z € (0,1)

y tomaremos xo = 0. Entonces

k £ () £ () ﬂ%?ﬁ
0 In(1+x) In(1)=0 0
1 1i$:@+xf1 1 1
2 (=1) (14 )2 ~1 —%
3 DA+ 2| (D
4 (—1)*31(1+2)* (-1)* 3! (—1)3&
| GO - D) ) e | (1)

y sustituyendo en la expresion del polinomio de Taylor correspondiente

n k—1
f(:c):ln(ug;):zi

k=1

f + E, (z)

con E, (z) en este caso

Nota 6 El primer término del sumatorio, k = 0, es nulo y por eso se empieza con k = 1.
Como ¢ € [0,1], es decir 0 < ¢ < 1, si sumamos 1 a la desigualdad obtenemos
1<1+€<2

y los inversos guardardn la relacién contraria

1

1>— >
“11e”

DO =
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Ahora es fédcil obtener que
1 1

N I S
(1+§)n+1 =12 (1+§>n+1

y la expresion del error F,, () se puede acotar como sigue

1t >

(1@
n—+1 (1 +£)(n+1)

1 :CnJrl xn+1

FE = = <
‘ 7L(x)| TL—|-1(1_|_£)("+1) “—n+1

Supongamos que se quiere utilizar la serie para calcular In (2) (x = 1), en este caso
In (2) = ~— 1"+ E,(1)= — 4+ FE, (1
n(2)= Y B ) = S B )

con E,, (1) el error cometido con esta aproximacién. Para este caso y utilizando la cota general, se obtiene

1
E, (1) <
B0 ()] €

Ahora es posible estimar el error cometido al truncar la serie en el término n—ésimo, simplemente sustituyendo

el n adecuado en la expresién
1

n+1

< error

Por ejemplo si queremos que el error sea mds pequefio que 1078, tendriamos que considerar el valor n que
cumpla

<error =10"% = (n+1) > 10°

n+1

lo que nos da una cantidad de 100.000.000 (jcien millones!) de términos. Sin embargo, si empleamos el mismo
desarrollo para, por ejemplo, calcular In (1,5), entonces en este caso puesto que z = 0,5 = 1/2

an o (1/2)"

1
E, (1/2)] < = = 1078
| (/)|_n+1 n+1 2"*1(n+1)<

es decir: 1

- <108
o (v 1) 0

o equivalentemente
2"t (n +1) > 108

que para n = 22
2"t (4 1) = 22371 (23 + 1) = 192,9373,984 > 108

y se alcanza el error solicitado con un nimero de término bastante inferior al ejemplo anterior.
Tenemos que observar que este tipo de aproximaciones no siempre son adecuadas y dependerdn de la prox-
imidad a zq, el punto en torno al cual se construye el polinomio de Taylor.

Teorema B.5 (Teorema del Valor medio) Sea f € C ([a,b]) y supongamos que existe f' (x) para x € (a,b)
entonces

V @, 20 € [a,b],3 € € (a,b) tal que f(z) = f (z0) + 1" (§) (x — o)

En el caso particular en el que x = b y xg = a tendremos

€€ (a,b) tal que f(b) = f(a)+ £ (§) (b—a)
Nota 7 Este teorema es un caso especial del teorema de Taylor cuando n = 1.

Teorema B.6 (Teorema de Rolle) Sea f € C([a,b]) y supongamos que eziste f' (x) para x € (a,b) entonces
Si f(a)=f(b) =3 € (a,b) tal que f'(£) =0
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Nota 8 Este resultado puede ser 1til para establecer si una ecuacion de la forma f (xz) = 0 tiene solucidn.

Teorema B.7 (Teorema de Taylor en forma integral) Sea f (z) € C"*! (a,b)
1
Va, 3, € [a,0] = f(z) =) Hf<’f> (z0) (z — 20)" + Ry, (2)
k=0

siendo .
R, (z) = — / SR (1) (@ — )" e

n! o

el error de aproximacion.

Demostracion: Realizaremos de forma recursiva integracion por partes. Para R, (x) tomamos

(z—t)" du— — (=) 1

U= " (n—1)!

dv = fOtD ()dt v = f(t)
y se obtiene

Ri@) = & [ @

|
n: o

t=x

— (.%‘ — t)nf(n) (t)

n!

L T gy (-
+(n1)!/mof ) (- )" dt

t=xg
Evaluando en los extremos, se deduce facilmente que

(x — x0)"

R, (z)=— f(n) (z0) + Rp—1 (2)

n!

Aplicando de forma iterativa la ecuacién anterior se obtiene

Ry(z)=-) %f(k) (o) (& — m0)" + Ro ()

k=1
y como

Ro<:c>:/wf'@)dt:f(a:)—f(zo)

obtenemos el resultado buscado ya que

n

R @) = =30 17 (a0) (2 — 0)* + £ () — 1 (x0)
k=1 "
y al despejar .
7 (@)=Y 2 (@) (2~ 0)" + R (2)
k=0

El teorema de Taylor para funciones de varias variables es similar y podriamos, en el caso de 2 variables,
ponerlo de la siguiente forma:

Teorema B.8 (Teorema de Taylor bidimensional) Sea f (z,y) € C""! ([a,a+h] x [b,b+k]) = 3 0 €
(0,1), tal que

n

f(a+h,b+k:):jz=:0;! (haax+kaay>Jf(a,b)+En(h,k;)
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10 Apéndice B. Fundamentos Matemadticos

donde

B o\

E, (h,k) = CESI]

B o\’
<hax + kay)

Tlustramos el teorema con un ejemplo.

j X
Z<>hj Z xzaafa gaigyi (@Y

Ejemplo B.2 Encuentra el desarrollo de Taylor hasta el orden 1 para f (x,y) = cos (zy)

Solucién: Desarrollamos en primer lugar el operador ()j hasta el orden buscado

(ha + ki)of (@,y) = f (2,9)

B o\ of of

" (z,y)

o 9\ ) o f oy
(135 + gy ) £ @) =12 5L o+ 20 (o) + 125 (w0)

que para la funcién f (x,y) = cos (zy) serfa

9\"
(h + k&'y) f(x,y) = cos (zy)
3
(h +k y> f(x,y) = —hysen (zy) — kx sen (zy)
(h + k88y> f(z h2y? cos (xy) — 2hk (sen (zy) — zy cos (zy)) — k2x? cos (zy)

Por tanto el desarrollo de Taylor para n = 1 de la funcién cos (zy) es
cos ((a+ h)(b+ k)) = cos (ab) — sen (ab) (bh + ak) + Ey (h, k)
siendo

Ei(hk) = —h—z(b+0k) cos ((a + 0h) (b+ 0k))

—hk {sen ((a + 0h) (b+ 0k)) + (a + 0h) (b+ 0k) cos ((a + Oh) (b + 0k))}

2

_% (a + 0k)? cos ((a + 6h) (b + Ok))

B.2. Integrales

Recordamos solamente un resultado fundamental del cédlculo integral: el teorema del valor medio.

Teorema B.9 (Teorema del Valor Medio para Integrales) Sean u,v : [a,b] — R, dos funciones reales
con u,v € C([a,b]) y v >0, entonces,

b b
3¢ € [a,b] talque/u(m)v(x)dx:u(ﬁ)/ v (z)dx
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Demostracion: Como u (z) € C ([a,b]), por el teorema de Weierstrass, tiene méximo y minimo sobre el
intervalo [a, ], es decir, existen, Tmm € [a,b] ¥ Tmax € [a,b], tales que

U(Tmm) = min u(z)=A
z€la,b]

U (Tmax) = méx u(x)=DB
z€[a,b]

es decir
A<u(z)<B Vz € [a,b]

Como v (z) > 0, entonces
Av (z) <wu(x)v(z) < Bu(z) Vz € [a,b]

Si ahora integramos sobre el intervalo [a, b]

b b b
A/ v (x)de S/ u(x)v(z)deB/ v (x) dx
Si llamamos I = f: v (x) dz, se obtiene

AI</bu(m)v(ac)dx<BI

Si I =0, entonces v () =0 y el resultado es trivial tomando cualquier valor para &.
Si I # 0, entonces I > 0y podemos dividir por

1 b
AST/ u(@)v(z)dt <Be A<C<B
a

Como u () es continua y C' = %ffu(m)v (z) dz es un valor intermedio entre A y B, por el teorema de los
valores intermedios, debe existir un £ € [a, b] tal que

u(§) =C

de donde obtenemos el resultado buscado
b b b
u(é) = T/ u(x)v (z)de @/ u(m)v(m)dm:u(é)/ v (z)dz

B.3. Sucesiones, 6rdenes de convergencia

En una gran parte de los métodos numéricos se construye una sucesién de valores que se aproxima a la
solucion del problema. Recordaremos en esta seccién definiciones y resultados bésicos sobre ellas.

Definicién B.8 Una sucesion de mimeros reales, {xn}, oy €s una aplicacion del conjunto de los niimeros nat-
urales en el conjunto de nimeros reales.

Definicién B.9 Diremos que la sucesion de nimeros reales {x,}, oy tiene como limite X € R cuando n tiende
a 0 y se representa como lim x, = \ si y sdlo si

n—oo
Ve >0,dng €N, tal que sin>ng= |z, — A\ <e

Las sucesiones no convergen con la misma rapidez. Por ejemplo, es conocido que

1 n
lim <1 + ) =e
n—oo n
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sin embargo es necesario tomar n = 100, para que el error cometido respecto al valor real sea de 0,001358 =
1,358 x 1072, mayor de una milésima. Sin embago, la sucesién definida por

$1:2

Tn = 1 1
xn+1:§xn+x— n>2

n

converge rapidamente a /2 = 1.414213562, sin més que calcular los primeros términos

X1 = 2
1.1

= 94 -=1 =1
) B + 9 +O,5 75
Ty = 1154 -1 — 1416667

3 - 9 ) 1’5 -4

— L an6667) + — L — 1414216

= g 1,416667

Comprobamos que con 4 términos el error es del orden de 1075,

A partir de estos dos ejemplos esta claro que es conveniente estudiar la velocidad de convergencia de las
sucesiones.

B.3.1. Notacién o(z) y O ()
Definicién B.10 Sean {z,} y {yn} dos sucesiones distintas.
1. Diremos que z,, = O (y,) (se lee x,, es una O grande de y,,) si y sdlo si
IM >0, n, € N tal que |x,| < M |yn| sin>mng

[Zn]
[Yn]

Si yn # 0, Vn, podemos poner < M y el cociente estd acotado cuando n — 00.

2. Diremos que T, = 0 (yn) (se lee x,, es una O pequena de y,) si y sdlo si
T

lim — =0
n—00 UYp

Estas notaciones permiten comparar la convergencia de dos sucesiones, siendo mds frecuente su uso cuando
ambas sucesiones convergen a 0. Supongamos que tanto x, como y, convergen a 0, entonces:

1. Si 2, = O (y,), entonces ambas sucesiones convergen con la misma rapidez a 0.
2. Si z, = o(yn), entonces la sucesién x,, converge a 0 mds rapido que y,,.

Ejemplo B.3 Podemos comprobar facilmente que
n+1 1 1 1 1 1
9 2 —O<n) b)mn(n)—o(n) c)n_o(lnn)
5 1 1
d) —+e"=0|—- M=o|—
)n+e (n> e)e O<n2>
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B.3. Sucesiones, 6rdenes de convergencia 13

Tomando como ejemplo el caso de la funcién In (1 4+ z), que vimos en la primera seccién, tendremos

n—1
In(2) = kzl (=)t % =0 <T1L> Convergencia lenta

n—11 1
e — > —gh=0(= Convergencia rapida
k=0 k! n!

También es posible utilizar esta notaciéon para funciones, por ejemplo, podemos escribir

3

senxzx—%—k()(mg) cuando z — 0

. . 3
que significa que “cerca” del punto 0, ocurre ‘sen (z) —z+ 2| < ClaP|.

Una ecuacién de la forma
f(x)=0(g(x)) cuando x — o0

significa que IM, K > 0, tal que si > K, entonces |f (z)| < M |g (x)|, o en general podemos poner
fx)=0(g(x)) cuando = — xg

si
30 > 0, tal que si |z —xo| < d=|f (z)] < Mg (x)]

De forma semejante

f(z)=0(g(x)) cuando  — z¢p <= lim /(@) =0

0 g (@)

B.3.2. Ordenes de convergencia

Para describir la velocidad con la que una sucesién converge se utiliza la siguiente terminologia. Sea {x,,}

una sucesién convergente y sea lim z, = A € R.
n—oo

Definicién B.11 Diremos que {x,} tiene:
1. Convergencia lineal < 3 § € (0,1), ng € N, tal que

|Znt1 — A <0 |zn — Al Yn > ng
2. Convergencia superlineal < 3{e, },cy con lim e, =0, ng € N, tal que
n—oo
|xn+1 - A‘ < €n |Jjn - )\| n > o

3. Convergencia cuadratica < 3 K > 0, ng € N, tal que

|Zni1 — A < K |zn — A]? Vn > ng

4. Convergencia de orden al menos o > 1< 3 K >0, ng € N, tal que

|z — Al < K |z, — A\° Yn > ng

Nota 9 Cuanto mayor es el valor de o, mas rdpida es la convergencia de la sucesion {x,}.
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