Apéndice A
Algebra de matrices

Denotaremos a M,,xn (R) el espacio vectorial de las matrices de dimensién m x n (m filas y n columnas)
con elementos en el conjunto de los nimero reales. Si m = n, la matriz se denomina matriz cuadrada.

Un vector de M1y, (R) se denomina vector fila, mientras que un vector de M,,x1 (R), se denomina vector
columna.

Una matriz A € M,,xn (R), se suele representar mediante sus elementos como A=(a;;). Diremos entonces
que a;; es el elemento de la i-ésima fila y la j-ésima columna.

Los elementos a;; de una matriz cuadrada, son los elementos de la diagonal principal.

Definicién A.1 Dada una matriz A € My« (R), denominamos traspuesta de A, AT € M, x.m (R), que tiene
como filas las columnas de la matriz A, y como columnas, las filas de A. Es decir, si aj ; representa el elemento
de la fila i, columna j, de la matriz AT, entonces

* — ..

Definicién A.2 Una matriz cuadrada se dice simétrica si ocurre lo siguiente
A= AT
Definiciéon A.3 Una matriz cuadrada es diagonal si todos los elementos que no estdn dentro de la diagonal

principal son 0, es decir
A es diagonal S a;; =0 st i #j

Definiciéon A.4 La matriz identidad es una matriz diagonal en la que todos los elementos son iguales a 1

10 ... 0
01 ... 0
In = .
0 0 1
También se puede escribir
L, = (di5)
siendo §;; la funcion delta Kronecker definida por
1 st 1=
(Sij =
0 si i#j

Definiciéon A.5 Una matriz cuadrada se dice que es triangular superior si todos los elementos que estdn
por debajo de la diagonal principal son 0

ai; a2 ... Qin

0 a292 e aAon, o )

T, = ) . . =a;; =0sii>j.
0 O a”VLn
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Andlogamente una matriz cuadrada se dice triangular inferior si todos los elementos que se encuentran
por encima de la diagonal superior son 0

a1 0 0
a1 Az 0 o
T, = . =a;; =0s11<]
: 0
Apl Ap2 ... Gpp

Definicién A.6 Una matriz banda es una matriz que tiene todos los elementos iguales a cero, excepto una
banda centrada sobre la diagonal principal. Por ejemplo la matriz

ay;p ai2 [N 0
a21 Qa22 N 0
Ap—1,n
0 0 An,n—1 Ann

es una matriz con un ancho de banda de 3, y que recibe el nombre especial de matriz tridiagonal.

Operaciones con matrices

Definicién A.7 Si A = (a;;) y B = (bij) son matrices de My,xn (R), definimos la matriz A+ B, como otra
matriz C = (¢;;) € Mpxn (R), que cumple

Cij = Qij + bij
Para poder hacer la suma de dos matrices, ambas deben tener la misma dimension.

Definicién A.8 Si A = (a;j) € Myxp (R) y B = (bij) € Mpxn (R), definimos la matriz AB, como otra matriz
C = (cij) EMyxn (R), que cumple

P
cij:E aixb; i=1,....m;5=1,....n
k=1

como se observa solamente se puede efectuar la multiplicacion de matrices, cuando el nimero de columnas de
la primera matriz sea igual al nimero de filas de la seqgunda. Claramente el producto de dos matrices no es
conmutativo.

Definicion A.9 Si A = (a;;) € Mpxn (R), A € R, definimos la matriz AA, como otra matriz C = (¢;;) €
Mxn (R), que cumple
Cl‘j = )\aij

Definicién A.10 Si A = (a;;) € Mpmxn (R), diremos que A es invertible , si existe otra matriz B € My, xn (R),

que cumple
AB =1,

en este caso se ETPTeESa

B=A""

y la matriz A=1, se denomina matriz inversa de A.

Definicién A.11 Diremos que dos matrices A y B son semejantes <= FExiste otra matriz P invertible que

verifica
B=P AP

Definicién A.12 Diremos que A € M,x, (R) es diagonalizable, si y sdlo si, AD € M, x, (R), D matriz
diagonal, semejante a la matriz A, es decir, 3P € M, x, (R) invertible, llamada matriz de paso o matriz de

cambio de base, tal que
A=Pr'DP
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Definicién A.13 Sea A una matriz cuadrada n X n, definimos el determinante de A como

det(A) = aj,m=1
det(A) = i(fl)”kdet(Aik):i(—l)k“det(Akj)
k=1 k=1

Definicién A.14 Sea A € M, «n (R), definimos matriz complementaria A;;, (1 <i<m,1 <j<mn) ala
matriz de My, _1xn—1, que se obtiene a partir de la matriz A, cuando eliminamos la fila © y la columna j

a1 a1, k-1 a1, k+1 A1n
A — a;—1,1 A;—1,k—1 Ai—1,k+1 Ai—1.n
/A
Ai41,1 Ai41,k—1  Ai41,k+1 Aiy1n
Am1 Am,k—1 Qm, k41 Am,n

Definimos el menor complementario del elemento a;;, al determinante de la matriz complementaria
Aij = det (A”)
Se llama adjunto del elemento a;; al nimero

(—1)"™ Ay

Valores y vectores propios

Dada una matriz cuadrada A € M,,«,, (R), diremos que el vector v # 0, es un vector propio de A de valor
propio A cuando
Av =l

La condicién anterior puede ser escrita en la forma (A—AI)v = 0. Para que este sistema de ecuaciones tenga
soluciones no nulas es necesaro y suficiente que A cumpla la ecuacidn caracteristica

pa(A) =det(A— X)) =0

asi, los valores propios de A son los ceros del polinomio p4(A), llamado también polinomio caracteristico de

A.

Ejemplo A.1 La matriz

wW =
[

tiene por ecuacion caracteristica
paN) =B -NB-N)—-1=X-61+8=0

de soluciones Ay = 4 y Ay = 2. Estas soluciones son por tanto valores propios de A.

Propiedades
Dadas A, B € M,,x, (R), se cumplen las siguientes propiedades

1. (A+B)' = AT 4+ BT

2. (AB)" = BTAT

3. (AB)”' = B7'A7!, siempre que existan A~ y B!
4. det (AT) = det (A)

5. det (AB) = det (A) det (B)
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