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EXAMEN FINAL DE JUNIO. 22-6-2013

1. (2 puntos) Dado el problema de optimizacién

Maximizar  f (x,y,2)
Sujetoa  h(z,y,z) =0
9(x,y,2) <0

donde f, g y h son funciones definidas en R? suficientemente derivables. Explicar los pasos que hay
que seguir para asegurar que un punto (o, %o, z0) € R es solucién local de dicho problema. En la
explicaciéon habran de definirse todos los conceptos propios de optimizacién que se necesiten.

Solucién: (Pregunta tedrica): Sea Py = (xg,%0,20) € R? y supongamos que es una solucién
local del problema, es decir Py es un punto de méximo local para el problema del enunciado.

En primer lugar habria que estudiar la regularidad del punto. Si Py es regular (hay que dar
la definicion), teniendo en cuenta que es maximo local y que las funciones del problema son
suficientemente derivables, debe cumplir las Condiciones Necesarias de Primer y Segundo
orden, es decir, debe ser un punto de Karush-Kuhn-Tucker de méximo y cumplir ademds la
condicién del Hessiano. Puesto que hay una restricciéon de igualdad y otra de desigualdad, esto
implica que deben existir valores reales Ao y pg (los subindice indican su relacién con el punto
Py), de forma que el punto (zg, yo, 20, Ao, t4g) €s solucién del sistema formado por la condicién
estacionaria, la condiciéon de factibilidad para la igualdad y la condicién de holgura para la
desigualdad:
0f(20,40,20.M0:140) 3 O1(0,40:20,A0.440) +M39(x07y0,Z07A0:u0)

OF (w0 s Aosia) 1 2 Oh(zowe Toomio) | dg(zome o ):O

Z0,Y0,20,M\0,H0 Z0,Y0,20,M\0,H0 g\T0,Y0,20,A0,MHp) __
) +A 3 +u 3 =0
=0

Condicién estacionaria

Y
9 f(%0,40,20,A0,10) Oh(x0,Y0,20,M0,10) 99(20,90,20,0,/0)
0z +A 0z +p 0z

Condicién factibilidad { h (o, Y0, 20) =0
Condicién de holgura{ g (xo,y0,20) =0

Asi pues, una vez comprobado que Py es un punto regular, hay que comprobar que los valores
(0, Yo, 20, Ao, i) son solucion del sistema anterior, y como en el enunciado se indica que Fy es
un méaximo, entonces deben cumplirse ademds las siguientes desigualdades:

Condicién factibilidad { g (x0,Y0,20) <0

Condicién de signo{ w<0

Como todas las funciones son suficientemente derivables, también se debe cumplir la condicién
de segundo orden relativa al Hessiano. Calculamos la matriz HL (Py) = H f (Py) + AHh (Py) +

pHg (Po)

a2f(Po) 82f(Po) 82f(P0) 82/1(130) 82h(P0) 82h(P0) 629(1:’0) 82g(Po) 82g(P0)
Ox2 Jyox 0z0x Ox2 Oyozx 0z0x Oz2 Oyox 0z0x
HL (Py) = D2f(Py)  O%f(Ro) 9*f(Po) i\ 02h(Py)  O%h(Py)  9*h(P) + D2f(Po)  0%f(Po) 9%g(P)
0 Oxdy Oy? 020y Oxdy oy? 020y H 0z0y Oy? 020y
Pf(R)  f(P) 9f(Po) Ph(Py)  h(Py)  9°h(Po) Pg(R)  g(R)  92g(Po)
0x0z OyOz 022 0x0z Oy0z 022 0x0z Oy0z 022

que debe ser semidefinida negativa (definir qué significa semidefinida negativa sobre un conjunto)
sobre el espacio tangente M (FPp).



La definicién del conjunto M (Py) dependera de si la restriccién de desigualdad es activa o no
(definicion de restriccion activa) en el punto Py. En el primer caso M (Pp) estarfa definido como:

mientras que en el caso de que g no fuera activa el conjunto estaria definido por:

M(PO):{d:(dl,dz,dg)GR‘ Vh(Pg)-d:()}

. (2 puntos) Resolver el problema

Up = Uy t>0 O<y<?2
u(0,y) =0 0<y<2
u(t,0)=u(t2) =1 t>0

Solucién: Se trata de la ecuacién del calor con condiciones de contorno constantes, pero no
nulas, por tanto hay que transformar previamente dicho problema en uno con condiciones de
contorno nulas. Dicho cambio (visto en clase) seria de la forma general siguiente:

v(ty) =ulty) —b+ F(b—0)
siendo u (¢,0) = by u(t,L) = c. En este caso b = c =1y el cambio queda como
v(t,y) =ulty) -1
La condicién inicial se transforma en
v(0,y) =u(0,y) —1=-1
y el problema queda como:

V= Uyy t>0 0O0<y<2
v(0,y) = —1 0<y<?2
v(t,0)=v(t,2)=0 t>0

Esta ecuacién se resuelve mediante el método de separacién de variables, suponiendo que la
solucién v (t,y) pueda ponerse como producto de funciones de la forma

v(ty)=F ()G (y)

Este problema es el mismo que se ha resuelto en teorfa, por tanto, si bien podemos seguir el
método paso a paso, por abreviar utilizaremos la expresién alli obtenida para la solucién formal
del problema:

2.2 2

o0
n _an’m
v(t,y) = Z Cp, S€n (%y) e 1z !
n=1

Para este problema, los valores de los pardmetros son o = 1, L = 2; sustituyendo en la expresién
anterior

2_2

oo
v(t,y) = E:lcn sen (%y) e~ At
n=

Las constantes ¢, son los coeficientes de Fourier de la extensién impar de la funcién f(y) =
v (0,y) = —1 y estén definidos como:

cn:i/oLf(y)sen(TzTy>dy:—/Ozsen<n;y> dy




La integra es inmediata

/2 nm 2 nmw
—sen (—y) dy = — cos (—y)
0 2 nm 2

v la solucién formal del problema seria:

zwm=§x;«4W40wd?@e

de donde obtendremos la expresién para u (¢,y)
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. (2 puntos) Resolver el siguiente problema de condiciones iniciales haciendo uso de la transformada

de Laplace
' =2x —y—hs(t),
y=x+2y+h(t) -t
z(0) = 0;y(0) = 0.

donde hy, (t) es la funcién de Heaviside.

Solucién: Podemos resolver el problema de forma matricial o mediante sustitucién. Si elegimos

la primera forma, entonces el sistema

l‘—233—y hs (t),
Y =x+2y+hi(t)-t
z(0) = 0;y(0) = 0.

se puede poner como

()02 ) () (ahit)xo-axo-n

Utilizando la transformada de Laplace y reemplazando por comodidad £ |

tendremos, utilizando que las condiciones iniciales son nulas:

z2-X(2)=A-X(2)+B(2)= (- I1-A)X(2) =B(2) = X(z) =

siendo
(z-I—A):(S 2)_(? —21>:<z_—12

cuya inversa es

1

L)

cr-a s e (7))

Por otra parte B (z) es el vector que contiene la transformada de Laplace de B ()

o —ha() o Llhs) (2
Bw‘(méw>:B@‘<cwéww>

Calculamos cada transformada:

6732
Ll-hs®)](2) = —e LI ®)](2) = ——
Lltm@)() = L O)E) =~ e Lo (0] (2)] =~

)

)

X (#)] (2) por X (2),

(z-I—A) 'B(z)




Por tanto

—3z
1 z—2 -1 — =
6 = o () < aat )
_ 1 —(z—2)f - <G
(z—22+1\ 2 4 (z—2) G
_ (2—2) —3z __ (z+1) —z
((z—2)2+1)ze ((2—2)2+1)z2e

- 1 (z+D(z=2) -z

_ —3z
((z72)2+1)z€ T ((zf2)2+1)z2

y ahora podemos obtener z (t) e y (¢) utilizando la transformada inversa

z (t) — E_l _ (z — 2) 6—32 _ (2: + 1) e ? (t)

((z —2)% + 1) z ((z —2)% + 1) 22
e, GEDG-2
_<(z—2)2+1> ze o ((2—2)2+1> zQe w

Utilizaremos residuos y el segundo teorema de traslacién de la transformada de Laplace

y(t) = £}

x (t) — E_l _ (Z — 2) 6—32 _ (2’ + 1) e ? (t)

<(z—2)2+1> z ((z—2)2+1> 22

_ 1 (z—2) o327 | (1) — o1 (z+1) |
(-2%+1)= " (z-27+1) 2 ©
—hs (t) L7 (2=2) (t—3)—hy (¢) L (z+1) (t—1)

((z—2)2+1) z

Para cada término de la expresiéon anterior

((z —2)% + 1) 22

(z—-2)

o <(z —2)? + 1) z

(t) = Res | €*'

. (2 punto) Dada la funcién f (x) = cos (2z), se pide:

(a) Determinar si dicha funcién es periédica y, en caso afirmativo, determinar cudl es el periodo
(denotado a partir de ahora 2L) de la misma y obtener el desarrollo en serie de Fourier de dicha
funcién sobre su periodo.

(b) Sea ahora g (z) la funcién impar 2L periédica tal que g () = f () para = € [0, L]. Determinar
el desarrollo en serie de Fourier de g (z) .

(c) Sea ahora h(z) la funcién par 2L periddica tal que h(z) = f (z) para « € [0, L]. Determinar
el desarrollo en serie de Fourier de h ().

(d) iCoinciden los resultados de los apartados a, b y c? Si es asi, jpor qué coinciden? Si no
coinciden, jpor qué no lo hacen?

Solucién: Resolvemos cada apartado.



(a)

Evidentemente f (x) es una funcién periédica; su periodo T' serd
flx+T)=f(z) < cos(2(x+T)) = cos (2x) < cos (22 + 2T) = cos (2z)
y por tanto
2N =2r=T=m

ya que cos (z) es una funcién periédica de periodo 27.
La funcién f (z) es periédica de periodo 7 y su serie de Fourier serd tomando 2L = 7

S(f(x)= Cg)+,§:1 Qp, COS (T)—Fni::l by, sen (?) —i—Z an cos (2nx) +Zb sen (2nz)

n=1

Identificando la funcion con su serie de Fourier

cos (2z) = — —|— Z an cos (2nx) + Z by, sen (2nz)

n=1

se comprueba facilmente que si tomamos los siguientes valores para los coeficientes

apg = 0
a, = 0 n#l
ap = 1
b, = 0

se da la identidad y por tanto la serie de Fourier de f (z) es ella misma.

La serie de Fourier de g (z) serd

’ ) ()
S (g (z) ao Z a, cos ( Wm) Z b, sen (mrm) = C;)—l—nzl a,, cos (an)—i—; b}, sen (2nx)

Como g (z) es impar

mientras que

b, =

S—
2

g (x)sen (2nx) dx

3
~
o

cos (2z) sen (2nz) dz

w/2 1
5 [sen (2nz + 2x) + sen (2nz — 2x)] dx

3
~
o

S— S— —

[sen (2z (n + 1)) 4+ sen (2z (n — 1))] dx

A0 0 A [ NN

/2 /2 2
(/ sen (2x (n+1))dz + / sen (2z (n — 1)) d:z:) =— (L1 (n)+ I2(n))
0 0 T

Para la primera integral

cos (2z (n+ 1)) =r/2 1

2(n+1)

w/2
Ii (n) :/0 sen(2z (n+1))de = —

1
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mientras que para la segunda, tenemos que considerar de forma aislada el caso n =1

/2 /2
n = 1:>I2(1)—/ sen(?x(n—l))dw—/ 0dx =0
0 0

cos (2z (n — 1)) |*=™/2 1

2(n—1)

w/2
n # 1:>I2(n)—/0 sen (2z (n — 1)) de == —

=0

Por tanto paran =1

=10+ =2 (5 (140 +0) —o
y paran # 1
b = D)+ R =2 (Gt (G0 s 0 (1)

Aunque no es necesario como veremos después, la serie de Fourier de h (z) serd
al & SR nwx al & >
S(h(z)) = ?0#—2 ay cos (T) +Z bl sen (T) = ?O—i-z all cos (2nx)+z bl sen (2nx)
n=1 n=1 n=1 n=1

Como h (x) es par
b =0

mientras que

~

h (z) cos (2nx) dx

3
~
Y

cos (2x) cos (2nzx) dz

5 [cos (2nx + 2z) + cos (2nx — 2x)] dx

w/2
[cos (2x (n + 1)) + cos (22 (n — 1)) dzx

c\c\ﬁo\ac\

A0 [0 [ A N

w/2 /2 2
</ cos (2z (n+1))dx + / cos (2x (n — 1)) da:) = (I1 (n) + I3 (n))
0 0

Para la primera integral

r=m/2

sen (2z (n + 1)) 0

2(n+1)

/2
I (n) :/0 cos (2z(n+1))dx =

=0

mientras que para la segunda, tenemos que considerar de forma aislada el caso n =1

w/2 /2 -
n = 1=>Ig(1):/ cos(Zx(n—l))dac:/ 1dx:§
0 0

sen (2z (n — 1)) |*=™/2

2(n—1)

/2
n # 1:>12(n):/0 cos (2z (n — 1)) dz ==




Por tanto paran =1

2
a’l’:h(1)+12(1)=;(0+g):1

y paran # 1

Finalmente para ag

L 4 w/2 4 )
apy = / h(x)dx = — / cos (2z) dx = sen (2z)
0 0

s

por tanto
S (h(z)) = cos (2z)

que era de esperar, puesto que la funcién f (z) era una funcién par.

Coinciden los apartados a y ¢, puesto que la funcién f (z) es una funcién par y periddica,
por tanto su extensién par es ella misma. Ambos apartados deben ser distintos a b, puesto
que en este caso se ha definido la extensién impar de la funcién.



