Capitulo 4

Ecuaciones en Derivadas Parciales

4.1. Introduccion a las ecuaciones en derivadas parciales

Definicién 4.1 Se llama ecuacion diferencial en derivadas parciales o abreviadamente ecuacion en
derivadas parciales (EDP) a una ecuacion de la forma

ou ou o™mu
Flzy,. . epu = 2 .. ]=0 41
<$17 y Lpy U @331 axn axlfl . 81,];3Ln ) ( )

donde F: Q CRP — R, siendo p € N, n > 1, (z1,...,2,) € , son las variables independientes y
u=u(xy,...,Ty) es la variable dependiente y siendo ki + - - - + kp, = m.
La EDP estard definida y planteada en la region abierta (finita o infinita) Q C R™.

Definicién 4.2 El orden de la EDP estd indicado por la derivada de mayor orden dentro de la
ecuacion.

Observacién 4.1 Las derivadas parciales pueden expresarse como

ou

Ga:k k
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81"161 Ce 83;53" —— N——

k1 kn

Y para los casos n =2 y n = 3 utilizaremos la siguiente notacion:

(z,y) Para problemas espaciales
n=2= (x1,x2) =
(t,x) Para problemas espacio-temporales
(z,y,2) Para problemas espaciales
n=x= (r1,xr,x3) =
(t,z,y) Para problemas espacio-temporales
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Ejemplo 4.1 En la siguiente tabla se presentan algunas EDP junto con su correspondiente orden:

Ecuacion Expresion Orden

Laplace Ugz + Uyy = 0 2
Fourier Ut — @ Ugy =0 2
Onda Ugg — Uyy = 0 2
Euler-Bernouilli g + Pgpre =0 4
Schrodinger Ug — 18Uz = 0 2
Helmholtz Upy + Uyy + Pu =0 2
Korleneg-de Vries | ut + auug + Buges =0 3

Tricormi Ugy + TUyy = 0 2

Observacién 4.2 Por su dificultad no estudiaremos sistemas de EDP.

Las EDP se utilizan, por ejemplo, para modelar procesos que ademds de tener una variacién
temporal, tienen una variacién espacial tales como la variacién del calor con el tiempo en un sélido,
la distribucién de poblaciones en un determinado habitat con el tiempo o la propagacién del sonido
de las cuerdas de una guitarra.

En general las EDP son bastante dificiles de resolver de forma analitica, de hecho, no existen
teoremas de existencia y unicidad tan “sencillos” como los estudiados en los problemas de valor
inicial asociados a las EDO, nosotros trataremos de resolver las EDP correspondientes a los problemas
clésicos.

Definicién 4.3 Una solucién de la ecuacion 4.1 en Q C RP es cualquier funcion u = u (x1,...,Ty) €
C™(Q) tal que a sustituir u y todas sus derivadas parciales en dicha ecuacion obtenemos una identidad.

Observacién 4.3 Generalmente se exigird que u sea continua o diferenciable en 0X), la frontera del
conjunto 2, que tenga todas las derivadas parciales continuas en £ y que se cumpla la ecuacion en el
interior de ().

4.1.1. Algunos métodos sencillos para resolver una EDP

Integracién directa
Algunas EDP pueden resolverse mediante integracién directa, como en los ejemplos siguientes:
Ejemplo 4.2 Resuelve la siguiente EDP de primer orden
Uy =T+ Y.
Solucién: Como la EDP es de primer orden y sélo incluye a la primera derivada respecto de x, una
de las variables, buscaremos una funcién u, que sea de clase C!, integrando respecto de esa variable
2

u—/uxdx—/(x—l-y)dw—%+$y+¢(y)

La funcién ¢ (y) es la constante respecto a x que aparece al integrar de forma indefinida la funcién
x—+y, y si bien es constante respecto de la variable de integraciéon hay que permitir que pueda depender
de la otra variable y, ya que cualquiera que sea la expresién de ¢ (y), al ser sélo funcién de y ocurrira:

2 (6w) =0
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Ejemplo 4.3 Resuelve la siguiente EDP de sequndo orden
Ugy = 0

Solucién: Buscamos una funcién u que sea de clase C2. En primer lugar Integramos la ecuacién
respecto a y
Ugy = 0
4
[ uzydy = [ 0dy
\

Uy = g ()
ya que cualquier funcién que sélo dependa de = es constante respecto a y.
Ahora integramos respecto de la otra variable y

Uz = ¢ ()
N3
Juzdz = [ ¢y (z)dx
N3

u= ¢y () + ¢2 (y)

donde ¢, (x) es una primitiva cualquiera de ¢, (x). Por tanto la solucién de la EDP viene dada por
cualquier funcién u de la forma

u(z,y) = ¢1 () + ¢ (y)

con ¢; y ¢y funciones arbirtrarias de una variable y que sean derivables dos veces. Por ejemplo, serfan
soluciéon de esta EDP las siguientes funciones:

u(z,y) = z+y
u(r,y) = €' +sen(y)
u(z,y) = a*+ye!

Ejemplo 4.4 Resuelva la siguiente EDP de sequndo orden
Uz + Uyy = 0

Solucién: Si nos acordamos de la teoria de variable compleja vemos que las soluciones de esta
EDP son funciones arménicas, es decir, son la parte real o imaginaria de funciones holomorfas f (z) =

f(z +iy)
u(z,y) = Re(f (2))
u(z,y) = Im (f (2))

Por ejemplo, tendremos como posibles soluciones las siguientes funciones:

u(z,y) = 2*—¢°
u(z,y) = 2wy
u(r,y) = e“cos(y)
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4 Capitulo 4. Ecuaciones en Derivadas Parciales

Cambio de variable

Mediante un cambio de variable, algunas EDP se pueden transformar en otras que se pueden
integrar de forma directa, como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.5 Resuelve la EDP de primer orden definida como:
Uy — Uy = 0

Solucion: Hacemos en la EDP el cambio de variable

ay =1,
alzy) =z+y—=

ay =1

Be=1
Blzy) =2—y=

g, =-1

teniendo en cuenta la regla de la cadena
Uy = Ua Oz + URB, = Uq + Ug
Uy = UaQy + UugBy, = uq — ug
y al sustituir en la EDP obtendremos una nueva ecuacién en las variables («, [3)
Uy — Uy =06 (U +ug) — (Ua —ug) =2ug =0

o bien

ug =0,
cuya solucién se obtiene mediante integracién directa:
u(a8) = [usds=o(a).
la solucién es cualquier funcién de & y deshaciendo el cambio

u(z,y) = ¢ (r+y)

de donde se deduce que la solucién serd cualquier funcién derivable de una variable pero evaluada en
T + 1y, como por ejemplo

u(xz,y) = sen(z+vy)
w(z,y) = (z+y)°
u(x+y) = " =¢"
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Método de separaciéon de variables

En dos dimensiones y haciendo cierta suposicién sobre sus soluciones es posible resolver algunas
clases de EDP. Este procedimiiento es el llamado método de separacién de variables donde se
supone que la funcién buscada u (z,y) es de la forma

u(z,y) = F(z)G(y)
Con esta suposicién se cumple

ug (2,y) = F'(2)G(y),
uy (z,y) = F(2)G (y),
Uay (7,y) = F'(2)G'(y),
e (2,y) = F'(2)G(y),

uyy (z,y) = F (o) G" (y),
y en general
— I Y Oxkoyn—Fk >
n—k

Sustituyendo estas expresiones en la EDP, en algunas ocasiones es posible reducir una EDP a un
sistema de EDO con dos ecuaciones que puede resolverse con los métodos habituales.

Ejemplo 4.6 Resuelve la siguiente EDP de segundo orden por el método de separacion de variables
Uy = duy.
Solucién: Asumiremos por tanto que la solucién u (x,y) es de la forma
u(z,y) = F(z)G(y)
por tanto

u, = F(x)G (y) = uy =F(z)G"(y)

y sustituyendo en la EDP obtendremos
F'(z) G (y) = 4F (2) G' (y)
Si ahora se agrupan de forma independiente los términos en = e y, obtenemos

F'(x) _ 4G (y)
Flo) Gl
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6 Capitulo 4. Ecuaciones en Derivadas Parciales

El primer miembro es una funcién que sélo depende de z y el segundo miembro es una funcién que
s6lo depende de y, asi que la dnica forma de que se cumpla la igualdad es que ambos valores sean
iguales a una constante A\ € R, que se denomina constante de separacion:

F'(@) _4G'@w) |
Flo) Gy

Igualando cada fraccién a la constante de separacién obtenemos dos ecuaciones diferenciales ordi-
narias

F'(x) W) N () —
) = A= F"(z) = AF (z) =0,
4G' (y) , B
50 - A= 4G (y) = AG(y) =0

que se resuelven de forma independiente. Segin el signo de A distinguimos tres casos:

1. Caso A =0

Si A =0, las ecuaciones resultantes son

F'"(z) = AF(z) = 0=F"(2)=0

AG'(y) —AG(y) = 0=G'(y)=0
y podemos integrar directamente las dos ecuaciones
F(z)=cix+co
G(y) =c3
siendo ¢y, c2,c3 € R, constantes arbitrarias. La funcién u (x,y) seria
u(z,y) =F(2)G(y) = (az+c2)eg = Az + By
donde se ha hecho el cambio

A1 = cies,

Bl = C(C2C3.

2. Caso A >0

Si A es positivo entonces podemos suponer que es de la forma
A=a>>0
y las ecuaciones serdn

F'(z) = AF(z) = 0= F"(x)—a*F(zx)=0

AG' (y) = AG(y) = 0=4G"(y) —a*G(y) =0
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4.1. Introduccidon a las ecuaciones en derivadas parciales 7

La primera de estas ecuaciones es de segundo orden lineal y de coeficientes constantes cuya
solucién general es de la forma
F (x) = c1e® + coe™ "

La segunda también es lineal, pero de primer orden y su solucién es
G (y) = cze™v/t
La funcién u (z,y) serd
u(@,y) = F (2) G (y) = (c16% + c2e7) c3e? ¥/4 = Apetstav/4 4 Byemanta’y/d

donde se ha hecho el cambio
A2 = ccs,
BQ = C(C2C3.

3. Caso A <0

Si ahora suponemos que A es negativo entonces podemos poner
A=—-a?<0

y las ecuaciones serdn

F'(z) = AF(z) = 0= F"(z)+a*F(zx)=0

AG' (y) = AG(y) = 0=4G"(y) +a*G(y) =0

Como en el caso anterior, la primera de estas ecuaciones es de segundo orden, en este caso, como
el polinomio caracteristico tiene raices complejas +ai, su solucién general es de la forma

F (x) = ¢1 cos (ax) + casen (ax)
La segunda vuelve a ser de primer orden y su solucién general es
G (y) = cge v/
La funcién u (z,y) serd
_ _ a’y/4 _ a’y/4 a’y/4
u(z,y) = F(z)G (y) = (c1 cos (ax) + co sen (ax)) cze = Ase cos (ax)+ Bse sen (ax)
donde se ha hecho el cambio
Az = o,

By = cocs.

En estos ejemplos se ha visto que de forma similar a lo que ocurre con las ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO) para las que la solucién general implicaba la existencia de constantes arbitrarias,
en este caso las soluciones de una EDP suele implicar a funciones arbitrarias. En general al resolver
una  EDP podemos obtener una cantidad infinita de soluciones que dependerdn de esas funciones
arbitrarias. Para obtener una solucién tnica para problemas de EDP y tal y como ocurre con las
EDO, estos problemas deben llevar asociadas unas condiciones o restricciones que pueden ser de dos
tipos: condiciones iniciales y/o condiciones de contorno. Veamos esta diferencia con un ejemplo.
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8 Capitulo 4. Ecuaciones en Derivadas Parciales

Ejemplo 4.7 La siguiente EDP modela la variacion de temperatura con el tiempo en una varilla de
longitud 1. Si u (t,x) es la temperatura de la varilla en el instante t en la posicion x de la varilla,
entonces, podemos plantear el problema como

Ut = Ugy t>0, ze€(0,1)
U(O,l‘) :f(l‘) S [07 1]

u(t,0) =u(t,1)=0 t>0

La condicion u (0,z) = f (x) es la temperatura en el instante inicial t = 0 y representa una condicién
inicial del problema. Las condiciones u (t,0) = 0 y u (t,1) = 0 son restricciones que se le imponen a
los extremos de la varilla en cualquier instante de tiempo y se denominan condiciones de contorno.

4.2. Clasificacion de EDP

Las EDP, al igual que las EDO, se pueden clasificar en lineales y no lineales.

Definicién 4.4 Una EDP es lineal, si y solo si, u, la variable dependiente y sus correspondientes
derivadas parciales aparecen sélo en primera potencia.

Por ejemplo, una EDP lineal de 2° orden serd de la forma

n n n
Z Z Aijumimj + Z Biuxi + Fu=0G (4.2)
i=1

i=1 j=1
donde

Aij = Aij (.’L’l, e ,.’L’n)

&
Il

Bi(z1,...,zy)
F = F(z1,...,zy)

G = G(x1,...,%n)

son funciones de las variables independientes y donde se supone ademds que A;; = Aj;.
Si la funcién G es idénticamente nula

G=0

la ecuacidn lineal se dice homogénea, siendo no homogénea en caso contrario.
Si las funciones A;;, B;, y F' son constantes, la EDP 4.2 serfa lineal con coeficientes constantes.

Ejemplo 4.8 Las siguientes ecuaciones son lineales

Ugzr +Uyy = 0

Upy — Uyy = TY

stendo la primera de ellas homogénea y la sequnda no homogénea.
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4.2. Clasificacién de EDP 9

Teorema 4.1 Siuq,...,u, son soluciones de una EDP lineal homogénea, entonces cualquier combi-
nacion lineal de ellas de la forma

U =ciuy + -+ cpuy

con ¢; € R, también es solucion de la EDP.

La solucién general de una EDP lineal de orden n es una familia de funciones que depende de n
funciones arbitrarias.

4.2.1. Ecuaciones lineales de orden 2

En esta seccion estudiaremos con més detalle las ecuaciones lineales de orden 2 con coeficientes
constantes en dos dimensiones, que estan definidas mediante la expresién

Aty + Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu = G (z,y) (4.3)
donde en este caso A, B,C,D,E,F € Ry G(x,y) es una funcién.

Tipos de EDP lineales de 2° orden

Definicién 4.5 Para la EDP 4.8 definimos el discriminante como
A = B? - 4AC
y la EDP correspondiente se clasifica sequn su signo en:

Eliptica < B?*—4AC <0
Hiperbolica < B?>—4AC >0

Parabdlica < B?—4AC =0

La clasificacién de las EDP de segundo orden lineales estd basada en la posibilidad de reducir
la ecuacién general, mediante cambios de variable tanto en las variables dependientes como en las
independientes, a una ecuacién del tipo siguiente

Uss Hup v = @ (s,t) (4.4)
Vss — U +yv = @ (s,1) (4.5)
v —vs = @(s,t) (4.6)
Uss tYv = p(s,1) (4.7)

donde 7y es una constante que puede tomar los valores —1, 0 0 1 y ¢ (s,t) es una funcién cualquiera
en las nuevas variables (s, t).
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10 Capitulo 4. Ecuaciones en Derivadas Parciales

Paso a la forma candnica (*)

En esta seccién veremos como transformar una EDP lineal de segundo orden de tipo genereal a
una de las formas anteriores (esto no es posible, en general, para mas de dos variables). Veremos el
proceso con un ejemplo.

Ejemplo 4.9 Expresa en forma candnica la siguiente EDP lineal de 2° orden:
gz — gy + 6uyy — 120, — Yuy — Su =0

1. Solucién: En primer lugar comprobamos el tipo de EDP

A=3
B=-2 3= B>—4AC =(-4)?—-4-(3)-(6) =16 —72 < 0
C=6

por tanto es eliptica.

El proceso de transformaciéon a la forma candnica se hace en varias etapas. En primer lugar
vamos a eliminar el término u,, en la ecuacién, bueno realmente lo que haremos serd un cambio
de variable, de forma que en las nuevas variables la ecuacién no tenga el término correspondiente
a la derivada cruzada. El cambio para ello es una rotacién de éngulo ¢ € R :

< a ) B ( cosp  seny ) ( T ) = e
B —seny cosy Y b= —xseny+ ycosy

y se elegird el valor ¢ para que en las nuevas variables (o, ) no aparezca el término uqg.
Utilizando la regla de la cadena y teniendo en cuenta que v = u (a (z,y), S (z,y)), tendremos

Uy = UqOyp +ugfy,

Uy = UaQy + ugBy,
siendo
Qy = COS
Qy = sen g
B = —senp
B, = cosp

por tanto

Uy = 1Uq COS P — UgsSen

Uy = UgSENY + UugCosy
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4.2. Clasificacién de EDP 11

y para las segundas derivadas

Uzz = (UaaOz +UapBy) cOS @ — (Uga0y + ugsf,) sen @
= (Uaa COS Y — Uag seN @) cos p — (Ugy COS Y — Ugg SeN ) sen
= U COS Q — 2Uqg 5en  cos ¢ + ugg sen?
Upy = (uaaay + uagﬁy) cos Y — (u5aay + u55ﬂy) sen @
= (Uaa SEN Y + Unp COS @) oS p — (Ugy SEN @ + Uga COS ) sen
= Upa SEN P COS P + Uag (cos® ¢ — sen? p) — ugg sen @ cos ¢
Uy = (Uoaty + UapBy) sen ¢ + (ugacyy + ugsB,) cos g
= (Uaa SN @ + Uag COS @) sen @ + (Ugq SEN @ + Uzg COS @) COS @

= Ugasen®p+ 2uqpg sen g cos ¢ + ugg cos? ¢

donde se ha tenido en cuenta que
Uap = UBa-

Sustituyendo en la ecuacién original
0 = Bugs — dugzy + 6uyy — 12u; — Yuy — Su

= 3 (uaa cos? © — 2uqpgsen g cos ¢ + ugg sen?

?)
—4 (Uaq Sen @ oS © + Ugp (0052 @ — sen? ©) — ugg sen Y cos )
+6 (uaa sen? © + 2uqapgsen g cos o + ugg cos? <p)
—12 (uq cos p —ugsen ) — 9 (uq sen p + ug cos ) — bu
= Ugo (3 cos? ¢ — 4 sen ¢ cos p + 6sen? cp)
+uag (6 sen  cos p — 4 cos? @ + 4 sen? cp)
ugs (3 sen? o + 6 cos? @ + 4 sen p cos go)
—Uq (12cos ¢ + 9sen @) + ug (12senp — 9 cos ) — bu

Como queremos que el término u,g desaparezca de esta ecuaciéon tendremos que elegir ¢ tal que
el coeficiente asociado a esta derivada debe ser cero

6sen o cos p — 4 cos® p +4sen? p = 0,
dividiendo por cos? ¢ (para ello hay que suponer que cos? ¢ # 0):
6tan o — 4 + 4tan® p = 0,
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que es una ecuacién de segundo grado en la variable tan ¢ y cuyas soluciones son

4 1
—6+10 8 2
tancp:T: 6
—— =2
8

Cualquiera de las dos soluciones seria adecuada para hacer el cambio, pero tomaremos la positiva
por comodidad. Para encontrar el valor de sen ¢ y cos ¢ utilizaremos las relaciones trigonométri-
cas

senp 1
tan @ = = — = cosp = 2seny
cosp 2
y 1
sen2<,0+coszg0: 1 :>sen290+4sen2<,0: 1 :>S€n2¢: 5

Elegiremos ¢ en el primer cuadrante para que las razones trigonométricas sen ¢ y cos sean
positivas (aunque también serfa vilida la eleccién del tercer cuadrante), por tanto

seny =

SEEE

cosp =

De este modo para estos valores, podemos obtener todos los coeficientes en la nueva ecuacién:

2
2
3cos? p — 4senpcos p + 6sen® p = 3 \/_ —4 é QE +6 ﬁ =2
5 ) 5 5
VAYRYG VANAY
6senpcosp —4cos’ o+ 4senp =6 <?) (2?> —4 (2?) +4<?) =0

3sen? ¢ + 6 cos? g0+4sen<pcoscp—3<\g_) +6<2\5/_> +4<?) (2—\5/5> =7

2
12cos<p+gsencp—12< \/_> +9<\/_> :g )

5 5
2
12senp — 9cosp = 12 (?) -9 (%) = _g 5

Y la ecuacién serd 33 6
2Uaa + Tugg — g\/gua — g\/5u5 —5u=0

o multiplicando por 5
10uaa + 35ugs — 33V5ua — 6VBug — 25u = 0

Una vez eliminado el término g, el siguiente paso es eliminar los términos correspondientes a las
derivadas primeras. En ambos casos se hace el mismo tipo de cambio en la variable dependiente,
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4.2. Clasificacién de EDP 13

por ejemplo, supongamos que queremos eliminar el término correspondiente a wu, haremos el

cambio

u = ve™*

donde k es un pardametro que se elegird para que el término correspondiente sea 0. Con este
cambio las derivadas seran

Uy = 0™ + kve™ = tnq = V0™ + 2kvae™ + k2ve™”,

ug = Uﬁeak = ugg = vggeak.
Sustituyendo en la ecuacién

10 (vaaeo‘k + 2kv,e®* + kzveak) + 35 (vggeak> —33v5 (vaeak + kveak> — 6\/5vgeak — 25ve™* = 0,

(10 (Voo + 2kve + k20) + 35035 — 33V/5 (va + kv) — 6v/Bvs — 251}) et = 0,

teniendo en cuenta que e** #£ 0, debe ocurrir:
10 (vaa + 200k + k20) + 35055 — 33V/5 (v + kv) — 6v/5ug — 250 = 0,

y reagrupando
1000+ 35035 + v (205 = 33V5 ) — 6v5us + v (10k% — 33V/5k — 25) =0,

por tanto si tomamos

20k —33vV5=0=k = —332\0/5

tendremos

2
33./5 335 1289
(101<;2 — 33vBk — 25) ~10 (2—‘0/_> — 335 (2—‘0/_> 95 = 227

y la edp serd
1289

10v4q + 35vg5 — 6\/511@ — v =0.

Para eliminar el término correspondiente a vg haremos un cambio similar:

v = weﬂk

y de nuevo k es un pardmetro que debemos elegir para que el término wg sea 0. Con este cambio
las correspondientes derivadas serdn

Vo = Wa* = v4n = Weae’F
vg = wgeﬁlf + kwePk = vgg = wﬁgeﬁk + 2kzw565k + k‘2w5565k
y sustituyendo
1289
10 (waa66k> + 35 (wggeﬂk + kageﬂk + k2w5566k> —6v5 (wgeﬁk + k:weﬂk> e (weﬂk> = 0

1289
<10waa + 35 (wgs + 2kwgs + k2w55) — 65 (wg + kw) — Tw) k=0
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de nuevo € £ 0 asi que podemos simplificarlo

1289

y reagrupando nos queda

1289
10Wae + 35was + wp (70k — 6\/5) +w (35k2 — 65k — T) =0

para eliminar el término wg, tomamos

6v5 35

tendremos

12 12
35k% — 6v/5k — —89 =35 (3;5) —6\/_< f) - 889 = —9225

y la edp en la nueva variable queda como:

9095

Si introducimos ahora el cambio

9095 Paa = 9235%& = Waa = g5 Pac
Pps = HEWps = Wsp = 5oesDA
v la ecuacién queda
9095 56 o6 112 22
1000 +35w55 — —zew = 0= 10 3 -0
Waa T 99WgH — gt = 90057 T 900577 TP = Tg1gP e T 1819

Finalmente hacemos los siguientes cambios en las variables independientes

1819
112

1819
392

que nos dard

1819
112

B 1819
Pnm = Pss 302

Paa = Dt

v la ecuacién queda finalmente como

ptt+pss_p:0

—~<abss—p=0
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4.2. Clasificacién de EDP 15

Aunque el cambio empleado para eliminar la componente u, es vdlido para cualquier ecuacién, se
puede hacer uno especifico para cada tipo de ecuacién, que se resume en la siguiente tabla:

Tipo Discriminante Cambio Forma Canénica

a=y— (B+\/Bz—4AC> "

24
SiA+#0= Uas=F (U, U, up)
B—/B2—4AC
B=y~— (T) x
\
Hiperbdlica | B2 — 4AC > 0 (a=s+t,f=5—1t)
\
a=ux
SiA=0= uss—up=F (u, us, us)
f=x—-5y

Parabdlica | B2 —4A4C =0 ugg=F (u, uq,ug)

Eliptica B2 —4AC <0 Uaatugs=F (u, uq, ug)

Veamos c6mo se utilizaria esta tabla con el ejemplo anterior.

Ejemplo 4.10 Utilizando las transformaciones indicadas en la tabla anterior, expresa en forma candnica
la siguiente EDP lineal de 2° orden:

gy — Mgy + 6uyy — 12u; — Yuy — Su =0

Solucién: Hemos comprobado que la ecuacién es eliptica, por tanto debemos realizar el siguiente
cambio de variable

_2
2 e =3
a = y—ﬂxéa:y—i-gxé
ay =1
_ _ V14
VIAC — B V14 Be=—"3
2A 3
By =
por tanto
2 V14
Uy = UqOp +ugfy, = sUq — ——Ug
3 3
Uy = UgQy tugly = Uqg
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16 Capitulo 4. Ecuaciones en Derivadas Parciales

y para las segundas derivadas

e
S

22 V14 V14 (2 V14
(Upatty + uppBy) = 3 | glaa = —3~Uap | — ugg

Ugy = 3 (Vaatz + UapBs) — 3 guﬁa T3
4 4+/14 n 14
= —Uga — —1U —u
9 ao 9 af3 9 B6
2 V14 2 v/ 14
Uy = 3 (uway + uagﬁy) — 3 (uBaay + uﬂgﬁy) = gum — 5 UBa
2 V14
T gleaT TS
Uyy = (uaaay + ua,B/By) = Uaq

Sustituyendo en la EDP

gy — gy + 6uyy — 12u; — Yuy —du =

4 44/14 14 2 V14 2 V14
3 <§u(m ——g Uap + guw) —4 <§U»aa - Tuag) + 6 (Upa) — 12 (gua - Tu5> —9uy —Bu =

y la EDP serfa

14 14 12y/14
3 Uaa + 3 U8~ 1Tuq +

us — S5u =10
Si multiplicamos por 1—?21 toda la ecuacién

51 12
Uge T UBE — 7= U + ——=ug —du =0

14 V14

Ahora podemos simplificar la edp eliminando los términos uq y ug como antes mediante cambios de
tipo exponencial. En primer lugar eliminaremos el término u, mediante el cambio

donde k € R se elegird de forma que el término correspondiente a la primera derivada respecto a la
primera variable desaparezca. Con este cambio tendremos

Ug = Vo€l + kveke
U5 = ’Ugeka

Uae = Vo €™ + 2kv,ef® + k2vek

ugs = vgpe™® )
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4.2. Clasificacién de EDP 17
Sustituyendo en la ecuacién
+ = + 12 ) 0=
U, U —ug —Hu =
ao BB T 14t i B
12
ka ko 2, ka ka ka ka ka ka
2% k ) ( ) _ > ( k ) 2 ygeFe — 5 - 0&
<vaae + 2Rvqe”" + K ve + | vgge 1 Vo€~ + Kve + mvge ve
51 12 51k
”U,meka + 'U/@’B@ka + Vg <2k — ﬂ) Gka + ﬁvgeka +v <k2 — ﬂ — 5) Gka = 0

Para que se anule el término en v, y teniendo en cuenta que e*® # 0, debe ocurrir

51 51
2 _— — = = —_—
<k: 14) 0k 53

por tanto

2 Bk o (BINTOBI5L L 6521
14 —\ 28 14 28 T 784

y la EDP quedarfa como

Vaa + U +—12v ——6521v—0
co T s

Eliminaremos ahora el término en vg mediante un cambio similar
v = we

Con este cambio tendremos

Vo = WeekP
vg = wgekﬁ + kwekP

_ k
Voo = Waa€ s

vgg = wggekﬁ + kagekﬁ + k2wek? )
y sustituyendo en la edp en la ecuacién

12 6521

— 11— ——v = 0&
Uaa+”66+\/ﬂvﬁ 784U

12 6521
(anaekB> + (w/ggekﬁ + ka/gekﬂ + k:2wekﬁ> + ﬁ (w/gekﬁ + l{:wew) — mwekﬁ = 0

multiplicamos por e *#
Waa + (wﬁg + 2kwg + k2w) + — (wg + kw) — ——w =0
y agrupando

12
Waa + Wgg + Wg <2k+—> +w<k2+—k——

V14
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18 Capitulo 4. Ecuaciones en Derivadas Parciales

y elegimos k de forma que se anule el término en wg

12
2k+—==0k=—

V14

2=
N

para este valor

<k2+ 12 k_6521>_ (_ 6 >2+ 12 (_ 6 )_6521 8537
V14 784 V14 V14 \ V14 784 784

quedando finalmente la ecuacién en la forma

8537

Waa T Wps — Wrg =

Multiplicando por %

4 T
8537 e T g3y A T W T

v haciendo el cambio

a = 28t

/8537
2

g = B

V8537

y obtendremos la ecuacién en las forma usual, puesto que
28

Wt = 3537 Yo
_ 28
Ws = ssa7 B

784
Wit = 3537 Waa

_ 784
Wss = gr37WHs )

y entonces
784 784

@waa—i-@wm—w:Oéwtt—i-wss—w:O.
4.3. Ecuaciones en derivadas parciales clasicas

En esta seccién vamos a resolver mediante el método de variables separadas introducido anterior-
mente las tres ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden llamadas clésicas.

4.3.1. Ecuacién del calor

La ecuacion del calor describe la variacién de la temperatura en una regién a lo largo del tiempo.
En el caso de la ecuacién del calor en una dimensién, describiria la temperatura en una barra de
longitud L con el tiempo t y se expresa como

U = 0PUgy t>0 x € (0,L)
u(0,z) = f (2) O<z<lL
u(t,0)=wu(t,L)=0 t>0
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4.3. Ecuaciones en derivadas parciales cldsicas 19

Las condiciones

u(t,0)=wu(t,L)=0

son las condiciones de contorno e indican que la temperatura en los extremos de la barra es constante
e igual a 0. Mientras que la condicién

u(0,2) = f(x)

es una condicién inicial e indica la distribuciéon de temperatura en la barra en el instante inicial. El
valor « es la difusividad términa y depende del material que forma la barra.

Vamos a utilizar el método de separacién de variables para resolver esta ecuacién, para ello supon-
dremos que la solucién w (t,x) puede ponerse como producto de dos funciones en cada una de las
variables independientes:

u(t,x) =F(t) G (x)

por tanto

u = F'(t)G(x)
u, = F(t)G ()

Uz = F(t)G" ()
y sustituyendo en la ecuacién del calor
u = 0Puge < F' (1) G (z) = o®F (t) G" (2)

Obviamente la funcién nula u = 0 es solucién de la ecuacién en derivadas parciales, sin embargo sélo
serd solucién del problema si f (z) = 0 que es el caso trivial; asi que buscaremos soluciones alternativas
y por tanto supondremos que F' (t) # 0y G (z) # 0, por tanto:

1 F'(t) G (x)
2 F(t) G(x)

Un lado de la igualdad depende sélo de t y el otro depende sélo de x, por tanto, para que se de la
igualdad ambos miembros deben ser constantes
1 F'(t) G"(x)
— = =—-A 4.
a? F(t) G(x) (48)

con A € R, la constante de separaciéon y donde hemos elegido el signo menos por convencién.
De 4.8 obtenemos dos ecuaciones diferenciales

F'(t)+Xa?F(t) = 0

G"(z)+ G (z) = 0
Las condiciones de contorno se transforman en

w(t,0) = F(#)G(0) =0,

w(t,L) = F(t)G(L)=0,
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20 Capitulo 4. Ecuaciones en Derivadas Parciales

y siendo t es arbitraria, se deduce que:

Tendremos el problema de contorno
G" () + G (z) =0
G(0)=0 ,
G(L)=0
cuya solucién dependerd del valor del pardmetro de separacién A. Distinguimos tres casos:
1. Caso A = 0. En este caso la ecuacion diferencial serfa
G"(x)+ MG (z)=0=G" (x) =0
cuya solucién general se obtiene integrando dos veces respecto a x
G(x)=Ax+ B
Si utilizamos las condiciones de contorno

G0) = 0=>B=0

G(L) = 0=A-L+B=0

como L # 0, la solucién del sistema anterior es: A = B = 0, y obtenemos la solucién nula, que
hemos dicho que no nos interesa.

2. Caso A < 0. Supongamos ahora que A es negativo, y por tanto lo podemos poner de la forma
A= —pu?, con p = +/|\. La ecuacién diferencial serfa

G" (x) + \G (z) =0 = G" (z) — p°G () = 0

que tiene por solucién general
G (x) = Al + Be M

Utilizamos las condiciones de contorno para encontrar los valores de Ay B

G0O) = 0=A+B=0

G(L) = 0= Ae't + Be "t =0

Las ecuaciones anteriores forman un sistema lineal homogéneo en las incégnitas A y B. El
determinante de la matriz de coeficientes es

1 1
= e M et = _2genh (ul)

y puesto que u # 0 es no nulo, la tnica solucién del sistema es la trivial A = B = 0, que nos da
para el problema de contorno de nuevo la solucién nula.
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4.3. Ecuaciones en derivadas parciales cldsicas 21

3. Caso A > 0. Supongamos ahora que A es positivo, y por tanto lo podemos poner de la forma
A =2, con 1 = VA La ecuacién diferencial serfa

G" (z) + \G(z) = 0= G" (z) + 1>G () =0
que tiene por solucién general
G (z) = Acos pz + Bsen ux
Utilizamos las condiciones de contorno para encontrar los valores de Ay B

GO) = 0=>A4=0

G(L) = 0= AcospuL + BsenuL =0

de donde
BsenpuL =0

Como no queremos la solucién nula debe ocurrir B # 0 y

senul =0< pulL =nm, nez

luego
_nm
H=T
y el valor de A = p? es
22
)\:TLL—Z, neN

recordemos que A era una constante arbitraria, luego para cada valor de n € N, tendremos una
posible solucién de la EDO,

n?n?

nm
Ap = 7R = Gy, (x) = By sen (—x)

L

Notar que para n = 0 se obtendrfa de nuevo la nula, luego supondremos n > 1.

Los unicos valores que proporciona soluciones distintas de la solucién nula son

n2m?

Para estos valores y utilizando la otra ecuacién diferencial

/ 2,2 / o
Frit)+a*F(t)=0=F (t)+« 7B (t)=0
cuya solucién para cada n € N es de la forma
F,(t) = Ape 12 An eR

Y la solucién de la EDP serd, para cada n, de la forma

tn (t,2) = Fy (1) Gy () = (Ane— t) (Busen (“22)) = busen () =5

L L
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22 Capitulo 4. Ecuaciones en Derivadas Parciales

donde hemos puesto b, = A, B, € R.
Como la ecuacién es lineal, cualquier combinacién lineal de soluciones también es solucidén, asi que
consideraremos como solucién general en sentido formal a:

2.2 2
t

oo
u(t,z) = Ebn sen <%x) e LT (4.9)
n=1
Finalmente, utilizando la condicién inicial v (0,2) = f (x) se obtiene

u(0,z) = ibn sen (n—gra:> = f(x).
n=1

Podemos calcular el valor de los coeficiente b, si observamos la expresién como un desarrollo de
Fourier, concretamente el de la extensién impar de f (x), por tanto:

by, = %/OLf (x) sen (n—£x> dx.

Se dice que la expresién 4.9 es la solucién formal porque no podemos asegurar que sea una verdadera
solucién, es decir, que f (z) pueda representarse mediante una serie trigonométrica.

Por otra parte, aunque la linealidad garantiza que una combinacién lineal finita de soluciones, es
solucién, nuestra combinacién lineal es infinita, por lo que tendriamos que comprobar que efectivamente
es solucion (derivando 2 veces y sustituyendo en la ecuacién correspondiente), y este es un proceso

dificil, aunque en nuestro caso se garantiza por la presencia del término exponencial en la solucién

formal, ya que si n — oo, entonces e 1T TS0

Cualitativamente la ecuacién describe un proceso de difusién del calor a través de la barra, la barra
disipa calor convergiendo a 0 y suavizando cualquier irregularidad que f (x) pueda tener. Aplicamos
este andlisis a un ejemplo concreto.

Ejemplo 4.11 Los extremos de una barra de cobre (a2 = 1,14) de longitud 2 metros se mantienen a
temperatura de 0°C'. Encuentre la expresion de la temperatura de la barra para las siguientes condi-
ctones iniciales:

a) u(0,z)=65cos?(mz), 0<z<2
b) u(0,2) =T70senz, 0<z <2

)

60r  xelo1
z € [1,2]

C) U(ny):{GO(Q—x) [a

B 0 1:6[071)
d)u(ovx)—{% z € [1,2]

Solucién: En todos los apartados se trata de la ecuacién del calor pero con diferentes condiciones
iniciales, por tanto lo que debemos calcular son los valores de los coeficientes de Fourier de la extensién
impar de f (). En todos los casos L = 2.

a) Para f (z) = 65cos? (7z)

2 [? 9 nm 2, nm
Cn = 5/0 65 cos” (mz) sen (7x> dr = 65/O cos” (mz) sen (7x> dx
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4.3. Ecuaciones en derivadas parciales cldsicas 23

Teniendo en cuenta que

9 1+ cos2z
cos' T = ————

obtenemos para

2 2
1 2
/ cos? (mx) sen <n_7rx) dex = / L cos (2rz) sen (mx> dx
0 2 : 2 2

12 12
= 5/0 sen (%J;) d:r+§/0 cos (2mx) sen <%l‘> dz

La primera integral es inmediata

1/2 (mr )d 12 (mr ) =
Z [ sen(—z)dr=—="—cos(—=zx
2 Jo 2 2nm 2 p—

y para la segunda tenemos en cuenta que

sen (a + b) +sen(a —b) = 2senacosb

entonces para a = “5* y b= 271z

5 [ eoszmopsen () e = 2L [ (sem (U5 2ma) +son (155 - v )
= e () e (0 )
= e (Yo [ (B )

=2 21 —cos(n+4)m)  2(1—(~1)")

(n+4)m  (n+4)rT

que son integrales inmediatas

/02sen<(n+24)m) o ‘(nf4)wcos<(n+;)m>

/02sen<W)dx——(n_24)7rcos<(n_24)7m):Zz 2(1—cos(n—4)m) 2(1—(-1")

donde hemos empleado que (—1)"™ = (=1)""* = (=1)". La suma total

(n—4)7 - (n—4)n7
%/02 cos (2mz) sen (%x) dr = i (1—-(-1)" { @ f4)ﬂ + " _24)7r} —la - (1M (m)

Y finalmente obtendremos el valor del coeficiente ¢,

n n? — 2600 n2=8 ) o gy
=05 {2 (1= (1) + (1= (") (s ) | = g (L (1)) = { n il

=0

nm nm n? — 16 nes |
La solucién formal de la EDP para esta condicién inicial seria

> 260  (2n—1)% -8 (2n—1)m \ _1iaen-12.2,
‘L‘ = _—_—
u(t,z) 51((271—1)7(271—1)2—16)8611( 5 x)e 1

n—=
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24 Capitulo 4. Ecuaciones en Derivadas Parciales

b) f(x) = 70sen(mz). En este caso no es necesario calcular el desarrollo de Fourier de la extension
impar de f (z), puesto que f(x) es una funcién periédica de periodo 2. Si tomamos ¢, = 0
VYn # 2y cg = 70, obtenemos

f(x)=") cpsen 1) = 70sen (mx)
£ (35

v la solucién formal de la EDP para esta condicién inicial seria

> nmw a?n2x2, )
(& <t7$) = Z Cp, Sen <—x) e L2 = 70 sen <7T.’L') 671,147r t
2
=1
donde hemos teniendo en cuenta que ¢, = 0 para todos los valores excepto para cs = 70.

B 60x z €[0,1)
c) U(vac)—{(;o(Q—x) z € [1,2]

Cn = %/02]0 (z) sen (%x) dx = /01 60x sen (n—;:ﬂ> dx + /12 60 (2 — ) sen <n_27rm> dz

= 60 /01 T sen (%23) dx + 120/12 sen (%J;) dx — 60 /f:nsen (%x) dx

Las integrales de la forma [ zsen(az)dz se resuelve por partes, tomando u = z y dv =

sen (ax) dz, entonces du = dz y v = —1 cos (az), obtenemos una primitiva

x 1 T 1
/xsen (az) dx = — cos (ax) + - /cos (az) dz = ——cos (az) + 3 sen (ax)

Calculamos cada una de las integrales con a = %¢

/la:se (mr ) dx 2z Cos (mr:n) + 4 sen (mr:r)
n({—x = ——
0 2 nm 2 n?m?2 2

4 <n7r> 2 (mr)
= ——=sen|— | — —cos|—
n2m2 2 nmw 2

4sen (nm/2) — 2nm cos (nm/2)

r=1

=0

n2m2
2 nm 2 nw \["72 2 2
/1 sen (7:1:> dx = ——cos (7:1:> - = [cos (nm/2) — cos (nm)] = — [cos (n/2) — (—1)"]
/2 nm 21 nwx 4 nrxy |7
x sen (—x) dr = ——cos ( ) + sen ( )

1 2 nm 2 n2m? 2 /|,

_ dcos(nm)  dsen(nm)  2cos (%) 4sen (%)

N nmw n2m? nw n2m?

4(—1)2 2 cos ("7”) 4 sen (%)
— _|_ —
nm nm n2m2

2nm cos (%) — 4sen (%) — dnw (—1)"

n2m?
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Y sustituyendo en la integral
1

1 1
60/ T sen (Ex> dr + 120/ sen (n—ﬂx) dr — 60/ T sen <n_7rx) dzx
0 2 0 2 0 2

— 0 [4sen(”7”)—2n7rcos(%):| 120 [l [COS (@) B (_1)nH 60 [ancos(%)—4sen("7”)—4n7r(—1)"

n2m2 nmw 9 n2m2

480 nw
Y i <7>
Y finalmente obtendremos el valor del coeficiente ¢,
480 nmw
n = gz 51 (7)

y la solucién formal de la EDP para esta condicién inicial seria

o0
480 nrwr\ _ Li42nx?
u(t,x):zmsen(7>e -t

)

0 z€][0,1
1,2]

d) u(O,a:)—{ 5 owel

1. a)

Cp = ;/ng(:n)sen <n_27r$> dr = /OIOSGD <n_27rm> d:z:+/1

La integral es inmediata

2

75 sen (%JJ) dx = /2 75 sen <n_27rx> dx
1

r=2
- % [cos (n7/2) — cos (nT)] = % [cos (nm/2) — (—=1)"]

=1
Y finalmente obtendremos el valor del coeficiente ¢,
150
= — 2) — (=1)"
n =~ [eos (n7/2) = (~1)"]
v la solucién formal de la EDP para esta condicién inicial seria

> ]. s n2n2
u(t,x) = Z % [cos (n/2) — (—1)"] sen (n—;a:> e T

4.3.2. Ecuacién de onda

La ecuacién de onda representa las vibraciones de una cuerda sujeta por los extremos a lo largo del
tiempo, como el de la cuerda de una guitarra. Si L es la longitud de la cuerda y u (¢, x) representa el
desplazamiento de la cuerda respecto a la horizontal en cada instante y en cada posicién de la cuerda,
la ecuacién viene dada por

Ut = gy t>0 x € (0,L)
u(0,z) = f(x) O<z<L

ut (0,z) = g (x) O<z<lL

w(t,0)=u(t,L)=0 t>0
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26 Capitulo 4. Ecuaciones en Derivadas Parciales

Como en el caso de la ecuacién del calor, las condiciones
u(t,0) =wu(t,L)

son condiciones de contorno e indican que los extremos de la cuerda son fijos y situados en el eje
horizontal. Mientras que la condicién

u(0,z) = f(x)
es una condicién inicial e indica la forma de la cuerda en el instante inicial, mientras que

Ut (07 .’L') =9 (.’L‘)

serfa otra condicién inicial que indica la velocidad (fuerza aplicada sobre la cuerda) que tiene la cuerda
en el instante inicial.

Como en el caso de la ecuacién del calor se utiliza el método de separacién de variables, suponiendo
por tanto que la solucién u (¢, z) puede ponerse como producto de funciones en las variables indepen-
dientes:

u(t,z) = F(t)G (z)

por tanto

Ut — F// (t)G(iL‘)
uy; = F ()G ()

Ue = F(t)G" ()
y sustituyendo en la ecuacién de onda
Uy = gy & F" (1) G (z) = AF () G" ()
Descartamos la solucién trivial © = 0 y supondremos que F' (t) # 0y G (x) # 0, por tanto

1F"'(t)  G"(x)
2 F{t) Gz

De nuevo cada miembro de la ecuacién depende de una y sélo una de las variables independientes, asi
que ambos deben ser constantes:
LF"(t) G"(x)
A F@lt) G
con A € R, y el signo se toma por convencién.
De 4.10 obtenemos dos ecuaciones diferenciales

F'"(t)+A2F(t) =0

= -\ (4.10)

G" () + G (z) =0
Con estas suposiciones las condiciones de contorno son
u(t,0) = F(t)G(0)=0,
u(t,L) = F(t)G(L)=0,
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que con t es arbitraria implica

Tendremos el problema de contorno

que coincide con el problema de contorno que se obtuvo para la ecuacién del calor y por tanto los
valores para A y G (z) deben ser los mismos que allf se dedujeron:

n?n?

nm
Ap = 2z Y Gp (z) = By, sen (Tx)

Para estos valores de A, la otra ecuacién diferencial también es de segundo orden

n?m?

L2

F" (t) 4+ a®*F (t) = 0= F" (t) 4+ ¢* F(t)=0

y cuya solucién general para cada n € N es de la forma
F, (t) = C), cos <%t> + D, sen (%t) con Cp, D, € R

Finalmente una posible solucién para la EDP serd de la forma

nm

up (t,z) = F, (1) Gy (x) = (an cos (Tct> + b, sen (%t)) sen (%x)

con a, = C,B, v b, = D,B,. Como la ecuacién es lineal, cualquier combinacién lineal de soluciones
es solucién, y consideraremos como solucién general formal a

u(t,x) = i": (an cos (%t) + by, sen (%t)) sen (%l‘)

n=1

Si ahora se utilizan las condiciones iniciales u (0,z) = f (z) y u (0,z) = g (x), se obtiene

u(0,z) = ian sen (%m) = f(x)
n=1

u (0,2) = i (bn%> sen <%x) =g (z)

n=1

donde hemos utilizado que

w (t,x) = Z (—an% sen (%t) + bn% cos (%t)) sen (n—gra:) .

n=1

Si tomamos
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28 Capitulo 4. Ecuaciones en Derivadas Parciales

Vemos las expresiones para f (z) y g (x)

son desarrollos similiares a los encontrados en la ecuacién del calor. Podemos calcular el valor de los

coeficiente a,, y d,, si observamos ambas expresiones como desarrollos de Fourier, concretamente las
extensiones impares de f (x) y g (), respectivamente, por tanto:

) L
= z/o f (z)sen (%az) dx
2 [t 2 [F
dn = bn% = z/o g (x) sen (%x) dx = b, = e Jo g (z) sen (%az) dx.
Ejemplo 4.12 Resuelve el siguiente problema
Ut = Ugy, t>0,x € (0,27‘(’)
u(0,2) =cosx — 1 0<z<2m
u (0,2) =0 0<z<2rm
u(t,0)=0 t>0
u(t,2m) =0 t>0

Solucién: En este caso ¢ = 1, f(x) = cosz — 1y g(z) = 0y L = 2. Utilizando la solucién
general formal

)= 3 (mmeos (S550) s sen (5590 s () =3 (mncon () usen () ) on (5)

n=1

con

an:%fOLf(x)sen(L z)de =1 O%f(x)sen(%) dx

by = 2 [ de = 2 [27 ey g

n = nre Jo 9 (@) sen (FFe) dz = o2 ;7 g (@) sen () da
Esta claro que como g () = 0, entonces b, = 0. Para calcular a,

anp = 1 27rf( )sen< )dx—l/%(cosx—l)sen<n—;>da:
0

™ Jo m

= % </2ﬂcosa:sen (7; )dm—/zﬂsen (%) da:)
0 0

Calculando cada integral de forma independiente. Para la primera utilizamos que sen (a + b)+sen (a — b) =
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2senacosl, paraa=nzx/2y b=z

2 o
1 2 1 -2
/0 COS.’L‘SGn( 5 )dgg - 5/ Senwdx_i_i/o sen (n - )xdx

_ ( L (n+22)x> :Zz“>+<_ni2m<(n—22)x>

= (I —cos(n+2)7m)+ 12(1—cos(n—2)7r)

n+2 n—
o 1 n—+2 1 n—2\ __ 2n n
N n+2<1_(_1) >+n—2<1_(_1) )_n2—4(1_(_1))
v la otra integral es inmediata:
s =21
nx 2 nx 2 n
/0 sen <7> dr = - cos (7> . =—(1-(-1)"
El valor para a, sera
1 2n n 2 ) 8 n
tn = (g (1= () = 2= (1)) = e (1= (1))

Luego la solucién serfa

e = 3 () ()= (5)

n=1

- ni_o:l 7r(2n—1)<(126n_1)2_4> sen(@)qﬁ(@)

4.3.3. Ecuacién de Laplace

La ultima de las ecuaciones cldsicas en derivadas parciales que vamos a tratar en esta seccién es
la llamada ecuacién de Laplace que en dos dimensiones tiene la forma

Utilizaremos las variables espaciales para indicar que mientras que en las ecuaciones de calor y onda
representan modelos fisicos que cambian con el tiempo, la ecuacién de Laplace es estédtica y representa
una condicién de equilibrio como el potencial gravitatorio o electrostdatico o como la temperatura en
una seccién plana.

Esta ecuacién se plantea sélo con condiciones de contorno sobre la frontera del recinto donde se
cumpla la ecuacién que tiene que tener cierta regularidad.

Estas condiciones de contorno pueden ser de dos tipos:

1. Condiciones tipo Dirichlet: Si R es la regién donde se cumple la ecuacién 4.11, podemos suponer
que u (x,y) es concida en todos los puntos de la frontera de R. Son condiciones en la funcién u.

2. Condiciones tipo Neumann: Podemos suponer que conocemos el vector normal a R en la frontera.
Son condiciones impuestas a las derivadas de w : u; 0 uy.

La geometria de R es muy importante y sélo podemos calcular soluciones si tienen ciertas condi-
ciones de regularidad.
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Condiciones tipo Dirichlet

Supongamos, por ejemplo, que el recinto es una rectdngulo de lados a y b, es decir, sea R =
[0,a] x [0,b] ¥ que tenemos el problema de Laplace siguiente

( Ugz + Uyy = 0 0<z<a 0<y<b
u(z,0) =u(z,b)=0 0<z<a

u(0,y) =0 0<y<b

(o uley)=fl)  0<y<b

Para estos problemas todas las condiciones son de contorno.
Utilizamos de nuevo el método de separacién de variables, y expresamos la solucién u (¢, ) como
producto de funciones independientes en cada variable

u(z,y) =F(x)G(y)
por tanto

Uy = F"(2)G(y)

Uy = F(2)G"(y)
y sustituyendo en la ecuacién de Laplace 4.11
Upy +Uyy =0 F" () G (y) + F () G" (y) =0
Descartamos la solucién trivial u = 0 y supondremos que F' (x) # 0y G (y) # 0, por tanto

F'@) Q')
Fo) | Gy

y tendremos una ecuacién con las variables separadas de donde

F'(z) _ G"()

F(z)  G(y)

=\ (4.12)

con A € R.
De 4.12 se obtienen dos ecuaciones diferenciales

F"(z) = A\F(z) = 0

G"(y) + G (y) = 0
Las condiciones de contorno serian
u(z,0) = F(x)G(0)=0
u(z,b) = F(x)G(b)=0
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como z es arbitraria se deduce que

G(0)=G(b)=0

La funcién G (y) se obtiene resolviendo el problema de contorno

G"(y) +AG (y) =0
G(0)=0
G(b) =0

que es el mismo problema de contorno que se obtuvo para las ecuaciones del calor y de onda (salvo
que cambiamos la variable x por la y y que L = b), por tanto, para obtener una solucién no trivial
(no idénticamente nula) los valores para A y G (y) serfan

2,2
nem nmw
An = 2 y G (y) = Bpsen <7y>
Sustituyendo estos valores para A, en la otra ecuacién diferencial
2,2
n°m
F"(x) — 7 F(z)=0,

cuya solucién para cada n € N es de la forma
F, (z) = C’ne(n_l:r“) + Dne(f%x) con Cp, D, € R.
Por la condicién inicial u (0,y) =0
u(0,y)=F(0)G(y)=0

que para y arbitraria conduce a que
F0)=0

y por tanto
Fo(0)=Cp+D,=0= D, =-C,

y la funcién F, (x) seria
Fn (LIZ‘) = Cn (e(%x) — 6(_n_bﬂx)) = 2Cn senh (n_l:r.f)
La solucién de la EDP serd, para cada n, de la forma
nm nm nm nm
un (x,y) = F,, () G, (y) = 2C,, senh (Tx) By, sen <Ty) = ¢y senh (T:E> sen <Ty)
con ¢, = 2C, B, .

Cono la ecuacién es lineal, cualquier combinacién lineal de soluciones, es otra solucién, por tanto
podemos considerar como solucién general formal a

u(z,y) = i ¢y senh <n_b7rx> sen (%y)
n=1

y utilizando la tltima condicién de contorno u (a,y) = f (v)

u(a,y) = icn senh <n77bra> sen (n%y) = idn sen <n77ry> = f(y)
n=1 n=1
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Como ocurre para las ecuaciones anteriores podemos calcular el valor de los coeficiente d,,, si
observamos la expresién como el desarrollo de Fourier de la extensién impar de f (y), por tanto:

d,, = ¢, senh (@ / f (y)sen (Ty) dx,
de donde

Cpn = bsenh / fy Sen )dm.

Condiciones de Neumann

Veamos un ejemplo de resolucién de un problema con condiciones de tipo Newmann

uy (2,0) =0 0<z<a
uy (1,b)=0  0<z<a

ur (0,9) = f(y) 0<y<b

ua:(a7y):0 0<y<b

vemos que en este caso las condiciones de contorno implican a las derivadas parciales de .
Todas las condiciones son de contorno. Como antes utilizamos el método de separacién de variables

u(z,y) =F(x)G(y)
que nos conducird a las dos ecuaciones diferenciales

F'"(z) = AF(z) = 0

G"(y) +AG(y) = 0

Las diferencias con las condiciones de tipo Dirichlet aparecen al plantear las condiciones de contorno
de estos dos problemas. Observemos que en este caso uy (,0) = 0y uy (z,0) = 0 y por tanto las
condiciones de contorno para las ecuaciones diferenciales se obtiene de la siguiente forma:

uy (z,0) = F(z)G' (0) =0=G'(0) =

uy (z,y) = F (2) G’ (y) =
uy (2,b) = F (2) G’ (b) = 0 = &' (b) =

ademds también sucede
ug (a,y) = F' (a) G (y) = 0= F'(a) =0

Utilizando la segunda ecuacién y las condiciones encontradas para G’ (y)
G"(y) + AG (y) =
G'(0)=0
G (b)=0

Distinguimos segtn el valor de A
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1. Caso A\ = 0 : Para este caso
G"(y) +AG(y) =0=G"(y) =0
e integrando

Gly) = Ay+B
G'(y) = A

con A, B € R, constantes arbitrarias. Aplicando las condiciones de contorno

G'(0)=0
G (b) = 0 }@A:O

por tanto
y entonces

Utilizando la EDP obtendremos

uy = F' (£) B = uzy = F" (z) B
Uy = 0= uyy =0

de donde o bien B = 0, pero entonces tendremos nula, o bien F” (x) = 0 y por tanto
F(z)=Cz+ D
tendrfamos como posible solucién
u(x,y) =F(2)G(y) = ACx+ AD = ax + f3
con o = AC'y = AD. Si ahora utilizamos la condicién de contorno nula en x (uz (a,y) = 0)
Uy (z,y) = a = uy (a,y) =0=a =0
Lo que nos daria como solucién de la EDP

u(xay) = pB.

2. Caso A < 0: Podemos poner
A=—u?2>0

y las ecuaciones serdn
G" (y) — 1*G (y) = 0
G (0) =0
G (b) =0

cuya solucién es

G (y) = AetY + Be 1

Utilizando las condiciones de contorno

G' (y) = Ape™ — Bue "
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entonces
G0)=Ap—-Bu=0=>pu(A-B)=0=A-B=0
G (b) = Apet® — Bue ™ = 0 = p (AeM® — Be ") = 0 = Aet® — Be "0 =0
De la primera ecuacién A = B y sustituyendo en la segunda
Ae"’ — Be ™" =0 = Aett — Ae " =0= A (e“b — e_“b) =0
Tendremos dos opciones
A = 0= Solucién trivial,
et —eh = 0= et =M = h =0 = Solucién trivial
3. Caso A > 0: Podemos poner

A=pu?>0

v las ecuaciones serdn
G" (y) + 1*G (y) = 0
G (0) =0
(b =0

La ecuacion diferencial tiene como solucién general

G (y) = Acos (ny) + Bsen (uy)

Necesitamos G’ (y)
G’ (y) = —pAsen (uy) + uB cos (uy)

para poder utilizar las condiciones de contorno
!/ i J—
G'(0)=pB=0 B—0

= _pAsen (ub) = 0 }:>,ub:n7r

G’ (b) = —pAsen (ub) + uB cos (ub)

y por tanto
nmw
n = 7 n €N

para cada valor de n tendremos una funcién
Gy, () = Ay, cos (n_gry)
Con estos valores y la otra ecuacion:
F"(2) = i?F(z) =0= F" (2) — —5—
que tiene por solucién general a
F (z) = Cpe"® + Dye H
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Como hemos visto antes F’ (a) =0
F'(x) = Cpe™ — Dpue ™ = F' (a) = Cue'* — Due = 0 = Cel* = De "
luego para cada n tendremos

F,(z)=C, (emx/b n e*mr:r/be2mra/b)

La solucién formal serd la combinacién lineal de todas las soluciones, utilizando ademds la
solucién que se obtuvo para el caso A =0

u(z,y) = B+ i A, cos (n_;ry) C, (e”m/b + efmrac/beznm/b>
n=1

00
= B+ ch CoS <n77ry> (emra:/b + e—nﬂx/be2n7ra/b> ’
n=1

donde se ha tomado
Cp = AnCn

Los valores de ¢, se obtienen utilizando la condicién de contorno u, (0,y) = f (y),

ug (z,y) = ch COS( y) ( nnz/b _ e*mz/bean/b)

uz (0,y) = icn% (1 - 62””“/’)) cos < > Zd cos < ) = f(y)
n=1

donde

d, = cnn;r (1 — egnm/b> ,

son los coeficientes del desarrollo de Fourier de la extensién par de f (y) y por tanto

= oy (1= m0) / f (y) cos (nmy) dy,
de donde
2 b
= nmw (1 — 62n7ra/b) /0 f (y) cos (nmy) dy.

Notar que en este caso se debe cumplir que el término independiente en la serie de Fourier ag/2,
debe ser 0 y por tanto, para que la solucién del problema con las condiciones de Neumann sea
u (z,y), debe cumplirse la siguiente condicién de compatibilidad

2 b b
ao—g/0 f(y)dy—0=>/0 fy)dy =
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4.3.4. Condiciones de contorno no nulas

En todas las ecuaciones anteriores hemos considerado que las condiciones de contorno eran nulas,
pero podemos resolver el problema en el caso de no se cumpla esta propiedad. Por ejemplo, para un
problema del calor con condiciones no nulas de la forma:

U = gy t>0 x € (0,L)
u(0,z)=f(z) 0<zxz<L

u(t,0)=A
u(t,L)=DB

realizamos el siguiente cambio en la variable dependiente

v(t,m):(u(t,m)—AH%(A_B)

t>0

\

de esta forma las condiciones de contorno para v (¢,x) son

0(t0) = (u(t,0)~A) +7 (A~ B)=(4-4)=0

v(t,L) = (u(t,L)—A)Jr%(A—B):(B—A)+(A—B):O

y la condicién inicial

u(0,z) = f(z)
se transforma en
0(0,2) = (u(0,2) —A) + T (A= B) = f (1) A+ + (A= B) =g (a).
Las derivadas parciales serfan
Vy = Ut
Vp = Ugp + 1 (B—A)
x - xr L
Vg = Uxx

y el problema se transforma en el siguiente con condiciones iniciales nulas:

( v = 0PUgg t>0 x € (0,L)
v(0,2)=f(z) —A+F(A-B) 0<z<L

v (t,0)=0
v(t,L)=0
El cambio también es vilido para condiciones de contorno no nulas en la ecuaciéon de onda, de forma
que si tenemos un problema de la forma

t>0

Ut = gy t>0 x € (0,L)

u(0,2)=f(z) O0<z<L
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haciendo el mismo cambio de antes tendremos condiciones de contorno nulas, mientras que las condi-
ciones iniciales serfan

v(0.2) = (f(@)=A)+ 7 (A-B),
v (0,2) = w(0,z)=g(x),
y el problema serfa

Vit = C2’Uxx t>0 S (0, L)

v(0,2) =(f(x) —A)+F(A-B) 0<z<L

v (0,z) = g (x) O0<z<lL
v(t,0)=A4
\ v(t,L) =B >0

Para el caso de la ecuacién de Laplace hay que tener en cuenta si las condiciones son de tipo Dirichlet
o Neumann y en la mayorfa de las ocasiones es posible descomponer el problema inicial en dos o més
problemas con condiciones nulas.

Ejercicios

1. Encuentre las soluciones de los siguientes problemas de contorno:

a) y'+Ay=0, y(0)=0, ¢ (L)=0

b) ¥ +My=0, ¥ (0)=0, ¥ (L)=0

c) yY'+rx=0, y(0)=0 y(L)=0.

d) Yy +xy=0, y(0)=0, y(r)—y (7)=0

e) y'+iy=0, y(0)-y(0)=0, y(1)=0.

Yy +xy=0, y(0)-y(0)=0, y(m)—y(m)=0

2. Para qué valores de )\ tiene soluciones no triviales los siguientes problemas de contorno:

a) Y -2/+(1+Ny=0, y(0)=0, y(1)=0.
b) Y +Ay=0, y(0)=y(27), y(0)=y" (27).

3. Clasifique las siguientes EDP y encuentre su forma canénica:

a)  Bugz +4uyy —u=0.
Ugg + Uyy + Uy — 4uy + 25u = 0.

Ugz — SUyy + 2Uz — Uy +u = 0.

S

SN
—_— — — —

e)  Uzg — 2Ugy + Uyy + 3u = 0.

4. Los extremos de una barra de aluminio (a2 = 0,86) de longitud 10 metros se mantienen a
temperatura de 0°C. Encuentre la expresién de la temperatura de la barra para las siguientes
condiciones iniciales:
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a) w(0,x)=70, 0<zxz<]10.
b)  w(0,2) =70cosz, 0<ax<10.

B 10z z €[0,5)
c) u(0,x)= { 10(10 —x) =z € [5,10]

_ 0 x6[073)
d)  u(0,z) —{ 65 € [3,10]

5. Los extremos de una barra de cobre (a2 = 1,14) de longitud 2 metros se mantienen a temperatura
de 0°C. Encuentre la expresién de la temperatura de la barra para las siguientes condiciones
iniciales:

a) w(0,x)=65cos? (rz), 0<x<2
b)  w(0,z) =70senz, 0<z<2.
60z z € 0,1
¢) u(02) {60(2—:}5) z e (L2
[ 0 z€]0,1)
4) “(0’9”)_{75 z€[L,2]

6. Un estado de equilibrio para la ecuacién del calor u; = a?uy, es aquella que no varia con el
tiempo. Demostrar:

a) Todos los equilibrios de la ecuacién del calor son de la forma u (z) = A+ Bx.

b) Encuentre los estados de equilibrio de la ecuacién del calor que cumplen w (¢,0) = 71 y
u (t, L) = Tg.

¢) Resuelva el problema

= Uz, t>0,7€(0,1)
=175 0<z<1

t>0

Ayuda: Calcilela como u (t,z) = v(xz) + w (¢,x), donde v (y) es el estado de equilibrio
asociado a las condiciones de contorno w (t,0) = 20, u(t,L) = 60 y u(t,z) es la solucién
del problema con condiciones de contorno nulas.

7. Los extremos de una barra de cobre (a2 = 1,14) de longitud 10 centimetros se mantienen a
temperatura de 0°C, mientras que el centro de la barra es mantenido a 100°C' mediante una
fuente de calor externa. Encontrar la temperatura de la barra con el tiempo para la condicién

inicial
[ 50 =z€]0,5)
u(0,2) _{ 100 z € [5,10]

Ayuda: Descomponga el problema en dos problemas de contorno con uno de los extremos en la
mitad de la barra.
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8. Resuelva el problema

Up = Ugy +u, t>0,z€(0,1)
u(0,x) = cosw 0<z<l1
u(t,0)=0
t>0
u(t,L) =0
9. Resuelva los siguientes problemas
Uy = gy, t >0,z € (0,2m)
u(0,z) =cosx — 1 0<z<22rm
a) ut (0,2) =0 O0<z<2rm
u(t,0)=0 t>0
u(t,2m) = t>0
Ugp = gy, t>0,7 € (0,1)
u(0,z) = 0<z<l1
b) ¢ w(0,2)=1 0<e<l1
u(t,0)=0 t>0
u(t,2m) =0 t>0
Uy = gy, t>0,2€(0,3)
u(0,z) = f(x) 0<zx<3 x z € [0
c) ut (0,2) =0 0<z<3 donde f (z) = 1 z el
u(t,0) =0 t>0 2—z z €2
u(t,2m) =0 t>0

10. Una cuerda de 10 metros fijada en sus extremos se levanta por el medio hasta la distancia de un

metro y se suelta. Describe su movimiento suponiendo que ¢ = 1.

11. Demuestra que el cambio de coordenadas

E=x+ct

n=x—ct

transforma la ecuacién de ondas uy = c?ug, en la ecuacién ugp = 0. Concluir que la solucién

general de la ecuacién serd de la forma
u(t,x) =F (x —ct) + G (x + ct)
Para funciones apropiadas F'y G.

12. Demostrar que la solucién del problema

U = gy, >0,z € (0,L)
u(0,z) = f (2) O<z<lL
u (0,2) = g (x) O0<z<L

u(t,0)=0 t>0

w(t,L) =0 £>0

es de la forma

1

z+ct
(F(a:—ct)+F(3:+ct))+2—c/t g(s)ds

donde F es la extensiéon 2L—periédica e impar de f (z).
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13. Resuelva el problema

14. Resuelva el problema

( uzx+uyy207
u(z,0)=0

a) ¢ u(z,b)=g(z)
u(Ovy):O

( ula,y)=0

( Uxx+uyy207
u(z,0)=0

b) u(z,b) =0
u(0,y) =g ()

[ u(a,y)=0
umx+uyy:07
u(z,0) = f(z)

c) u(z,b) =0
u(0,y) =g (y)
u(a,y) =0

U = gy +u, t>0,2€(0,L)
u(0,z) = f(x) 0<z<lL

u (0,2) =0 0<z<lL
u(t,0)=0 t>0
u(t,L)=0 t>0

(z,y) € (0,a) x (0,b)

O<zx<a
O<zx<a
O<y<bd
0<y<b

(z,y) € (0,a) x (0,b)

O<zr<a
O<zx<a
O<y<d
O<y<d
(z,y) € (0,a) x (0,b)
O<zx<a
O<zr<a
0<y<b
O<y<bd

15. Resuelva los siguientes problema de Neumann

Ugy + Uyy = 0,
Uy (2,0) =0
a) uy (z,0) =0

Ug (aay) =0
( Uzg + Uyy = 0,
Ug <an) =0

b) ug (a,y) =0
uy (z,0) = f(z)

[ uy (z,0)=0

[ Upg + Uyy =0,
U:p(o>y):1
c) ug (a,y) =0
uy (2,0) =1
L uy (z,0) =0

16. Resuelva el problema

(z,y) € (0,a) x (0,b)
O<zx<a
O<zr<a
O<y<d
O<y<bd

(z,y) € (0,a) x (0,b)
O<y<d
O<y<d
O0<z<a
O0<zx<a

(z,y) € (0,a) x (0,b)
O<y<b
0<y<b
O<zxr<a
O<zx<a

Ugy + Uyy = U, ($7y) € (0> 1) X (Oa 1)

u(z,0)=0 0<e<l
u(z,1)=0 0<z<l1
u(0,y) = f (y) 0<y<l1
u(l,y) =0 D<y<1
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