Capitulo 6

La transformada de Laplace

6.1. Funciones continuas a trozos. Funcion de Heaviside
Definicién 6.1 Dadosa,b € R, con a < b. Diremos que f : [a,b] — C es una funcion con-
tinua a trozos < Eriste una particion del intervalo [a,b], P ={a =1ty <t; < --- <t, = b},

de forma que:

1. f es continua en cada subintervalo abierto de la particion:

fec(]t/wtk-f-l[)’ ]{3:0,,%—1

2. FExisten los limites laterales de f en los extremos de cada subintervalo y son finitos

lim f(t) ’tE?l, f) eR.

t—t, +

Ejemplo 6.1 Como ejemplo de funcion continua a trozos definida sobre un intervalo
cerrado y acotado tenemos a la funcién de Haar (figura 6.1) definida de [0,1] en R como:

1 o0<t<i

<t<l1

=

Definicién 6.2 Diremos que f : [0,00] — C es una funcién continua a trozos < Va,b € R,
con 0 < a < b, se verifica que f : [a,b] — C es continua a trozos.

Ejemplo 6.2 Un ejemplo de funcidn continua a trozos en un intervalo no acotado es la
funcion f (t) definida de [0,00[ en R como

F) =k  Vtel[kk+1][,

cuya representacion grdifica viene dada por la figura 6.2.
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Figura 6.1: Funcién de Haar.

Definicién 6.3 Una de las funciones continuas trozos mas conocidas y usadas en la teoria
de transformada de Laplace es la funcién de Heaviside, definida para a > 0 como

hq : [0,00] — C

0 t<a
ha (1) =
1 t>a

y cuya representacion estd dada en la figura 6.3. Sia =0
ho (t) = u(t)
es la llamada funcion escalén unitario.

La funcién de Heaviside actia como un interruptor, de forma que si f : [0, 00] — C es
una funcién cualquiera, (hqf) (t) es la funcién

0 t<a
(haf) (t) = .
f@) t>a

De esta forma h, “enciende” a f en el instante t = a.
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Figura 6.2: Funcién continua a trozos en intervalo no acotado.

Definicién 6.4 Si consideramos ahora 0 < a < b, la funcién
ha — hp = [0,00[ — C

tiene la forma
0 t¢]a,b)
(ha — hp) =
1 te]a,d)

En este caso la funcion hy tiene el efecto de “apagar” la serial o funcion sobre la que se
aplique a partir del instante b

0 t<a

(ha = hp) f(8) = (haf) (1) = (o f) (t) = § (1) a<t<b

0 t>b

La funcion (hg — hy) (t) a veces se suele representar mediante la funcion caracteristica
de intervalo xp (t) definida para cualquier conjunto de nimeros reales I C R como

0 te¢l

X[(t): ’
1 tel

de este modo
(ha = ho) (£) = X{ap () -
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4 Capitulo 6. La transformada de Laplace

ha(t)

Figura 6.3: Funcién de Heaviside de pardmetro a > 0.

Con esta interpretacion fisica de ser un interruptor, la funcién de Heaviside es muy til
para describir funciones continuas a trozos que sean continuas a la derecha, por ejemplo
la funcién

t 0<t<«1
f@)y=< t—-1 1<t<3 ,
sent t>3

puede escribirse en una sola linea como
f(t) =lho (t) = by (t)]t + [P (t) — ha ()] (£ — 1) + hs () sent,

o también
f(t)=t-ho(t)—hy(t)+[sent — (t —1)]hs(t).
Observacién 6.1 Como la transformada de Laplace estd definida mediante una integral,

la condicion de ser la funcidn continua por la derecha (o por la izquierda) es irrelevante y
podemos considerar a las funciones de esta forma.

6.2. Definicién de Transformada de Laplace

Definicién 6.5 Diremos que f : [0,00] — C es una funcion localmente integrable<—-
Eziste la integral de Riemann en todo intervalo compacto [0,a] C [0, 00].
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6.2. Definiciéon de Transformada de Laplace 5

Definicién 6.6 Sea f : [0,00[ — C una funcion localmente integrable, se define la trans-
formada de Laplace de f (t) en z € C como:

LU = [er @ (6.1)
0
o abreviadamente
L[f](z) =F(2),

y siempre que esa integral impropia exista y sea finita.
(o @]

Como sabemos la convergencia de / ‘e_Zt f (t)‘ dt implica la convergencia de 6.1,

0
ademads es condicién necesaria que ocurra

th le#' f ()] =0.

Definicién 6.7 Denotaremos por Dy al dominio o region de convergencia (ROC) de la
transformada de Laplace de una senal f(t), que serd el conjunto de mimeros complejos
donde estd definida la transformada de Laplace de f (t), es decir, el conjunto de nimeros
complejos para los que la integral sea convergente.

Dy ={2€C:L[f](2) existey es finita}.

Como f (t) estd definida en tiempo t, se dice que f (t) estd definida en el dominio temporal,
mientras que F (z) esta definida en el plano z o plano de Laplace.

Existe un tipo de funcién para las que es posible calcular la transformada de Laplace.

Definicién 6.8 Una funcion f : [0, 00 — C se dice que es de orden exponencial cuando
t—o00o< dM,T>0yvye€R de forma que se cumple

If ()] < Me* t>T.

Esta definicién indica que si f (¢) es de orden exponencial, entonces crece més lento
que una funcién exponencial de la forma Met.

La funcién €3 es de orden exponencial, mientras que e

2 7’
no lo seria.

Definicién 6.9 Denotaremos por € al conjunto de las funciones continuas a trozos de
orden exponencial.

Proposicién 6.1 Sea f : [0,00] — C se cumple

fe&=3L[f]l(z); VRe(z)>n.
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6 Capitulo 6. La transformada de Laplace

La proposicién anterior indica que la transformada de Laplace existe al menos en el
semiplano a la derecha de v y por tanto debe ocurrir

{z€ C:Rez >~} C Dy,

siendo Dy la regién o dominio de convergencia de L [f] ().
Si ahora definimos

p=f{y€R:3IM >0 tal que |f(t)] < Me" Vt>0},

Di={2€C:Rez>n},

est4 claro que
D} CcD £

6.3. Calculo de algunas transformadas de Laplace

En esta seccién vamos a calcular la transformada de Laplace de algunas funciones
notables.

Funcion de Heaviside

Vamos a calcular la transformada de Laplace de la funcién de Heaviside de pardametro
a>0
ft)=he(t); a >0,

Para ello utilizaremos la definicién directa de transformada de Laplace

F(z)=L[f](z) = / e (t)dt = / e " hq (t) dt = / ha (£) e *tdt + / ha (£) e dt,
0 0 0 ’

como h, (t) = 0, Vt < a; la primera integral es nula. Mientras que para la segunda y
suponiendo z # 0

F(z)= /ha (t) e *dt = /etht,
1 t=00
F(z)= —=e " == (e*az - th’m e*tz) .
z t=a z o

Se puede demostrar que el limite sélo existe si Re (z) > 0y en ese caso su valor es cero,
asf

En particular si a =0
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Nos queda saber qué ocurre en z =0

E[f](O)—/e‘Otf(t)dt—/ha(t)dt—/ldt—tll’got—a—oo.
0 0 a

y por tanto no existe.

Funcién exponencial
Vamos a calcular la transformada de Laplace de la funcién exponencial
ft)=e"t; weC.

Utilizando directamente la definicién de transformada de Laplace

o0 [o.9] o0

F(z)= / “EE(t) /e eWtit = /et(“’z)dt.

0 0

o

Suponiendo que z # w obtenemos

1 t=00
F(z)= — Zet(w_z)

= 1 (lim etlw=2) _ 1) ,

+—0 W —Zz

y el limite existe siempre que Re (w — z) < 0 (en ese caso su valor serd cero):

F(z)= Re(z) > Re (w).

Notar en particular que si w = 0, entonces F' (z) = % como era de esperar.

Para el caso z = w
[ee)
e WeWtdt = /dt =
0

I
o

v la integral serfa divergente.

Funcién potencia

Vamos a calcular la transformada de Laplace para f, (t) = t", con n € N.
F(z)= / fn(t) e *tdt = / the *dt,
0

Si llamamos -

I, = /t"eztdt,

0
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8 Capitulo 6. La transformada de Laplace

y utilizamos integracién por partes

uw o= t" = du=nt""ldt,
1
dv = e Fdt=>v=——e*,
z
se obtiene
" =0 T " t=e0 " n
Iy=——e# +—/ nle=#tgp = —Z 7| 42 1= lim (——eZt> +=Ip1.
z t=0 % z t=0 ~ oo\ 2 z
0

El tinico valor real para el limite es cero y siempre que Re z > 0; para ese caso se obtiene
la siguiente ecuacién de recurrencia

In = —4In-—-1.
z

Repetimos el proceso una y otra vez

-1 —1 1 !
n,=2r =0t . 2D ..._[O:H_n[m
z z z z z z z
siendo en este caso Iy
0.0] o0 1
I = / et — / it = Lho (0] (2) = = Re(z) >0,
z
0 0
y por tanto
n n!

Funciones Periédicas

Sea f : [0,00[ — 0o una funcién periédica de periodo T > 0, es decir f (¢t +T') = f (t)
Vt > 0, y supongamos que f (t) tiene transformada de Laplace. Utilizando la definicién de
transformada de Laplace podemos poner

S

F(2) = L[f](2) = / Ft)edt = 1im [ F(t)e "t
0 0
o de forma equivalente
s nT
lim [ f(t)e #dt = lim [ f(t)e *dt.

§—00

0 0
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6.3. Calculo de algunas transformadas de Laplace 9

Utilizando la aditividad de la integral dentro del limite podemos poner

nT T .
lim [ f(t)e #dt = lim /f (t)e 2tdt + -+ / Ft) et |,
n—00 J et J
o en forma de sumatorio
nT (k+1)T
JLII;O Ft) e #dt = nlLHOlO Z / £ () e*dt.
0 k=0 pp

Para cada una de las integrales dentro del sumatorio hacemos el cambio de variable t =
s+kT (os=t—kT)

(k+1)T T

/ ft) e #dt = / f(s+ET) e 26+ gy — / f(s+kT)e *e T s,

0
como f es periddica se cumple f (s + kT) = f(s) y cada integral queda

(k+1)T

/ f —tht /f S+]€T —z8 —szdS —e sz/f _ZSdS

sustituyendo en el sumatorio podemos sacar factor comin el correspondiente a la integral
n—1 T T n—1
g e_ZkT/f (s)e *ds = /f (s)e *%ds g e kT

El sumatorio es la suma de los n primeros términos de una progresién geométrica de razén

—2T
n—1 —znT
Z kT _ (Lze
S\ 1l—e=T )7

(&
k=0

nT T 1 —onT
/f (t) e *dt = /f (s)e *%ds <1_€7> .
0 0

por tanto

El limite queda

nT

0o T
/f (t)e #dt = lim [ f(t)e *dt = lim /f (s)e *ds
0 0

1— e—znT

1 —e*T

n—oo

0

n—oo 1 —e 2T "

T
1— —znT
= /f (s)e **ds | lim L
0
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10 Capitulo 6. La transformada de Laplace

Y este limite sélo existe cuando e~™*7 tiende hacia 0, es decir cuando Re (z) > 0, de donde

T

LI () = / F(t)etdt = # / f(s)e**ds;  Re(z)>0.
0

0

Ejemplo 6.3 Encuentra la transformada de Laplace de la funcion periddica de periodo 2
definida en [0,2] como:
t tel0,1]
f(t) = :
0 te]l,?2]

Solucion: Utilizando la expresion obtenida y para T = 2 obtenemos

2

1 _
L[fl(z) = m/f(s)e (s,
0
y el valor de la integral serd
2 1 2 1 2 1
/f (s)e *ds = /f (s)e *%ds + /f (s)e *°ds = /te_zsds + /Oe_zsds = /te_zsds.
0 0 1 0 1 0
_ — _ _ 1 -
Integrando por partes tomando uw =t y dv = e?'dt, de formar que du = dt y v = —ze #t
1 1
t =t 1 1 =g 1 e* 1
/tezsds = ——¢ —|—/ e *lds = ——e¢ Z+——26*Zt = ——e*Z+—2—e—2 == (1—e?)—=e?
z =0 z z z =0 z z22 2z z z
0 0
Finalmente la transformada de Laplace de f (t) serd
1 1 _ 1 _
£ = o (-9 1)

6.4. Propiedades de la tranformada de Laplace

Linealidad

Sean f,g: [0,00] — C y a, 3 € C. Supongamos que existen L [f](z) para z € Dy y
L [g] (z) para z € Dy, entonces

Llof + By (z) = aL[f](2) + BLg] (2); para z € Dy N D,

Ejemplo 6.4 Aplicaremos la propiedad para el cdilculo de la transformada de Laplace de
las funciones trigonométricas e hiperbdlicas.
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6.4. Propiedades de la tranformada de Laplace 11

s Funcion caracteristica de intervalo: Para calcular la transformada de Laplace
de la funcion xq | (t), utilizamos su expresion en términos de la funcion de Heaviside

Xfap] (B) = ha (t) = R ().,

aplicamos la propiedad de linealidad
£ [an 0] () = £ (0) = iy (0] (2) = L (0] (2) — £ (1] (2).

y utilizamos que L [hq (t)] (2) = 7% /2 para obtener

e—az esz e~ 0% _ esz

Llha (1)] (2) = L7 (D)] (2) = - =

z z z

En este caso la transformada st estd definida para z =0, ya que

b

£ [xian 0] ©) = [ xuu )= [ 1de=b-a.

a

que coincide con

—az _ ,—bz L ,—az b —bz
lim S — ¢ (I'Hopital) = lim —2¢—12¢ ~ _4_,
z—0 z z—0 1

s Funciones trigonométricas: Aunque podemos realizar la transformada de Laplace
de las funciones trigonométricas elementales cost y sent de forma directa

Lcos (t)] (z) = /000 e *' cos (t) dt,

utilizando integracion por partes, es mas rdpido utilizar su definicion en términos de
la funcidon exponencial

it —it
cos(t) = c e . e+ =e
2
eit _efit 1 it 1 i
sen (t) = o T3¢ T3¢
y aplicar la propiedad de linealidad
Lleos (B)] (2) = £ | 2e + 2o | (2) = L2 [e"] (2) + 2L [ ] (2)
2 2 2 2 ’

Sabemos que para w € C, L [e“t] (2) = ﬁ sitempre que Rez > Rew , por tanto st
w=1

1

L [eit] (2) =

- en D1 ={z€ C:Rez>Rei =0},
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12 Capitulo 6. La transformada de Laplace

; 1
Le™] (z) = o en Dy ={z€ C:Rez>Re—i =0},

luego

1 1 1 1 z
== -+ = ) ,
2z—1 2z+41 z¢+1

£ [cos (1)] (2) = %z ] (2) + %E e (2)

con D ={z € C:Rez > 0}. Del mismo modo obtenemos
S S U S U SR
Lhen®](z) = L[] () =L e () =g — g = 71

en el conjunto D = {z € C:Rez > 0}.

s Funciones Hiperbolicas: Teniendo en cuenta que

et +et 1 1

. _ _ Lttt
cosh (t) = 5 =3¢ +2e ,
eb—et 1, 1
senh (t) = 5 =53¢ "53¢ >
volvemos a utilizar la transformada de Laplace de la funcidn exponencial para el caso
w=1
1
L[e'] (z) = pog| en Dj ={z€C:Rez>Rel =1},
y el caso w = —1
1
Lle™] (z):Z+1 en Dy ={z€ C:Rez>Re—1=—1},
y por tanto
1 : 1 —t 1 1 11 z
E[Cosht](z):§£[e](z)+§£[e ](Z):iz—l—i_iz—i—l =57 en D={ze€C:Rez>1}
1 ¢ 1 — 11 111 B '
L[senht] (z) = Qﬁ[e](z) QE[e ] (2) = 571 2:51_ 2_1 en D={zeC:Rez>1}

Ejemplo 6.5 Calcularemos la transformada de Laplace de la funcion
ft)=etho(t) + e Hho(t) = f1 (t) + fa ()
por linealidad:

1 n 1
z+1 z+2

Lletho (t) +e 2 ho (t)] (2) = L [eTho (V)] (2) + L [e *'ho ()] (2) =
En este caso
Dy (2) ={z € C:Re(z) > -1},
Dy, (2) = {z € C: Re(z) > -2},

luego
Df:Dflﬂsz :{zEC:Re(z)>—1}.
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6.4. Propiedades de la tranformada de Laplace 13

Primer Teorema de Traslacién
Teorema 6.2 Dada f : [0,00] — C y supongamos que existe L [f](z) para z € Dy C C,
entonces st w € C entonces
L [e“tf (t)] (2) =L[f] (2 —w) para (z —w)+ Dy.
Ejemplo 6.6 Calcula la transformada de Laplace de la funcidn
f(t) =t2e.
Solucién: Utilizando este primer teorema de traslacién tendremos
[,[thSt] (z):ﬁ[t2] (z—3); z—3¢€ Dy,

por otra parte sabemos que

n!
Zn+1’

L[t"](2) =

Por tanto

L [t2e3t] (2)=L [t2] (z—3) = — Re(z) > 3.

Segundo Teorema de Traslacién

Teorema 6.3 Dada f : [0,00] — C, supongamos que existe L[f](z) para z € Dy C C,
entonces si a > 0 y definimos la funcion f, (t) como

f(t—a) te(a,0)
fa(t):ha(t)f(t_a): )
0 t€0,qa

entonces
Lfa] (z) = L[ha(t) f(t —a)](2) = e L[f] (2); Vz€ D.

La funcion f, (t) es una version trasladada de la funcion f (t) :

150 T
100 T

50 T

©SPH



14 Capitulo 6. La transformada de Laplace

yZO'

15T

10T

Ejemplo 6.7 Calcula la transformada de Laplace de la funcion:
f(t) = hs(t)sen (t —3)

Solucién: Utilizando directamente el segundo teorema de traslacion

6732

L[hs (t)sen (t — 3)] (z) = e *L [sent] (z) = 21

Re(z) > 0.

Ejemplo 6.8 Calcula la transformada de Laplace de la funcion:
f(t) =ha(t)cos(t)

Solucién: En este caso para poder utilizar el segundo teorema de traslacién, hay
que relizar unas modificaciones. Por una parte estd claro que a = 4, asi que sumamos y
restamos 4 al argumento de la funcién que acompana a la funcién de Heaviside

L [ha () cos ()] (z) = L[ha (t) cos (t — 4+ 4)] (2),
apliquemos ahora las razones trigonométricas correspondientes para el coseno de una suma
L [ha (t) cos ((t — 4) +4)] (z) = £ [ha (t) (cos (t — 4) cos (4) — sen (¢ — 4) sen (4))] (2) .
utilizando linealidad
L [ha (t) cos ((t — 4) +4)] (z) = cos (4) £ [ha (£) cos (t — 4)] (z)—sen 4L [hq (t) sen (£ — 4)] (2) ,

y ahora si que podemos aplicar el 2 teorema de traslacién

z—4 1

L[hyg(t)cos ((t —4) +4)] (z) = cos (4) m — sen
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Cambio de escala

Teorema 6.4 Dada
f:[0,00[ — C

y sea a > 0. Si existe L[f](z) para z € Dy C C y definimos la funcion g (t) como
g(t) = f(at); Vt €[0,00],
entonces

£lgl () =~ (2) pama Z € Dy,

La funcién g (t) se obtiene mediante un cambio de escala en f (t), esto implica bien
una contraccién hacia 0 si a < 1 o expandirla si a > 1.

Ejemplo 6.9 Sabiendo que

entonces st a > 0

1 1 1 a?
Lsenat] (z) = — 5 = — 2a 5 = 2a 5 Rez > 0.
al+(z/a) aa“+z a“+z

Convolucion

Definicién 6.10 Dadas dos funciones f,g : R — R, se define su producto de convolu-

cién como
t/ f(s)g(t—s)ds

Se puede comprobar con un simple cambio de variable que el producto de convolucion ast
definido tiene la propiedad conmutativa:

(f*9) (8) = (g f) (1)

En el caso de que las funciones estén definidas en [0, 00|, siendo nulas fuera de ese inter-
valo, el producto de convolucidn se transforma en

() /'f (t—s)d

Teorema 6.5 Sean dos funciones f,g : [0,00[ — R. Se cumple

SiF(z)=L[f ()] (z); =€ Dy
y — L[(f+9) ()] (z) = F ()G (2); X2 (s) =€ DD,
SiG(z)=LIgMH](z); =€ D,

El teorema indica que: "La transformada de Laplace del producto de convolucion de dos
funciones es el producto habitual de las transformadas de Laplace de esas dos funciones”.
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16 Capitulo 6. La transformada de Laplace

La regién de convergencia del producto contiene a la interseccién de las dos regiones
pero puede ser un conjunto mayor; por ejemplo, si F'(z) = iié con ROC el conjunto

{z€C| Re(2) > -2}y G(z) = z—ﬁ con ROC el conjunto {z € C| Re(z) > —1}, el pro-

ducto F' (z) G (z) = 1 estd definido para cualquier valor de z.

Diferenciacién respecto al tiempo

Definicién 6.11 Sea f € &, diremos que f (t) es derivable a trozos si es continua, existen
las derivadas laterales en t € [0, 00 y en cada subintervalo [a,b] C [0, 00[ eziste a lo sumo
una cantidad finita de puntos donde f no es derivable.

Teorema 6.6 Sea f € & derivable a trozos y supongamos que existe L[f (t)] (z) para
z € Dy; se cumple:

LIf®)] () =2L[f®)](z) - f(0); z€Dy.
Se entiende el valor de f (0) como el valor del limite a la derecha, es decir

f(0) = lim f ().

t—0t

Si la funcidén tiene derivadas de orden superior, la transformada de Laplace se calcula de
forma iterativa, por ejemplo para la derivada segunda se tiene en cuenta que f” (t) es la
derivada de la derivada primera. Si llamamos ¢ (t) = f'(t), entonces ¢’ (t) = f" (t) y si
aplicamos el teorema tendremos

Llg' (1)) (2) =2LI[g(1)] (2) — g (0);

es decir
LIf"®)] () =2L[f (#)] () — £ (0);
y por tanto

LIf"®)] (=) = 2(LIfB)](=) = f(0) = f(0)

= 2L[f ()] (z) = 2f (0) = ' (0).

Para las derivadas de orden superior tendremos la siguiente férmula de cédlculo

L1 0)] (2) = "L O] (2) = 271 (0) = 272 (0) =+ = 7 (0),

o en forma mas compacta
n—1

LI @] ) =L 1f (1) (2) = Y0 ),

considerando
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6.4. Propiedades de la tranformada de Laplace 17

Diferenciacién en el plano z

Si consideramos la transformada de Laplace como una funcién compleja de variable
compleja dentro de su dominio de definicién, nos preguntamos si dicha funcién es holomorfa
dentro de dicho dominio.

Teorema 6.7 Sea f : [0,00] — C y supongamos que eziste la transformada de Laplace
de f en z € Dy. Entonces para n € N, la funcion t" f (t) tiene transformada de Laplace y
se cumple

LIFO) () = ()" (L[F 0] (2); 2Dy
Ejemplo 6.10 Calcula la transformada de Laplace de la funcion:
f(t) =tsen(3t)
Solucién: Utilizando directamente el teorema
L [tsen (30)] (2) = —dizc fsen 31] (2).

La transformada de sen (3t) se obtiene utilizando la propiedad de cambio de escala

L[sen3t] (z) = éﬁ [sen ] (%)

y teniendo en cuenta que

Lsent] (z) =

P = L [sent] <E>: ) :

obtenemos el resultado

dz \32219 dz \ 22 +9

c[tsen(:at)](z):—i(l 0 ):—i< 3 ): 6z 6= Re(2) > 0

219”2192

Ejemplo 6.11 Calcula la transformada de Laplace de la funcion:

f(t) =t
Solucidon: Utilizando directamente el teorema
d2

2

L [t2et] (z) =(-1) 72 [et] (2).
La transformada de e’ es tomando w = 1 en la exponencial

L [e'] (z)::,; Re(z) > 1

asi que

d? 1 d —1 2
L [t2et =—|——]=— = ; R > 1.
el ) =2 <z—1> dz <(z—1)2> (z—1)° °(2)
Encontramos el mismo valor si aplicamos el primer teorema de traslacién sobre la funcién
2

LI () = = L[] () = L[] (-~ 1) = (z— 1%
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18 Capitulo 6. La transformada de Laplace

Integracién en el dominio temporal

Teorema 6.8 Sea f : [0,00] — C y supongamos que eziste la transformada de Laplace
de f en z € Dy. Supongamos que f (t) admite primitiva

g@zAfMM

entonces g (t) tiene transformada de Laplace y se cumple

Llg®)](z) = %c F (O] (z); conzeDyn{Re(z) > 0}.

6.5. Teoremas inicial y final

Teorema 6.9 Sea f € £ entonces se cumple

lim L[f ()] (2)=0.
i £17(0)(2)
Este teorema afecta a las transformadas de Laplace de funciones continuas a trozos de
orden exponencial, al principio del tema se ha indicado que el dominio de este tipo de
funciones es un semiplano a la derecha, este teorema nos indica que dichas transformadas
tienden a 0 cuando Re z tiende a co. Este resultado sirve por ejemplo para determinar que
no hay ninguna funcion f continua a trozos de orden exponencial cuya transformada de
Laplace sea F (z) =1, ya que para este caso

lim F(z2)=1+#0,

Rez—+o0

lo que no quiere decir que exista otro tipo de funcion ¢ £, que tenga por transformada a
F (2), de hecho
L5 (2) =1,

siendo 0 (t) la llamada funcion impulso unitario o funcion delta de Dirac, que puede de-

scribirse como
0 t#0

o

0(t) = y ademds / d(t)dt =1,
oo t=0 -

aunque esta funcion no es una funcion en sentido formal sino una distribucidn, de ahi que

no esté en el conjunto £.

Teorema 6.10 (Valor inicial) Sea f € £ derivable, de forma que f' € €. Entonces se
cumple

m  zL[f(8)](2) = f(0).

Rez—40

Observacién 6.2 El teorema es vdlido cuando la funcién f (t) no tiene impulsos, deltas
o derivadas de deltas en el origen. La funcion F (z) debe ser una funcion racional propia

F(z)=N(2)/D(2) condeg(N) < deg (D).
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6.6. Transformada inversa de Laplace 19

Teorema 6.11 (Valor final) Sea f € & derivable, de forma que 0 € Dy. Entonces si
existe y es finito el limy_, « f (t), entonces

W L[F0]() = dim £ (2).

Observacion 6.3 Este teorema es vdlido cuando F (z) no tiene polos en el semiplano
derecho, ni en el eje imaginario.

6.6. Transformada inversa de Laplace

Definicién 6.12 Sea F (z) = L[f (t)] (), diremos que f (t) es la transformada inversa
de Laplace, o una transformada inversa de F (z) y escribimos:

f@) =L F(2)](t)
Como

P = [ roea,

se puede deducir de inmediato que la transformada inversa no es tnica, por ejemplo, las
funciones dadas por

e 2 t#£1
a) f(t)=e? b)g(t)= :
0 t=1
verifican que
LIFWI) =L W] (2) = -

Aqui utilizaremos funciones continuas a trozos de orden exponencial y como tales,
supondremos que las transformadas inversas son unicas.

Ejemplo 6.12 Puesto que

se deduce que

En sentido estricto deberiamos decir que

ot = w=emo,

Z—Ww

ya que estamos definiendo la transformada de Laplace para t > 0.

Ejemplo 6.13 Puesto que
w

L[senwt| (z) = po—l

se deduce que

L1 [ﬁ] (t) =senwt, [t>0].
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20 Capitulo 6. La transformada de Laplace

6.7. Propiedades de la transformada inversa

Como en el caso de la transformada directa, la transformada inversa de Laplace tiene
algunas propiedades que nos va a permitir su cédlculo de forma mas facil.

Linealidad

Para cualquier par de complejos «,3 € C, se cumple:
L7 aF (2) + BG (2)] (1) = aL ™ [F (2)] (8) + BL7H G (2)] (1) -

Ejemplo 6.14 Encuentra
1

) O

Solucién: Descomponemos la funcién en fracciones simples en la forma usual

1 _1 1
-5 4 _5
(z4+3)(2—2) z+43 z-2
y aplicamos la propiedad de linealidad
1 1 1 1 1
£ [(z+3)(z—2)}() LGy Vs =) @
= %67& + ge2t.
Ejemplo 6.15 Encuentra
1 z+1
— | (f).
eIk

Solucién: Descomponemos la funcién en fracciones simples

s+l §+j_1z+1
22 (22 +9) z 22 92249
11
_ 8,58 1 =z 1 3
z 22 922432 27224 3%

y aplicamos linealidad

) A AR Y Le|lhy s lpj 2 |y Lpr |3
£ [22(z2+9)] ® = 9£ [z (t)+9£ 22 ®) 9£ 22 + 32 ®) 27£ 22 + 32 ®)
1 1 1 1
§h0 (t) + §t - §cos3t ~ 5 sen 3t.
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6.7. Propiedades de la transformada inversa 21

Traslacién

Teorema 6.12 Sea w € C, entonces
LTHF (z—w)(t) = ' L7HF (2)] (1) -

Ejemplo 6.16 Calcula

Solucién: Puesto que

el primer teorema de traslacién nos conduce a

Ejemplo 6.17 Calcula

2
-1
— 1 (?).
£ [z2+68+13] ®)
Solucidon: Calculamos las raices del denominador de la funcién
22462+13=0,

que tiene por soluciones

—-6++v36—-52 —6+£+/-16 —614:
Z = = =
2 2 2

=342,

y por tanto
22462413 =(2+3)% + 22

£ [#} (t)=L

22 +6s+13

De esta forma
2

-1
- t ,
[(2—1-3)2 +22] 0
aplicando la propiedad de traslacién

_ 2 o 2 _
] 0= [ 0= e

Teorema 6.13 Sea a > 0, entonces
L1 [e’“ZF (z)] (t)=he(t) f(t—a).
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22 Capitulo 6. La transformada de Laplace

Ejemplo 6.18 Calcula

£ F_BT ).

23

Solucién: Utilizando el segundo teorema de traslacion

L [e® IR | |1
L 3 (t)=L e 3 (t)=hs(t) L 3 (t—3)
y como
!
LI (1) = -
entonces
£ [z—lg] (t) = %tQ,
de esta forma
e[ = s () L - 32
| () =hs (1) 5 (6~ 3)

Convolucion

Teorema 6.14 Se cumple
LTF(2)G ()] () =L F ()] (1)« L7 G (2)] (1) -

Ejemplo 6.19 Calcula
1

< aaraE

Solucion: Utilizando la convolucion

el - < lwlo- Fo- e
= f()xg(),

siendo
f) = £t [%} (t) =t,
9 = El[(wlz)z} O=

luego
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y calculando cada integral. La primera por partes u = s y dv = e~2%ds, por tanto du = ds

you= —%6*23
t s=t
1 1
/ se 2ds = —g—e 2* + = /ezsds
0 2 s=0 2
=t
gt 16—25 ’
4 s=0
1 1
e
c 4 4

Funciones racionales

Cuando F'(z) = P (z) /Q () es una funcién racional con coeficientes reales con deg (P) <
deg (@), entonces el célculo de su transformada inversa pasa por descomponer la funcién
en fracciones simples y calcular la inversa de cada una de las fracciones teniendo en cuenta,
entre otros, los siguientes resultados

1. SiaeCyn>0

2. Sia,0€eR,
-1 - at
e @i t20

_ B ]
El[— t) = e sen f3t, t>0.
s et (0 g t>
Ejemplo 6.20 Calcula la transformada inversa de Laplace de
1
22 (z+1)

Solucién: Si hacemos la descomposicién en fracciones simples
1 A n B n C n D
2(z+1)2 2z 22 (z+1) (z41)%

y aplicamos linealidad y los resultados correspondientes

£ [22(214—1)2] R (zflf} 9=

-1 |1 | L -1 1
AL [z] (t)+ BL [22 (t)+CL Gt D)
= A+ Bt+Ce '+ Dtet.

©SPH



24 Capitulo 6. La transformada de Laplace

Quedan por determinar los coeficientes A, B, C'y D; que hacemos de forma usual

A B C D Az(z+1)2 +B(z+1)>+C22 (2 + 1) + D22 1

ST AT 1 T 2 2 2 2 27

z 22 (z4+1) (z+1) 22(z+1) 22 (2 +1)
Az(z+1)°+ B+ 1)+ 02 (2 +1)+ D22 = 1

A2+ (2A4+B+C+D)22+(A+2B)z+B = 1

de donde
A+C = 0
2A+B+C+D = 0
A+2B = 0
B =1
con solucion A= -2, B=1,C =2, D =1y la transformada inversa sera

1
1 t —t
L [22 E 1)2} (t)=—-24+t+2e " +te

Ejemplo 6.21 Calcula la transformada inversa de Laplace de

Tz —1
(z+1)(2+2)(2—3)

F(z)=

Si hacemos la descomposicién en fracciones simples

Tz —1 A B C

(z+1)(24+2)(2-3) SRS AR

y aplicamos linealidad y los resultados correspondientes

_ Tz —1 _ A B C
[ rems | K P R | OB

AL [:11} (t) + BL! [2%2} (t) +CL! [713] )
= Ae '+ Be % 4 C€.
Quedan por determinar los coeficientes A, B, y C; que hacemos de forma usual
A N B C :A(z+2)(z—3)+B(z+1)(z—3)+C(z+1)(z+2): 7z —1
241 242 2-3 22 (2 +1)° (z+1)(2+2) (2 —3)

Az+2)(z=3)+B(z+1)(2-3)+C(z+1)(2+2)=T2—1
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6.8. Aplicaciones a las Ecuaciones Diferenciales 25

y dédndole valores a z

. -8

Siz = —1:>A(—1+2)(—1—3):—8$A:m:2

. -15

Siz = —2:>B(—2+1)(—2—3):—15:>B:m:—?)
Siz — 35C(B+1)(3+2)=20=C=—2__1

y la transformada inversa serd

1 Tz —1
(z4+1)(2+2)(2—3)

(t) = 2et —3Be 2 + &3

Ejercicio 6.1 Calcula la transformada inversa de Laplace de

2249242
(2—1)2(z+3)

F(z2)=

Ejercicio 6.2 Calcula la transformada inversa de Laplace de

222 4+ 10z

FE =D

6.8. Aplicaciones a las Ecuaciones Diferenciales

La transformada de Laplace se utiliza para resolver los llamados Problemas de Valor
Inicial (P.V.I.) que implican ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes
de la forma

ane™ (t) + - + a2’ (t) + apz (t) = u (t)
T (0) = 20,0
z' (0) =z10

2(n—1) (0) = zn-10

k
siendo a; € R, z(k) (t) = d dj,ﬁt) es la derivada k-ésima de la funcién respuesta del sistema,

z (t) y zx0 € R son las llamadas condiciones iniciales del modelo. Este tipo de problemas
aparecen, por ejemplo, al modelizar un tipico circuito LRC.

El problema se resuelve usando la transformada de Laplace sobre la ecuacién y utilizan-
do las propiedades de linealidad y derivacién de la transformada y finalmente utilizando
la transformada inversa. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 6.22 Sea el sistema
y' () + 3y (t) +2y (t) =2
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26 Capitulo 6. La transformada de Laplace

jJunto con las condiciones iniciales

y(0) = 3

y(0) =5
Calcula utilizando la transformada de Laplace la respuesta del sistema.

Solucién: Por una parte tenemos que z (t) = 2 y por tanto
2
X(2)=L[z®)](2) = -

z
y aplicando la Transformada de Laplace a la ecuacién

LIy" () +3y (1) +2y ()] (2) = L]z ()] (2)
aplicando linealidad
Ly (0] (2)+3L[y )] (2) +2L[y (1) (2) = L]z ()] ()

y utilizando la propiedad de derivacién temporal

Lly@®)](z) = Y(2)
Ly ®)](z) = 2Y(2)—y(0)

L' ®)] () = 2V (2) =2y (0) =y (0)

{22 (2) — 29 (0) — ¢/ (0)} +3{2Y (2) —y (0)} + 22V (2) = g
Agrupando
Y (2) {22+ 32+ 2} _§+3Z+14_3,22Lz4z+2
y despejando Y (2)

322+ 14z+2 1 9 7
Y(2)= o = -
() z2(22+32+42) z+z+1 z+42

donde hemos descompuesto en fracciones simples y entonces
y(t) =LY (2)](t) =14 9et — T2
y podemos comprobar que
y(0)=14+9"—7"=14+9-7=3,
mientras que para ¥y’ (t) = —9e~t + 14e~2!, tenemos
y (0) = —9e® +14e® = —9 4+ 14 = 5.

Ejemplo 6.23 Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales utilizando la trans-
formada de Laplace.
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Funcion de transferencia.

Dada la ecuacién diferencial lineal con coeficientes constnates
anz™ (&) + -+ + ar@’ (t) + aox (£) = bpul™ () + - + b’ (£) + bou (1)

siendo x (t) la respuesta del sistema y w (t) la entrada al mismo, entonces se define la
funcién de transferencia como la razén entre la transformada de Laplace de la respuesta
y la transformda de Laplace de la entrada

Estabilidad

Bésicamente un sistema serd estable si a entrada acotada el sistema responde con
una entrada acotada, o equivalentemente, si el sistema no excitado por ninguna entrada,
entonces la respuesta del sistema decae a cero cuando t tiende a infinito.

En el caso de los sistemas descritos por ecuaciones diferenciales ordinarias con coe-
ficientes constante, la estabilidad se explica en términos de los polos de la funcién de
transferencia.
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