Capitulo 7

La transformada de Fourier

7.1. Definiciones

Definicién 7.1 Sea f : (—o0,00) — C; definimos la transformada de Fourier de f ()
enw€R, a

FIFO@ =F @ = [ o
donde esa integral tenga sentido, es decir, exista y sea finita.
La convergencia de la integral implica que

‘ —wwt]| __ ’ _
M £ @) e =t If (6] =0

Por tanto las gréficas de |f (¢)| son de la forma

5
X

En general se deben cumplir las condiciones de Dirichlet que se indican en el siguiente
teorema:



2 Capitulo 7. La transformada de Fourier

Teorema 7.1 (Condiciones de Dirichlet) Si f : (—oo,00) — C es absolutamente
convergente en R, es decir, la integral

b
/ £ ()t

existe y es finita, y en cada subintervalo cerrado y acotado de la forma [a,b] ocurre:

1. f(t) es continua en [a,b] salvo una cantidad finita de discontinuidades y todas ellas
de salto infinito.

2. f(t) tienen en cada |a,b] una cantidad finita de mdximos y minimos.
entonces existe F [f (t)] (w).

Ejemplo 7.1 Las siguientes funciones incumplen alguna de las condiciones de Dirichlet
para la existencia de transformada de Fourier.

1
t) = — k<t<k+1
x (t) — <t<k+
1
x(t) = sen—
x(t) = FEl[x] (Funcion parte entera)

Ejemplo 7.2 Vamos a calcular mediante la definicion la transformada de Fourier de las
siguientes funciones:

a) f(t) =a, aeC b) g(t) = ho(t)e a>0
A si|t|<T
c) h(t) = T>0 d) k(t) = el
0 silt|>T

donde hg (t) es la funcién de Heaviside.
Solucién: Utilizando la definicién

o0 . o . e wt t=o00
L B L I
ae—iwt ae—iwt a ) )
= lim —— — lim —— = — < lim e ™! — 1im e“’”)
t—00 1w t——o00 1w w \t——o00 t—00

y ninguno de los dos limites existe puesto que, por ejemplo, utilizando la definicién
de la exponencial compleja

lim e ™! = lim (coswt —isenwt) = lim coswt — i lim senwt
t—o00 t—o00 t—o00 t—o00
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7.1. Definiciones 3

y ninguna de los dos limites, parte real o imaginaria, existen puesto que las funciones
son periddicas. Por tanto, no existe en ningin punto la transformada de Fourier de
una constante.

b)
f@@mw—/ wweMa—/ ho (£) e~ e- ity

—00 —00
Por la definicién de hg (t), que es nula para valores de ¢t < 0, y vale 1 para el resto,
la integral queda como

o—tlatiw) |7

= L (1 — lim e*t(aﬂ‘“))

a+ iw t—00

Flo ) @) = / o (£) e+ g = / Lot gy —

—00 0 a+ iw

Calculamos el valor del limite, utilizando para ello la definicién de exponencial com-

pleja
lim e 1% = Ifm e~ (cos wt — i sen wt)
t—o0 t—oo
Como a > 0 entonces
lim e~ =0
t—o0

y puesto que las funciones coswt y senwt estdn acotadas

lim e~
t—o00

@ (coswt — isenwt) =0

y la transformada de Fourier buscada es

Flg)] @) =——  a>0

a4+ iw

c) Teniendo en cuenta que h (t) es de soporte compacto, es decir, es nula fuera del inter-
valo [—T,T1, al utilizar la definicién de Transformada de Fourier

m . T .
Fh ()] W) = / B (1) et dt = / Ac—it gy
—00 =T
Supongamos en primer lugar que w # 0, entonces

T . .
/ Ae—zwtdt — _ie—zwt

-T 1w

t=T

é (e—in _ ein)

€

iwT —iwT

— 2A

(L) = —sen (wT)
1 w

t=—T tw

Si ahora w =0
T ‘ T
F[h@)](w) = / Ae 0t gt = / Adt = 2AT
-T -T

Por tanto
2AT siw=20

Flh(®)(w) = T 7&
= sen (w siw#0
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4 Capitulo 7. La transformada de Fourier

Notar que la funcién es continua en w = 0, puesto que
, ., 2A
lim F [k (t)] (w) = im — sen (wT") = 2AT
w—0 w—0 W

donde para el cdlculo del limite se ha utilizado la regla de L’Hopital. En realidad la
funcién anterior es la funcién seno cardinal o senc (wT') multiplicada por la constante

2AT con
1 sit=20
senc (t) =
senll) it £0
d)
F [k (t)] (w) = / k (t) e~ Wty — / e Itlg—iwt gy
Como
t sit>0
It| =
—t sit<O0

y por las propiedades aditivas de la integral

o] . 0 ) o] ) 0 ) o] )
Flk@®)](w) = / e lte=tgy = / ete““tdtvL/ e tem it = / et(lw)dt—i—/ e+ gy
—00 —00 0 0

—00

e integrando cada término

0 ] 00 ' 1 '
Flk®)] (@) = / 1) gy /0 e—ti) gy - 1 t1-iv)

—0o0

1 : 1 .
= (1 — lim et“—W)) + (1 — lim e—t<1+W>)

1—iw t——00 14w

El cédlculo de lfmites nos da, teniendo en cuenta que coswt y senwt estdn acotados

lim e!0=%) = lim e’ (coswt —isenwt) =0
t——00 t——00
lim e *0+%) = Jim ¢! (coswt —isenwt) = 0
t—o0 t——o00
Y 1 1 2
k t pum— =
F k@] (w) 1—iw+1+iw 1+ w?

Como F [f (t)] (w) € C, no es posible realizar su representacién gréfica, sin embar-
go, como entonces tendrd un mdédulo y un argumento principal podemos realizar dichas
representaciones que toman nombres particulares

Espectro de amplitud :  |F [k (¢)] (w)]

Espectro de fase :  Arg (F [k (t)] (w))
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7.2. Propiedades de la tranformada de Fourier 5

Si para cada w € R, donde F[f (t)] (w) estd definida se cumple que F[f (t)] (w) € R,
entonces la representacion gréfica de esta funcién es posible y se denomina espectro de
potencias.

Obviamente F [f (t)] (w) s6lo estard definida si la integral impropia existe y es finita.
Una condicién de existencia viene dada por la llamada condicién de Dirichlet.

7.2. Propiedades de la tranformada de Fourier

s Linealidad:

Dadas dos funciones

f.g:(-00,00) — C
y sean Vo, 8 € C. Supongamos que

AF [f] (w) paraw € D; CR

} =3F [af + Bg] (w) = aF [f] (2)+BF [¢9] (w) para w € DiNDy
dF [g] (w) paraw € Dy CR

= Simetria:
Sif(t) eRVt= Ff](w)=F|[f](—w) Yw € R

Demostracion:

/ f(t) emil=witdt = / f(t)etdt = /ZW&:/ZW —td

Como f (t) es real

por tanto -
~ [ rmeta=Fnw)

En particular
1 (@) = [F [l (-w)]

es decir, el espectro de amplitud es par (simétrica respecto al eje OY).

» Paridad:
Si f (t) es par =

/ f(t)e ™tdt = / f(t) e ™tdt + / f(t) e ™tdt

hacemos cambio ¢t = —s en la primera integral y como f(—s) = f(s) por ser par,
tendremos:

: f(=s)e ™) (—ds)+ f@ e ™dt= [ f(s)e™*(—ds)+ - f(t)e “tat
A A 1. /
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Capitulo 7. La transformada de Fourier

Cambiando los extremos de integracién

= / f(s)e“*ds+ / ft)e ™tdt = / f@) (e +e ™) dt =2 / f (t) cos (wt) dt
0 0 0 0
siendo esta integral la llamada integral coseno de Fourier de la funcién f ().

Si f(t) es impar =

/ f(t)e ™tdt = / f(t) e ™tdt + / f(t) e ™tdt

hacemos cambio t = —s en la primera integral y como f (—s) = —f (s) por ser par,
tendremos:

" p e Casr [ p@etar=— [ () sy [ f et
i SN RS

Cambiando los extremos de integracién

- /0 T F () e dst /0 T F () eetds = /0 T ) (—e g e ) de = 2 /0 " £ (t) sen (wt) dt

siendo la integral la llamada integral seno de Fourier de la funcién f ().

Traslacién en el espacio temporal:

Dada
fi(=00,00) — C

y supongamos que
AF [f] (w) y esta definida sobre D C C

entonces si {9 € R y definimos la funcién fp (¢) como

fo(t) = f(t—to)

150 T
100 T

50 T
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10 T

entonces

3F [fo] (w) = e ™ F[f] (2) y estd definida sobre D

Demostracion:
Flple = [ fowesa= [~ pi-w)ea
Hacemos el cambio ¢t —tg = s = dt = ds
o ; o0 . . 00 ‘
/ / (t — to) e Wit = / f (5) e_“’*’(s'f'to)ds = ¢~ Wwio / f (S) e~ s g
oo - .

es decir

Flf(t—to)] (w) = e " F[f (1)) (w) Yw €D

» Traslaciéon en el espacio de frecuencias:

Dada
fi(=00,00) — C

y supongamos que
JF [f] (w) y estéd definida sobre D C C

entonces si a € R y definimos la funcién f, (¢) como

fa(t)=€'F (2)

entonces

3F [fa] (w) = F[f (#)] (w — a) y estd definida sobre D
Demostracion:

F[fal (W) = /OO fa (t) e ™tdt = /OO ettt f (1) e~ "t

Flrlw = [ et £ (1) dt = F[f (1)) (w - a)
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Capitulo 7. La transformada de Fourier

s Cambio de escala: Dada

fi(=00,00) —C
y supongamos que
AF [f] (w) y estd definida sobre D C C
entonces si a € R y definimos la funcién f, (¢) como
fa(t) = f (at)

entonces )
—’.7'- [f] (%) y estd definida sobre aD

la
= /OO f (at) e"®“tat

Hacemos el cambio at = s = dt = %ds y distinguimos dos casos: a >0y a <0

AF[f (at)] (w) =

Demostracion

7 f(s) *“’Js/ads =1 /% f(s)e "e%ds a>0

/OO f(at)e“tdt =
- [ 5 (s)etonie 2 =

- e Sds_uﬂf](a)

Observacion 7.1 Notar que la dilatacion temporal implica una contraccion en el
espacio de frecuencias w y viceversa.

lf f(s e "e*ds a<0

= Derivacién en el dominio temporal:

Dada
f:(=00,00) — C

y supongamos que f es derivable y que

AF [f] (w) y estd definida sobre D C C

entonces
F [ (t)] (w) = (iw) F [f] (w) y estd definida sobre D

y en general si f (t) es n veces derivable, entonces

aF [f(”) (t)} (w) = (iw)" F[f (¢)] (w) y estd definida sobre D

= / Z f'(t) e ™tdt

Demostracion:
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7.2. Propiedades de la tranformada de Fourier 9

integramos por partes dv = f' (t)dt y u = e ™! y por tanto v = f(t) y dt =

(—iw) e~ “tdt
/_ T @e et = f () e >+ / T F () (i) et = (i) / T ) et = (i) F ] (@)
si f

(t) es n veces derivable, entonces se aplica el procedimiento por induccion en n.

= Derivacién en el dominio de la frecuencia:
F[f] (w) es derivable y

a

dw™

[FI O] ()] = ()" " F " f (@)] (w)

Demostracion:

LEreel = & [ roeta= [ e

_ / (i) F () etdt = —i / TP () e tdt — —iF [t ()] ()

—00 —00

Si se deriva n veces obtendremos por induccién en n la propiedad indicada.

7.2.1. Integracién

Para una senal z (t) en tiempo continuo que sea integrable se puede establecer la
siguiente propiedad respecto a la transformada de Fourier de su funcién integral:

2() T X (@) = [ a(s)ds Lo X () 47X (0)6 )

50 iw

7.2.2. Convolucion

Una de las propiedades mds importantes de la transformada de Fourier es su efecto
sobre la operacién de convolucién. Dadas dos funciones f,g : R = R, definimos su
producto de convolucién como la funcién definida por:

ht) = £ (t) g (t) = /f(t—S)g(S)ds

Si existe la transformada de Fourier F' (w) y G (w) de f (t) y g (t), respectivamente, entonces
es posible calcular la transformada de Fourier de & (t) como

También se cumple
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10 Capitulo 7. La transformada de Fourier

La demostracion se realiza actuando sobre la propia definicién del producto de convolucion.

H(w) = 7h(t)e—iwtdt=7 7 f(t—s)g(s)ds | e ™dt
= 77 f(t—s)g(s) e “dsdt

intercambiando el orden de integracién y teniendo en cuenta que g (s) no depende de t

H(w)z]og(s) 7 f(t—s)e ™tdt | ds

realizamos el cambio de variable t — s =r

[o.9] [o.9]

Hw) = _49@ _Zof@—s)emdt ds
. _Zm Z e e rar | ds
_ Zg@ (Zm ) as
_ _Zg@ 1 () ds
Y —
= F<w>_:<w>

7.2.3. Relaciones de Parseval

Definicién 7.2 La energia total de la funcion f: R = R se define como
c()= [ I

Teorema 7.2 (Identidad de Parseval) Sea f : R = R y supongamos que € (f) < oo y
que existe F [f (t)] (w), entonces
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7.2. Propiedades de la tranformada de Fourier 11

es decir - -
1
[ir@ra=o [ 1Fe)a (7.1)

Liamamos espectro de energia a la representacion grafica de la funcion |F [f] (w)|

Demostracion: La demostracién de 7.1 se realiza directamente utilizando la trans-
formada de Fourier:

o0 [o¢] o0 1 o0
[irora = [roFa= [ 105 [ Feea)d
= JE— F wt — - F —iwt
/ 1) | 5 / @) dw | dt / F0) | 5 / @e—“dw | dt
intercambiando el orden de integraciéon (Teorema de Fubini)
2 TN —iwt TN
[irora = 5 [T ( [ raea) =0 [ FOF @
o0
— 5 [ IF@Pd
= 27[_ w w

7.2.4. Transformada inversa de Fourier

Definicién 7.3 Como en el caso de la transformada de Laplace, dada la funcion F (w)
nos preguntamos si existe una funcion f (t) de forma que se cumpla

Flfl(w) = F(w)
diremos entonces que f (t) es la transformada inversa de F (w)
FHF W) =F)

Esta inversa se puede calcular también de forma directa a través de una integral

FUF (@) () = — / T F (W) étdw

=5 -
Proposiciéon 7.3 La transformada inversa de Fourier tiene las siguientes propiedades:
1. Linealidad:
FHaF () + BG )] (t) = aF T [F (w)] (t) + BF G )] (2)
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12 Capitulo 7. La transformada de Fourier

2. Dualidad Debido a la simetria de las expresiones del par de transformadas de Fouri-
er, tendremos la siguiente propiedad de dualidad, que nos facilita el cdlculo de algunas
transformadas

F F
g(t) «— f(w) = [(t) > 2rg(-w)

Por ejemplo dada la senal en tiempo continuo

2
)= ——
) =1
st tenemos en cuenta que la transformada de Fourier de
g(t)=el"
es 5
es decir
z(t)=f(t)
entonces

3. Traslacion

4. Conwvolucion
FHE-G) () =F HF W) GW]t)=F FW]E)*F G W]

2
1+w?’

Ejemplo 7.3 Sabiendo que la transformada de Fourier de f (t) = e It es F (w) =
calcula la transformada de Fourier de g (t) = TQtQ

Solucion: Teniendo en cuenta la propiedad de dualidad, vemos que g (t) = F (t), es
decir la funcion g (t) es la transformada de Fourier de f (t) pero considerdndola como una

funcion del tiempo. Por tanto
G (w) = 27 f (—w) = 2me” 17| = 27e= Il weR

Ejemplo 7.4 Comprueba que la transformada de Fourier de

f(t)—{(l) —a<t<a

resto

es
2 sen aw

F(w) =

w

Ejemplo 7.5 Comprueba que la transformada de Fourier de g (t) = 584 ¢g

7
T —a<w<a
F(w){ 0 resto
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