AMPLIACION DE MATEMATICAS. Curso 2015/16
EXAMEN FINAL. 1-2-2016
Anilisis Complejo

Nombre y apellidos:

DNI:

No estd permitido el uso de calculadora programable.

Los célculos deben ser exactos y los dngulos deben expresarse en radianes.
Todos los célculos deben ser razonados adecuadamente.

Entregue la hoja del enunciado.

Procure empezar cada problema en una cara nueva.

. Dada la funcién
u(z,y) = —22° + 2% + 62y — 21°.

(a) (0.25 puntos) Compruebe que u es armonica.

(b) (1.25 puntos) Encuentre una funcién v(zx,y), para que la funcién definida por
f(z) = u(x,y) + iv(x,y) sea entera y cumpla f(0) = i. Exprese f’(z)/en forma
binémica.

Solucién.

(a) Si u(z,y) debe ser una funcién arménica entonces debe cumplir la ecuacién de
Laplace
Uz + Uy = 0 (1)

Derivando u (z,y) respecto x e y, una vez

u, = —4xr+12xy
u, = 4y+ 622 — 61

y a continuacién otra

Upe = —4+ 12y

Uyy = 4—12y
comprobamos que se cumple la ecuacién 1:

(—44+12y)+(4—12y) =0
A ~ 7 s

Uz Uyy

luego u (z,y) es arménica.



(b) Para el cdlculo de v (x,y), la parte imaginaria de f (z,y), tendremos que aplicar las
ecuaciones de Cauchy-Riemann:

Uy = Uy

Uy = —Up

De la primera de estas ecuaciones (aunque esta eleccién es indiferente para el resul-
tado final):
Uy = vy < —4r + 120y = v,

e integrando respecto a y obtenemos v (z,y)

v(z,y) = /vydy = /(—491: +122y) dy = —4ay + 6y*z + ¢ ()

¢ () es constante para z y para encontrar su expresién derivamos v (z,y) respecto
de x
ve = —4y +6y° + ¢ (2)

Por la segunda de las ecuaciones de Cauchy-Riemann, esta expresién debe coincidir
con —u, = — (4y + 622 — 6y?) :

—4y + 6y + ¢ (v) = —4y — 627 + 6y°

de donde se deduce que
¢ (z) = —6a

e integrando respecto a x se obtiene
o(x)=-21"+ceR
La expresion para v (x,y) serd
v(z,y) = —day + 6y’r — 22° + ¢
y la funcién f (z,y)
f(zy) = (=227 + 2y + 62°y — 2¢°) + i (—4zy + 6y°z — 22° + ¢)

Notar que si z = = + iy, entonces podemos expresar f (z,y) como funcién de z de la
forma
f(z) = —i22° — 2% +ic

Como f (0) = i, podemos comprobar que ¢ = 1.
La expresion para f’(z) en forma binémica se obtiene de la expresién

f(2) = ug (z,y) + v, (z,y) = (—4a + 122y) + 1 (—4y + 6y* — 6x2)

2. Dada la siguiente integral:

e* ,
1= dz; t)=1+2e"te€]0,2 > 0.
[ se=gamnts 10 =1r2trenn, .

(a) (1.25 puntos) Calcule [ usando el teorema de los residuos, justificando porqué se
puede aplicar dicho teorema.



(b) (0.25 puntos) ;Es posible calcular esta integral mediante las Férmulas Integrales
de Cauchy? Razone la respuesta.

Solucion.

(a) El teorema de los residuos se puede aplicar directamente, puesto que la curva es
cerrada (circunferencia de centro 1 y radio 2, orientada positivamente) y la funcién
del integrando sélo tiene singularidades aisladas que podemos calcular facilmente:

2120
P2z-4)(z-1)=0< =1
23:4

Se comprueba que todas son singularidades tipo polo,

I “ - Es tipo pol
zli%zQ(z—él)(z—l) = =0 s tipo polo.
Orden 2 = lim 2 ¢ = lim < —EEC—{O}
=07 22(z—4)(z—1) =50(z—4)(z—1) 4
. e’ e .
£E22(2_4)(2_1) = 6—00 Es tipo polo.
Orden1 = lim(z— 1) ez —lim—"  — _fec_{0
z—1 2(z—4)(z—1) =122(z—4) 3
lim - _ <l Es tipo pol
Loy pyy p R 5= s tipo polo.
Orden1 = lim(z —4) “ —lime—z—éEC—{O}
24 2(z—4)(z—1) 422(z—1) 48

El valor de la integral depende de las singularidades que estén dentro de la curva,
para ello calculamos la distancia de cada singularidad al centro de la circunferencia,
esta distancia debe ser menor que el radio

721 = 0=d(l,z)=|x—1=[0-1=|-1=1<2=2z €7
29 = 1=d(l,z)=]z—1=]1-1=1[0=0<2= 2 € 7;
3 = 4:>d<1,23):‘23—1’:‘4—1’:‘3|:3>2:>23¢’3/,

Sélo hay que tener en cuenta las singularidades z; y 23, de modo que

/W%dz = 2mi (Res (f, z1) + Res (f, 22)) .

Calcularemos ahora los residuos. Como z; es simple, el limite que hemos utilizado
para conocer el orden del polo también proporciona el residuo, por tanto

Res(f(z),l):—g.



Para calcular el residuo en z;, que es un polo doble, usamos la férmula general

1 z z
Res(f(2),0) — lim—~-L.2 ¢ Cim L ¢

c0lldz 2(z—4)(z—1) =0dz(z—4)(z—1)
_ limez(z—4)(z—1)—ez(22—5):g
20 (z—4)* (z = 1) 16

La integral serd

/ e —1 d o 9 e (27— 16e
—dz=2m | —=—= || =7 —— | .

4 22 (2 —4) 16 3 24

(b) La férmula integral de Cauchy se utiliza para calcular integrales que sélo tengan una

singularidad en el interior de la curva, por tanto para este caso no es posible aplicar
dicho teorema de forma directa ya que en la curva encontramos a 2 singularidades.

No obstante también serfa correcto decir que si hacemos la descomposicién en frac-
ciones simples

/ ¢ dz = /ez ! dz—/ez(é—i-g—l— ¢ + D >dz
L 22 (2 —4)(2—1) L 22(z—4)(z—1) . z 22 z—4 z-1

- /ez<@+%+ﬂ+i3)dz

z 22 z—4 z-1

) e? 1 [e? 1 e® 1 e®
= — —dz+—/—dz+— dz——/ dz
16 /., 2 4 /), 2* 48 )., z—4 3,21
entonces cada una de las integrales puede calcularse mediante la formula integral de
Cauchy.

3. Sea el siguiente problema de valor inicial:

') +y)=(t=2)ha(t), 120,

(a) (1.25 puntos) Resuelva el problema mediante la transformada de Laplace.

(b) (0.25 puntos) Compruebe que se cumplen las condiciones iniciales dadas y la
ecuacion diferencial correspondiente.

Solucioén.

(a) Utilizando el segundo teorema de traslacién obtenemos

672,2

Llz@)(z) = LIt =2)-ha ()] (z) = e 7L (2) = —

Denotemos por
Y(2) =Lyl (s),
z(t) = (t—=2)-ha (1),



por el apartado anterior

X(2) = Llz®)](2) =

Entonces utilizando las propiedades de linealidad y derivacién de la transformada de
Laplace:

22

(2Y (=) — 2y(0) — ¢/ (0) + ¥ (=) = X (2)
de donde
(Y (2) = 1)+ Y (2) = X (2)

(ZZ+1)Y () -1 =

(ZZ+1)Y(2) = 1+

o equivalentemente

1 1
Y — -2z (_ - )
(Z) 22_|_1+6 (22(Z2+1)>

Obtenemos y (t) tomando la transformada inversa de Y (2)

y(t) =LY (2) (1)

Primero por linealidad podemos poner:

T e I

y utilizando el segundo teorema de traslacién para la transformada inversa

y(t)=L" [ L] (t)+h2(t)£1l

224+ 1)

1
22 (224 1)

-2

En el primer término la inversa es directa

1

Lfl
|22 +1

| =sento),

para el segundo podemos utilizar residuos

- —1 - z 2z . P
£ Lz = 1)] (t) = L7'[F (2)] (t) = Res (¢ F (2) ,0)+Res (e F (z) ,i)+Res (*' F (z) , —
Para F'(z)
Res (8 (),0) = i 20 (3) = i e
2zt _ =2z
z =0 polo doble de F'(z) = N llin te” (= 2+1) e Gy
—¢

z =i polo simple de F' (z2) = Res(e®F (2),i) =lim (2 — i) e F (2) = lime* 51— =

2
z—1 z—1 2%(2+4)



z = —i polo simple de F'(z) = Res(e”F (z),—i) = lim (2 +4)e*F(2) = lim e* ZQ(;Z,) =
—it1

=€ 5

y obtenemos

1 1 1 _
—1—1)} (t):t—e”2—z_—i—e_”—_:t——,:t—sent

-1
£ LQ (22
La solucién final sera
y(t) =sent+ hy (t) ((t —2) —sen (t — 2))

(b) Para comprobar las condiciones iniciales y la ecuacion diferencial, necesitamos cono-
/ i
cer ¢ (t) e y" (¢),

y' (t) = cost+hy(t)(1—cos(t—2)),
y'(t) = —sent+ hy(t)(sen(t —2)),
por tanto, teniendo en cuenta que hy (t) = 0 para t < 2

y(0) = sen0+hy(0)((0—2)—sen(0—2))=0+0-(—2+sen2) =0,

Yy (0) = cosO+hy(0)(1—cos(0—2))=1+0-(1—cos(2))=1
y para la ecuacién diferencial:

y'(t)+y(t) = —sent+ hy(t)(sen(t —2))+sent+ hy (t) ((t —2) —sen (t — 2))

= ha(t)(t—2).



AMPLIACION DE MATEMATICAS. Curso 2015/16
EXAMEN FINAL. 1-2-2016
Teoria de Campos

e Nombre y apellidos:
e DNI:

e En los ejercicios précticos se valorard que estén explicados, indicando qué resultado o
propiedad se ha usado para resolverlo, justificando que dicho resultado se puede utilizar.

1. (1 punto) Demostrar que una serie de Fourier de una funcién f(x) impar 2L-periédica
continua a trozos es de la forma

siendo

Solucién. Teoria.

2. (1 punto) Dada la semiesfera ® dada por 22 +y*+2% = R%, 2 > 0y el campo F(z,y, 2) =

(x + y,yz, x2), la integral
// Rot(F)dS
®

/ Fdi
g

donde ¥(t) = (cost,sint,0), t € [0,2x]. Explica porqué esto es asi, es decir, qué resultado
se aplica, comprobando que los elementos involucrados satisfacen las condiciones que
permiten la aplicacion de dicho resultado. Finalmente, calcula las dos integrales del
enunciado de forma independiente y comprueba que los resultados coinciden.

se puede calcular como

Solucién. El resultado que se aplica es el Teorema de Stokes. Dicho teorema puede
aplicarse al ser el campo vectorial polinémico y por tanto de clase C*°, y ser la superficie
la gréfica de una funcién de clase C?

o= f(z,y) = +VRE— a2 - 22,

de tal manera que f estd definido sobre un conjunto Q = {(z,y) : 2* + y* < R?}, cuya
frontera es una curva de Jordan «(t) = (Rcost, Rsint), t € [0,27], que da lugar a la
curva frontera de la superficie v cuando R = 1. Si las orientaciones de la curva v y la
superficie son compatibles, entonces tendremos la iguladad. Calculamos ahora

2
/Fdl = / ((cost +sint,0,0), (—sint, cost,0)) dt
o7 0

27
= / (—sintcost — sin?t)dt = —.
0



Por otra parte

i ik
0 o9 0

ROt(F) = oz 9y 0z = (0, —Z, 1),
r+y yz zz

y parametrizamos la superficie como

T =u,

Yy=uv,

z=+V1—u? -2,

(u,v) € Q= {(u,v) : u® +0? <1}

Entonces
g k
0 1 B V1I—u? =02 /1 —u2—0?
V"
por lo que

//q)Rot(F)dS = //Q<(O’_m’l>’<\/1—z2—v2’¢1_Z2_U2’1>>d“d”

27 1
= //(1 — v)dudv = / / (1 —rsing)rdrdp =,
Q o Jo

donde hemos empleado coordenadas polares. Como vemos, las orientaciones no son com-
patibles, por lo que habria que cambiar el signo de una de las dos integrales.

. (1 punto) Sea S la superfice formada por la unién de las superficies z = 22+32, 0 < 2z < 4,

y 22 +y? =4, 4 < 2 <10. Calcula
//FdS
s

Solucién. La superficie es la unién del paraboloide z = x? + ¢, 0 < z < 4, con un
cilindro 22 + y? = 4, 4 < z < 10 al cual le falta la tapa superior cuando z = 10. Si
anadimos esta tapa, que llamaremos S;, podemos aplicar el Teorema de Gauss

/ /Susl ras = / / /V div(F)dadydz,

donde V es el volumen encerrado por la superficie. Como

siendo F(x,y, 2) = (¥’ + dzyz, 22y, 2).

div(F) = 4yz + 2% + 1,

tenemos que

///dz’v(F)dxdydz:///(4yz+x2—l—1)dxdydz—l—///(4yz+x2—l—1)dxdydz,
\% i Va



donde V; es el volumen encerrado por el paraboloide y V5 el encerrado por el cilindro.
Pasando en ambos casos a coordenadas cilindricas, tenemos que

4 pz 2w
/ / / (4yz + 2° 4+ Vdrdydz = / / / (4rzsing + 12 cos® p + 1)rdedrdz
Vi o Jo Jo
4 vz 4 2 4
= / / (2r + r¥)rdrdz = / (z + Z—) mdz = 71'—07
o Jo 0 4 3

10 2 pon
/ / / (4yz + 2° + V)dodydz = / / / (4rzsin o + 12 cos® p + 1)rdpdrdz
Va 1 Jo Jo
10 2
= / / (2r + ¥\ wdrdz = 487
4 Jo

LMW_// FdS — //Fd5+// Fds.
SUS1 S1
/ / FdS
S1

con el vector normal apuntando en la direccién de positiva del eje z para hacerlo com-
patible con la orientacién exterior de la superficie necesaria para aplicar el Teorema de
Gauss. Parametrizamos S; como

Entonces

Calculamos aparte

xr =u,
Y=,
z =10,

con lo que
- (07 07 ]‘) )

que como vemos nos da una orientaciéon compactible. Entonces

// FdS = // <<e“2 + 40uv, u’v, 10) , (0,0, 1)> dudv = 10// ldudv = 40m.
Sy Q Q

Finalizamos 184 184 64
//FdS——?T—// FdS——ﬂ'—407T—§7T
S1

4. (1.5 puntos) Resolver el siguiente problema
U = Uyy —u, >0, y€(0,3),
u(t,0) = u(t,3) =0, t >0,

u(0,y) =0, y € (0,3),
u(0,y) = sin(6my).

Solucién. Proponemos una solucién de la forma u(t,y) = T(t)Y (y), con lo que la
ecuacion queda de la forma

()Y (y) = Y"(y)T(t) = T@)Y (t),



de donde , ,
") +T(t)  Y'(y)

()  Y(y)
siendo A constante. A partir de las condiciones de contorno construimos el problema de

contorno
{ Y"(y) + AY (y) = 0,
Y(0)=Y(3) =0,

:—)\,

con soluciones no nulas
n

Y, (y) = sin (?y> , n=12 ..

siendo \ = (%)2 Nos queda entonces la ecuacién diferencial para T'(¢) de la forma

T"(t) + T(t) (1 + (%)3 — 0,

que nos da las soluciones

T.(t) = a, cos ( 1+ (%)%) + b,, sin ( 1+ (%)275) ,

con lo que proponemos la solucién formal
u(t,y) = EOO a,, COS 1+ <@>2t + b, sin 1+ <T>2t sin (T >
7y - o n 3 n 3 3 y .
Utilizando las condiciones iniciales
ZOO nm
u(0,y) 2 @n sin { -y

con lo que a,, = 0, n > 1. Por otra parte, derivando formalmente la solucién

w(t,y) = ibn\/Tn—;)Zcos ( 1+ (n—;>2t) sin (%y)

de donde
: - nmt\?% . /nw
uy(0,y) = sin(6my) = ;bn 1+ <?> sin <?y> ,
' 3
/ nm\? 2 [T . (nT [ 0sin#18,

b/ 1+ <?> = 5/0 sin(67y) sin <?y> dy = { | sin =18,

con lo que
1
bis =
1+ (67)°

y la solucion es

u(t,y) = 1+ (67T)2t) sin(67y).

1+ (67)° o (



AMPLIACION DE MATEMATICAS. Curso 2015/16
EXAMEN FINAL. 1-2-2016
Parte Conjunta

1. (1 punto) Dado el método multipaso con forma

Yir1 = ol + a1yi—1 + h(b_1 fiy1 + bofi + b1 fiz1),

donde f; = f(t;,v;), siendo f la funcién que define una ecuacioén diferencial con condiciones
iniciales que tiene solucién tnica. Deducir las ecuaciones con las que dicho método tiene

orden local O(h®).

Solucién. Teoria.

2. (1 punto) Dado el problema de optimizacién

Y)

Minimizar f(z,
z,y) <0

Sujeto a g(x,

donde f y g son funciones suficientemente derivables. Indica paso a paso cémo se resuelve
este problema, definiendo todos los conceptos que utilices.

Solucion. Teoria.

3. (2 puntos) Sea el sistema

¥=-2r+y,
y' =-3y—z,
2 = —x — 22+ 4cos(2t).

Determinar la solucién para tiempos suficientemente grandes.

Solucion. La matriz del sistema es

-2 1 0
A= 0 -3 -1
-1 0 =2

y por el Criterio del circulo de Gershgorin, sus valores propios estdn en el conjunto
B(—2,1) U B(—3,1), por lo que todos tienen parte real negativa y el sistema es asin-
toticamente estable. Por tanto la solucién para tiempos suficientemente grandes sélo
depende de la solucién particular. Adicionalemente, podemos tomar condiciones iniciales
nulas. Tomando la transformada de Laplace, el sistema nos queda

sLlx](s) = =2L[x](s) + L[y](s),
sL[yl(s) = =3L[y](s) — L[2](s),
sL[z](s) = —L[x](s) — 2L[2](s) + 42"

Como

Lyl(s) = (s +2)Lx](s),

L[Z)(s) = =(s + 3)Llyl(s) = = (s + 3)(s + 2)L[x](s)



tenemos que

Llal(s) = (s + )LL) + 4 i y
= (s +2P(s +3)Llal(s) + 45
de donde 5
L[z](s) (1 — (s +2)%(s + 3)) = 4m,
y por tanto

4s
) = e —Grorer9y

Es facil ver que (1 — (s +2)%(s+3)) es el polinomio caracteristico de A. Para tiempos
suficientemente grandes, al aplicar la férmula de inversiéon compleja, sélo hemos de con-
siderar 27, ya que todas las demaés raices del polinomio caracteristico tienen parte real
negativa. Entonces

Asest ‘ 4sest .
o) = Res ((82 Y P T 3))’2"> e <<52 - (122t 3>>’_22)
4sest 4se”

T T A (121 8) o o2 (1= (55 2)2(s £ 3))

U (34 +48i) e P(—34+481) 34, b om 480, g oo
- 865 865 =g (& T T g ()
68 eQit + e—2it 96 €2it _ e—2it 4
= — [———— ) - = [ ————) = — (17cos(2t) — 24sin(2t)).
865 < 2 ) 865 ( 2i ) 565 (L7 cos(2!) = 24sin(20))
Ahora g
y(t) =2/ (t) + 2x(t) = T (7 cos(2t) + 41sin(2t)).
y

2(t) = —y/(t) — 3y(t) = 8—25 (103 cos(2t) + 109sin(2¢)).



