AMPLIACION DE MATEMATICAS. Curso 2014/15
EXAMEN FINAL. 30-1-2015
Anilisis Complejo

e Nombre y apellidos:
e DNI:

e En los ejercicios practicos se valorard que estén explicados, indicando qué resultado o
propiedad se ha usado para resolverlo, justificando que dicho resultado se puede utilizar.

e Los alumnos con el parcial aprobado sélo tendran que responder a la tercera pregunta.

1. (1 punto) Enunciar el teorema de los residuos y esbozar su demostracion.

z—1

2. (1 punto) Obtener el desarrollo en serie de la funcién f(z) = en un entorno de

22(2+2)
los puntos zp =1y 29 = 0.
Solucién. Descomponemos en fracciones simples
z—1 3/4 1/2 3/4
2(z+2) 2 22 242
Para zy = 1, tenemos que
L Sy = - s 1<
P — — 2z = —_ Z — S1 zZ —
z 1—(1-2) e e ’
1 d 1, d [«
—— = -1 —1
5 = 205 (Z( RE >)
= Z( "n(z —1)" Z D" n+1)(z-1" si |[z—1]<1
n=1 n=0
1 1 11 _1§: 1—2\"
242 3-(1—2) 31-4% 34\ 3
= Zgnﬂ (z—1" si |z—1] <3.
n=0
Entonces
z—1 3w 1 — 3w ”
— = 2N (=D (z—-1)"+= 1)+t Dz—1"—= —1)"
2(z+2) 4;( Fiiz=1) +2§( 1) 4; 3n (=
(3D ()" e+l (=D noo
= Z( 1 + 5 T (z—=1)" si |z—1]<1.

Para zp = 0,

L& (2R,
e Rl § g 52(_—2> =2 gmre s <2

n=0




Entonces

oo

=1 3/4 1/2 3 (-1,

= z
2 2 nt1
22(2+2) z z 44~ 2

3/4  1/2 X 3(—1)*!
= L—L-I—ZLZ" st 0<|z] <2.

= 22 2n+3

n=0
3. (1 punto) Calcular la transformada de Laplace inversa de la funcién

z+1 n e *
2244244 2242242

F(z) =

Solucién. Por la linealidad de la transformada

LUF|(t) = £ [Z—“l (t)+ £ [L} (t).

2244244 224+ 2242

Calculamos aparte

z+1 z+1
L7 —=———|(t) = R e ey T
l22—|—4z+4]() es(e 2244z +4 )

z——2 Az Z2+4Z+4

d
= lim e (e(z41)) = e —te>.

z——2 Az
N — ) =L | ——— | 1),
2242242 2242242

Calculamos aparte

1 ezt ezt
L' ————|(#) = Res|5——=—=,-1—i)+Res| —+——,-1
{22—1—22—1—2}() es(z2+2z+2’ Z)Jr es(z2+2z+2’

e(z+1+1) Y e(z+1—1)
= m —F m —o——
zo—1—i 2242242 ao=lti 22 422 + 2
ezt ezt
= lim ——+ lim ———
ro—l-iz4+1—1i zo-1+iz4+ 141
et-ti ottt te” — et .
— = - == - 1 t
o T ¢ T ot
de donde
e ” 1
Ll ——| () = hi)LH|—| (t—1
lz2+2z+21() 16 lz2+22+2}( )
= hl (t)67t+1 Sin(t — ].)
Asi

LF)(t) = e —te > + hy(t)e " sin(t — 1).
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AMPLIACION DE MATEMATICAS. Curso 2014/15
EXAMEN PARCIAL. 30-1-2015
Parte Conjunta

e Nombre y apellidos:
e DNI:

e En los ejercicios précticos se valorard que estén explicados, indicando qué resultado o
propiedad se ha usado para resolverlo, justificando que dicho resultado se puede utilizar.

1. Contestar a las siguientes cuestiones:

(a) (1 punto) Explicar en qué consiste el método de Euler para resolver una ecuacién
diferencial con condiciones iniciales. Indicar los diferentes errores que aparecen, su
orden y la relacién entre ambos. Indicar ademds como comprobarifas experimental-
mente cual es el orden del método de Euler.

(b) (1 punto) Explicar que significa que una solucién de un sistema auténomo sea
estable, asintéticamente estable e inestable, poniendo un ejemplo de cada tipo.

2. (1.5 puntos) Sea la ecuacién
y" + ay’ + by = cost.

Encontrar valores de a y b tales que el sistema sea asinténicamente estable y determinar
la solucién para tiempos suficientemente grandes.

Solucién. La ecuacién homogénea y” + ay’ + by = 0 tiene ecuacién caracteristica p(t) =
t2 + at + b. Para que sea asintéticamente estable debe de tener raices con parte real negativa,
por ejemplo -1 y -2. Entonces p(—1) =1—a+b=0y p(—2) =4—2a+b =0, de donde a = 3
y b =2. Como la ecuacién es asintéticamente estable, la solucién a largo plazo es una solucién
particular. Tomando la transformada de Laplace tenemos que

z

Lol =F&) = oy 3.+ 9)

y para tiempos suficientemente grandes

y(t) =~ Res(e”F(z),i) + Res(e”F(z), —i)
= lim ze” + lim G
i (24 i)(22 432 +2) =i (2—0)(22 + 32+ 2)
it 1—3 —it 1 ; 1
= ( 3l)+6 ( +3Z)——cost——sint.

20 20 10 10

3. (1.5 puntos) Resolver el siguiente problema
Minimizar xy+ 2
Sujeto a 2?2+ y? + 22 =5,
z+1<0,

sabiendo que el conjunto en que estd definido es compacto.



Solucién. En primer lugar, comprobamos que todos los puntos son regulares. Si z+1 < 0,
entonces el gradiente (2z, 2y, 22) es linealmente independiente salvo si z = y = z = 0, lo cual es
imposible porque implicarfa que 2% + 2 + 2?2 = 0. Si 2 + 1 = 0, entonces los vectore gradiente
(2z,2y,22) v (1,0,0) son linealmente independientes salvo que y = z = 0. En este caso 2% = 5,
lo que implicaria que = = ++/5, que no puede verificarse al ser z = —1.

Consideramos el Lagrangiano

L(x,y, 2, 1) = xy + 2 + Mz + 2 4+ 22 = 5) 4+ p(z + 1).

De la condicién de holgura pu(x 4+ 1) = 0 disitinguimos dos casos a) 4 =0y b) x = —1.
Caso a) u = 0. El Lagrangiano es L(x,y, 2, \) = xy + z + ANz + y*> + 2?2 — 5) y los puntos
de KKT se calculan a partir de las ecuaciones

2 —y+2\ =0,

aé =x+2\y =0,

5, = 1+2Xz2 =0,

2?4+ y? 4+ 22 = 5.
De las dos primeras obtenemos que (1 —4A?*) = 0, y como # < —1, necesariamente \ = +1/2.
Si A = 1/2, entonces © = —y, z = —1 y por tanto x = £1/2. Como z < —1, la tinica solucién

posible es
T=—V2, y=+2 z=—-1, A=1/2, p=0. (KKT1)

Si A = —1/2, obtenemos como unica solucién
r=—V2, y=—V2 z=1 A=—-1/2, u=0. (KKT?2)
Caso b) x = —1. Los puntos de KKT se calculan a partir de las ecuaciones

%:y+2)\x+u20,
5 =T+ 2\y =0,
£:1+2>‘2207
2?4+ y* 4 22 =5,
r=—1.

Noétese que A # 0 (en otro caso 1=0 en la tercera ecuacién). De la segunda y tercera ecuaciones

obtenemos y = % = —z, por lo que de la cuarta ecuacién y = +v/2. Si y = v/2 obtenemos la
solucion

CU:—]., y:\/§7 Z:_\/§7 )\:\/5/47 /’L:_\/é/ZJ
que no es posible candidato a minimo al ser u negativo. Si y = —v/2 tenemos

r=—1, y=—V2 2=V2, A= —V2/4, p=+2/2. (KKT3)

que es el tercer posible candidato a minimo. Calculamos ahora el Hessiano

20 1 0
HL(z,y,z, A\, ) = 1 2x 0
0 0 2

Para el punto (KKT1) tenemos que el Hessiano

HL(—V2,v2,-1,1/2,0) =

O~
O~
—_ o O



cuyo espacio tangente es

M(—V2,v2,-1) = {(z,y,2): —V2zx + 2y — 2 =0}

r =1u,

[
|

u,v € R,

Calculamos

1 10
(u,v,—\/§u+\/_v 110
001 \/_u—I—\/_v

= <u+v,u+v,—\/_u+\/_v) S = (u+0v)? + (—V2u 4+ vV20)?,
— 2u+ 2v

que es estrictamente positivo si u,v # 0, por lo que es definida positiva y por tanto minimo
local.
Para el punto (KKT2) tenemos que el Hessiano

HL(—V2,—v2,1,-1/2.00=| 1 -1 0 |,

cuyo espacio tangente es

M(—v2,-v2,1) = {(» —V22 —V2y + 2z =0}
z:z u,v € R,

z—\/_u—l—\/_v

Calculamos

-1 1 0 U
(u,v,\/§u+ \/5@) 1 -1 0 v
0 0 -1 V2u + /2v
- <_u+v,u—v,—\/§u—\/§v> v = (u—v)> = (V2u+ v20)’,
V2u + /20

que es estrictamente negativo si u,v # 0, por lo que es definida positiva y por tanto méximo
local.
Finalmente, para el punto (KKT3) tenemos que el Hessiano

—2/2 1 0
HL<_17_\/§> \/57_\/5/47 \/5/2) = 1 _\/5/2 0 )
0 0 —V2/2
cuyo espacio tangente es
M(_17_\/§7\/§) = {(l’,y,Z) l’:O,Z:y}

= y=u, u€R,
z = u,



Calculamos

—2/2 1 0 0
(O,U, U) 1 _\/5/2 0 u

[an}

= (u,—ux/i/Q,—ux/i/Q) u | =—v2u?

que es menor que cero si u # 0, por lo que es definida negativa, por lo que no puede ser minimo.
Por lo tanto K KT'1 es el minimo pedido.



AMPLIACION DE MATEMATICAS. Curso 2014/15
EXAMEN PARCIAL. 30-1-2015
Teoria de Campos

e Nombre y apellidos:
e DNI:

e En los ejercicios précticos se valorard que estén explicados, indicando qué resultado o
propiedad se ha usado para resolverlo, justificando que dicho resultado se puede utilizar.

e Los alumnos con el parcial aprobado sélo tendran que responder a la tercera pregunta.

1. (1 punto) Enunciar el Teorema de Gauss, definir todos los conceptos que aparecen en el
enunciado del mismo y poner un ejemplo en que se aplique.

2. (1 punto) Sea 7 una curva que une los puntos (1,1,0) y (2,2,2). Calcular

/ (221? + 222%)dx + (1 + 2yx?)dy + 222°d>.
7

Solucién. Sea F(z,y,z) = (2zy® + 22221 + 2yz?, 222?), que como se puede comprobar
tiene rotacional nulo. Como estd definido sobre todo R3, que es convexo, existe f(z,y, z) una
funcién potencial. Verifica entonces

flz,y, 2 /_dx = / (2zy? + 222%)dx = 2%y® + 2%2° 4+ g(y, 2).

Entonces of 5
G oy =+ Y
Dy + 2yx yr® + 8y’
por lo que
dg
9y 2) = | z-dy= [ ldy=y+h(z),
Y
por lo que
f(z,y,2) = 2y 4+ a2 4y + h(z).
Finalmente 5
8],; 2227 = 222% + K (2),

de donde K/ (z) = 0, por lo que h(z) es constante y una funcién potencial es

flz,y,2) = o2y 4+ 2222 + .

Entonces

/(2xy2 + 222%)dw + (1 + 2ya?)dy + 2z0%dz = £(2,2,2) — f(1,1,0) = 32.
;

3. (1 punto) Resolver el siguiente problema

Upy + Uy = u, € (0,2), y € (0,1),
u(z,0) =u(x,1) =0, z € (0,2),
u(0,y) =0, y € (0,1),

u(2,y) = cos(6my), y € (0,1).



Solucién. Proponemos una funcién de la forma u(z,y) = X (2)Y (y), con la que la ecuacién
se escribe como
X'(@)Y(y) + X(2)Y"(y) = X(2)Y (),
de donde
X(x) - X"(x)  Y"(y)
X(z) Y(y)

= )\,
por lo que tenemos los problemas

{ Y'(y) + XY (y) =0,
Y(0) = Y(1) =0,

X(0) = 0.

El primero tiene una solucién no nula de la forma

{ X"(x) — (1 + A)X(z) =0,

Y, (y) = sin (nmy)

2

para )\, = n?72, n € N. El segundo problema tiene solucién general

Xn(l') — Anex\/1+7r2n2 _i_Bnefgcx/lJﬂﬂnQ7

y como X,,(0) = 0, tenemos que A, = —B,,. Asi

X, (2)Y,(y) = Ap(eXVIFT™ — emaVIFT 3y gin (nry),

y proponemos una solucién formal

u(z,y) = Z A (ePVIFTN? _ omaVIETn®y gin (nry).
n=1

De la condicién u(2,y) = cos(67y) obtenemos

(Q,y) _ ZAn(QQ\/1+Tr2n2 _ 672\/1+7r2n2)

u sin(nmy) = cos(67y),
n=1
de donde
1
Ay (VI _ pm2Vidmindy - 2/ cos(6my) sin(nmy)dy
0
_ n% si n # 6, ‘

0stn=6.

Ast

e (_1)n -1 e:c\/l—Hr—QnZ _ e—x\/l—‘rw—znz
w,y) = nz_:ln(n2 + 36)7 e2VIFTW? _ o—2v1+mon?
n#6
i (—1)™ — 1 sinh(zv1 + 72n?)
= n
£~ (n? 4+ 36)7 sinh(2v/1 + 72n?2)

sin(nmy)

sin(nmy).

n7:£6



